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1 Einleitung und Problemstellung

1.1 Einleitung

Mehrphasenströmungen spielen in vielfältigen technischen und industriellen

Anwendungen eine wichtige Rolle. Bei den Produktions- und Transportpro-

zessen von Erdöl liegen häufig Zweiphasenströmungen vor bzw. es werden

Gasblasen mit dem Ziel eingespritzt, das schwergewichtige Öl zur Oberfläche

zu fördern. Im Energieerzeugungssektor mittels Dampfturbinen stellt das Sie-

den den wichtigsten Schritt bei der Produktion von Dampf zum Betreiben von

Dampfturbinen dar. Hier kommt es durch Verdampfen von Wasser zur Bil-

dung eines Wasser-Dampfgemisches. In vielen verfahrenstechnischen Berei-

chen werden Gas-Flüssigkeitsrührreaktoren und Blasensäulen eingesetzt, um

die Kontaktflächen zwischen den Phasen zu vergrößern und somit die che-

mischen Reaktionen zu beschleunigen bzw. den Stofftransport zwischen den

Phasen zu erhöhen.

Die Gas-Flüssigkeitsströmungen können nach ihrer stofflichen Zusammen-

setzung in zwei Gruppen unterteilt werden. Hier unterscheidet man zwischen

einkomponentigen Zweiphasenströmungssystemen, wie z.B. einem Wasser-

Dampfgemisch oder mehrkomponentigen Systemen, wenn beispielsweise

Gase in Flüssigkeiten dispergiert werden. Gas-Flüssigkeitsströmungen unter-

scheiden sich auch bezüglich ihrer Strömungsstruktur. Neben der Gasbla-

senströmung, deren Modellierung im Fokus dieser Arbeit steht, können je

nach Gasgehalt und Strömungsbedingungen weitere Zweiphasenströmungs-

regime, wie z.B. Kolbenblasen-, Pfropfen-, oder Tropfenströmungen beobach-

tet werden. Häufig kommt es zu einem Strömungsregimewechsel aufgrund

von Änderungen der Strömungsbedingungen bzw. von Interaktionen der Gas-

blasen untereinander oder mit der Flüssigphase. An den Phasengrenzflächen

zwischen dem Gas und der Flüssigkeit kommt es zum Austausch von Impuls
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Einleitung und Problemstellung

oder auch Masse und Energie. Diese Austauschprozesse bestimmen einerseits

die Bewegung des betrachteten Zweiphasensystems, andererseits kontrollie-

ren sie das Strömungsfeld und seine Parameter, wie Geschwindigkeit, Druck

und Temperatur. Daher kommt der Berechnung der Phasengrenzflächen ei-

ne signifikante Bedeutung in der Modellierung von dispersen Gasblasen-

Flüssigkeitsströmungen zu. Die genaue Bestimmung der Phasengrenzflächen

kann nur mit der Kenntnis der Größenverteilung und der Form der disper-

sen Gasblasen realisiert werden. Die Blasengrößenverteilung und Blasenform

sind jedoch zeitlich und räumlich veränderlich. Die wichtigsten zur Ände-

rung der Blasengrößenverteilung führenden Mechanismen sind die Neubil-

dung und das Verschwinden von Blasen, die kontinuierliche Blasengrößen-

änderung aufgrund von Stoffübergängen zwischen den Phasen sowie die dis-

kontinuierliche Größenänderung, die aus Koaleszenz und Zerfall der Blasen

resultiert.

In den Auslegungs- und Optimierungsprozessen von den mit Gas-

Flüssigkeitsströmungen arbeitenden Apparaten wird zunehmend auf die

Modellierung und Simulation der Strömungsvorgänge aus wirtschaftlichen

Gründen, sowie aufgrund von Umwelt- und I Sicherheitsfragen Wert gelegt.

Die traditionelle Methode zur Prototypentwicklung geschieht nach wie vor

hauptsächlich durch das Skalieren von Daten, die mit Hilfe von Labormo-

dellen bestimmt wurden. Dies ist jedoch zeitaufwendig, kostenintensiv,

und nicht ganz frei von Risiken, insbesondere für neue Produkte. Dabei

ergeben die Skalierungsmodelle nicht immer das richtige Ergebnis. Die

sichere Vorhersage von Funktionalität und Effektivität der zu konstruieren-

den Mehrphasensystemapparate sind daher wesentliche Entwicklungsziele.

Eine solche Vorhersage ist aber aufgrund der Komplexität von Zweiphasen-

strömungen verglichen mit Einphasenströmungen besonders schwierig, da

zur Beschreibung von mehrphasigen Strömungen auch Kenntnisse über

die physikalischen Prozesse an der Phasengrenzflächen, die Populations-

dynamik der dispersen Phase und die Partikelgrößenverteilung notwendig

sind. Der Einsatz der numerischen Strömungsberechnung (Computational
Fluid Dynamics, CFD) gewinnt in nahezu allen Bereichen zunehmend an

Bedeutung. Dies gilt auch auf dem Gebiet der Mehrphasenströmung. Eine

recht genaue, aber auch sehr aufwendige numerische Strömungsberechnung
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1.1 Einleitung

des Geschwindigkeits-, Druck- und Temperaturfeldes von Zweiphasenströ-

mungen erlaubt die direkte numerische Simulation, die mit den heutigen

Rechenressourcen aufgrund der erforderlichen sehr feinen Auflösung des

Raums und der Zeit nicht handhabbar ist. Die CFD-Verfahren I basieren

derzeit hauptsächlich auf der Beschreibung nach Euler-Lagrange oder

Euler-Euler Verfahren mit gemittelten Transportgleichungen. Diese sind

wirtschaftlich vertretbar.

In der Euler-Lagrange-Methode wird die kontinuierliche Phase durch den Eu-

lerschen Ansatz beschrieben, während die disperse Phase statistisch betrach-

tet und durch Partikelpakete gleicher Eigenschaften repräsentiert wird. Die

Bahnen der repräsentativen Partikel werden berechnet und aus diesen die

Wechselwirkungsterme mit der kontinuierlichen Phase bestimmt. Die ein-

fache Lösung der gewöhnlichen Differenzialgleichungen der Partikelbahnen

stellt einen Vorteil dieses Verfahren dar, während der hohe numerische Auf-

wand zur Berechnung einer ausreichenden großen Anzahl dieser repräsenta-

tiven Pakete zur Beschränkung der Methode führt. Meist können Disperspha-

senanteile bis max ca. 5% realisiert werden.

Beim Euler-Euler-Verfahren (auch Euler-Euler Zwei-Fluid Modell ) werden

beide Phasen als kontinuierlich betrachtet und durch den Eulerschen An-

satz beschrieben. Sie erlauben die Beschreibung eines relative hohen Disper-

sphasenanteil (bis ca. 20%) mit akzeptablem numerischen Aufwand, aber nur,

wenn die disperse Phase homogen ist und die Berechnung mit einem mittle-

ren Blasenvolumen (monodispers) durchgeführt werden kann. Um eine Mo-

dellierung mit mehreren (N ) Partikelgrößen (polydisperse Betrachtung der
Partikeldurchmesser) im Rahmen des Euler-Euler Verfahrens zu realisieren,

muss ein gekoppeltes Gleichungssystem von N +1 Sätzen von Transportglei-

chungen gelöst werden. Hier wird jede Blasengröße (oder -klasse) als eigen-

ständige Phase betrachtet, für die ein Satz der Transportgleichungen gelöst

wird. Dies ist rechenintensiv und kann zu Konvergenzproblemen führen. Ei-

ne zusätzliche Komplexität erhält die numerischen Simulation durch die Be-

rücksichtigung der Partikelpopulationsdynamik, die die größenmäßige aber

auch räumliche Veränderung der Partikel in der Zeit darstellt. Da meist zur

Beschreibung der zeitlichen Entwicklung von Partikelgrößenverteilung die
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Einleitung und Problemstellung

Populationsbilanzgleichung zusätzlich zu der Strömungsberechnung gelöst

wird. Diese muss ebenfalls zeitlich und räumlich für jede Partikelgrößenklas-

se, an jedem Gitterpunkt und zu jedem Zeitschritt diskretisiert und gelöst wer-

den.

Wegen der genannten Komplexitäten der dispersen Gas-

Flüssigkeitsströmungen und des hohen Rechenaufwands werden die

Wechselwirkungsterme in den meisten Modellierungsmethoden bei kom-

merziellen CFD-Codes lediglich mit einem mittleren charakteristischen

Blasendurchmesser oder im Rahmen der Populationsbilanzgleichung mit

wenigen Blasendurchmesserklassen berechnet. Diese stellt eine gravierende

Einschränkung der Populationsbilanzmethode und Fälschung der realen

Strömungsverhältnisse dar, da die Phasengrenzflächen und damit die Zwei-

phasenphänomene von der Blasengrößenverteilung abhängig sind. Es kann

leicht festgestellt werden, dass die zurzeit in den kommerziellen CFD- Re-

chenprogrammen implementierten Formulierungen zur Beschreibung von

Gas-Flüssigkeitsströmungen fast nur für ausgebildete Blasenströmungen

ohne Blasengrößenänderungen zuverlässige Ergebnisse liefen.

1.2 Zielsetzung

Das übergeordnete Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung und Vali-

dierung eines numerischen Modells zur Simulation von dispersen Zweipha-

senströmungen, das mit einem neuartigen Konzept der Momentenmethode

im Rahmen des Euler-Euler-Zweifluid Modells die Partikelgrößenverteilung

mit vertretbarem numerischen Aufwand repräsentieren kann. In einer Kon-

zeptstudie wird die entwickelte Momentenmethode geprüft, anhend zwei-

phasiger Luftblasen-Flüssigkeitsströmung validiert und als Grüst für Model-

lerweiterungen entwickelt.

Das entwickelte Momenten-Modell basiert auf dem Euler-Euler Ansatz zur

Modellierung der Phasen und der Populationsbilanzgleichung mit einer an-

genommenen funktionalen Form für die Partikelanzahldichte. Die Approxi-

mation der Partikelanzahldichte durch eine angenommene funktionale Form
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1.2 Zielsetzung

(engl.: presumed Number Density Funktion) in der Populationsbilanzglei-

chung ermöglicht die separate Lösung dieser Gleichung, d.h. nicht direkt in

dem Strömungsprogramm, für eine Spanne der Verteilungsfunktionsparame-

ter und der beeinflussenden Strömungsparameter. Die Lösung derselbigen

kann dann in Tabellen dargelegt und dem Strömungslöser zugänglich ge-

macht werden.

Das Momenten-Modell besteht dann aus einem Satz der Transportgleichun-

gen des Euler-Euler-Zweifluid Modells für jede Phase mit den entsprechen-

den Kopplungstermen zur Beschreibung der gegenseitigen Wechselwirkung

zwischen den Phasen und nur zwei zusätzlichen Transportgleichungen

für den Mittelwert und die Varianz der Partikeldurchmesserverteilung, in

denen die Evolution der Partikelgrößen infolge der Dispersionsprozesse

mittels Quelltermen beschrieben wird. Diese Quellterme werden während

der CFD-Rechnung aus der Lösung der Populationsbilanzgleichung, die in

einer „Look-up“-Tabelle hinterlegt ist, ausgelesen.

Vorzüge dieser Methode sind:

• Es wird die Lösung der Populationsbilanzgleichung mit einer für die

Diskretisierungsunabhängigkeit ausreichenden Anzahl an Partikelgrö-

ßenklassen möglich. Dies bringt numerische Stabilität, bessere Konver-

genz sowie erhebliche Rechenzeitersparnis bei gleichzeitiger Erhöhung

der Genauigkeit bei der Beschreibung der Phasenaustauschprozesse mit

sich. Durch die Annahme einer pNDF wird eine polydisperse Betrach-

tung der partikelvolumenabhängigen Zwischenphasenaustauschprozes-

se (z.B.: Impuls-, Stoff oder Wärmeaustausch) möglich.

• Beliebige Zerfalls- und Koaleszenz-Modellfunktionen oder auch Ver-

dampfungsansätze können entsprechend der zu simulierenden disper-

sen Zwiephasenströmung implementiert werden.

Das Modell in seinem aktuellen Entwicklungsstadium ist in der Lage, disperse

Gasblasen-Flüssigkeits-Zweiphasenströmungen unter Berücksichtigung von

Blasenzerfall und -koaleszenz mit einer für die Diskretisierungsunabhängig-
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Einleitung und Problemstellung

keit der Populationsbilanzgleichung ausreichenden Größenklassenanzahl zu

simulieren. Es bietet die Möglichkeit den polydispersen Impuls-, Energie-

und Stoffaustausch bzw. den Phasenübergang durch die Integration der Par-

tikelkräfte über die Gesamtblasenverteilung korrekt zu bestimmen; oder auch

vereinfachend mit einem äquivalenten Durchmesser den Bestimmungsglei-

chungen der Austauschprozesse zu arbeiten , der mit dem Durchmesser

der Austauschberechnungsgleichung korreliert. Der äquivalente Durchmes-

ser kann aus der mit Hilfe der lokalen Verteilungsmomente gebildeten Parti-

kelgrößenverteilung berechnet werden.

Zu bemerken ist, dass für die disperse Phase angennomen wird, dass die Be-

wegung der Partikel durch nur ein Geschwindigkeitsfeld beschrieben wird.

Das bedeutet, dass sich alle Partikel an einem Ort unabhängig von ihrer Größe

mit jeweils der gleichen Geschwindigkeit bewegen. Änderungen in der Parti-

kelgrößenverteilung durch größenabhängige Geschwindigkeiten können we-

gen dieser Einschränkung nicht abgeleitet werden. Ein Ansatz für eine grö-
ßenabhängige Geschwindigkeit der Partikel hätte den Rahmen der vorliegen-

den Arbeit gesprengt.

Dieser Arbeit faßt die im Rahmen der Dissertation durchgeführten Arbeiten

und gewonnenen Ergebnisse zusammen. Zunächst wird im folgenden Kapi-

tel der derzeitige Stand und die theoretischen Grundlagen der Modellierung

von dispersen Zweiphasenströmungen anhand einer Literaturstudie durch-

leuchtet. Im dritten Kapitel wird das Konzept und die Theorie des entwickel-

ten Momenten-Modells detailliert erläutert. Anschließend wird im vierten Ka-

pitel die Implementierung des Modells in den kommerziellen Strömungslöser

CFX beschrieben und auf die durchgeführten Rechnungen zur Validierung der

entwickelten Methode gegen experimentelle Daten der Rührkesselströmung

eingegangen. Abschließend wird die Arbeit zusammengefasst und auf mögli-

che Erweiterungen des Modells eingegangen.
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2 Modellierung disperser
Mehrphasenströmungen: Stand der
Forschung und theoretische Grundlagen

Unter mehrphasigen Strömungssystemen versteht man Systeme, die aus

mehreren, nicht mischbaren Fluiden (Gas-Flüssigkeits- bzw. Flüssigkeits-

Flüssigkeitsgemische) oder aus Gemischen von Fluiden und Feststoffen be-

stehen. Sie sind durch die Ausbildung von Grenzflächen zwischen den Phasen

gekennzeichnet, an denen sich die Stoffwerte der beteiligten Phasen sprung-

haft ändern (siehe Abbildung 2.1). Die geometrische Lage und Form der

Phasengrenzfläche ändert sich mit der Zeit und ist zu jedem Zeitpunkt ein-

deutig. Der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit liegt in der Modellierung

zweiphasiger disperser Strömungssysteme. Insbesondere werden Gasblasen-

Flüssigkeitsströmungen behandelt, da die Validierung des entwickelten Mo-

dells anhand von Blasenströmungen erfolgt. Daher wird im Allgemeinen

von dispersen Partikeln und Zweiphasenströmungen gesprochen. In den Ab-

schnitten, die speziell Gasblasenströmungen behandeln, wird von dispersen

Blasen die Rede sein.

Im Grunde genommen können zweiphasige Gas-Flüssigkeitsströmungen mit

Gleichungen der einphasigen Strömungsmechanik (Kontinuitäts- und Im-

pulsgleichungen für jede Phase) beschrieben werden. Diese Gleichungen gel-

ten an jedem Ort des Strömungsgebietes, der gerade entweder von der Gas-

oder der Flüssigphase besetzt sein kann, also momentane einphasige Strö-

mung. An den Grenzflächen der Phasen können Bedingungen des Kräfte-

gleichgewichtes und der Gleichheit der Geschwindigkeiten und Drücke der

Phasen aufgestellt werden.

Prinzipiell wären diese Transportgleichungen für die direkte numerische Si-

7



Modellierung disperser Mehrphasenströmungen

Abbildung 2.1: Disperse Gasblasen-Flüssigkeitsströmung als Beispiel eines

dispersen Mehrphasensystems [51]

mulation (DNS) eines (isothermen) Zweiphasenströmungssystems ausrei-

chend. Die Anwendung der DNS ist aber mit derzeitigen Rechenressourcen im

Allgemeinen schwer zu handhaben und für mehrphasige disperse Strömun-

gen nur zur Simulation von wenigen Partikeln möglich, da sehr feine Rechen-

netze und sehr kleine Zeitschritte notwendig sind. Eine Mittelung der Glei-

chungen stellt eine Notwendigkeit dar, um ein für die gegenwärtig zur Ver-

fügung stehende Rechenleistung lösbares Gleichungssystem herzuleiten, in

dem die Wechselwirkung zwischen den Phasen durch geeignete Terme dar-

gestellt werden kann. Im gemittelten Gleichungssystem werden die physika-

lischen Zusammenhänge über die Mittelwerte der Strömungsgrößen und de-

ren Fluktuationen bzw. den entsprechenden Korrelationen beschrieben. Her-

leitungen zur Mittelung der Gleichungen für die Modellierungsansätze zwei-

phasiger Systeme findet man bei Drew et al. [20], Enwald et al. [23] sowie in

den Arbeiten von Drew und Passman [21]. Basierend auf diesen Arbeiten lei-

tete Bove [8] die gemittelten Gleichungen für die gebräuchlichsten Mehrpha-

senmodelle (Euler-Euler- und Euler-Lagrange-Verfahren und das Homogen-

Mischungs-Modell) her.
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2.1 Disperse mehrphasige Strömungen und deren Modellierung

2.1 Disperse mehrphasige Strömungen und deren Modellie-
rung

Ein disperses Stoffsystem besteht im Allgemeinen aus mindestens zwei un-

terscheidbaren Komponenten: der dispersen Phase und dem umgebenden

Medium. Das umgebende Medium (Dispersionsmittel oder auch äußere Pha-

se) ist im geometrischen Sinne zusammenhängend, das heißt man kann von

jedem Punkt des Mediums zu jedem anderen Punkt des Mediums gelangen,

ohne das Medium zu verlassen. Das Medium wird als Kontinuum angesehen

und in dieser Arbeit als kontinuierliche Phase bezeichnet. Die disperse Pha-

se (auch dispergierte Phase oder innere Phase) dagegen ist nicht zusammen-

hängend, d.h., man kann nicht von jedem Punkt zu einem beliebigen Punkt

gelangen, ohne sie zu verlassen. Der Weg führt durch das umgebende Medi-

um. Die einzelnen Teile der dispersen Phase sind die dispersen Elemente. Sie

bilden eine Menge im Sinne der mathematischen Mengenlehre. Eine andere

Bezeichnung für ein disperses Element ist Partikel, Dispersoid oder Teilchen.

In bestimmten Fällen spricht man auch von Korn (fest, mittelfein), Stück (fest,

grob), Flocke (fest, locker), Tropfen (flüssig), Blase (gasförmig), Pore (gasför-

mig in festem Medium) oder Krümel. Als diskret-dispers bezeichnet man Sys-

teme, deren Elemente sich nicht berühren. Umgekehrt heißen Systeme, deren

Elemente sich berühren, kohärent-dispers. Zu einer vollständigen Beschrei-

bung eines dispersen Systems gehören nicht nur die Eigenschaften der disper-

sen Elemente, sondern auch ihre räumliche Verteilung im umgebenden Me-

dium. Konzentrationen sind ebenfalls Eigenschaften des Systems. Schließlich

können auch physikalische Eigenschaften des Mediums (Viskosität, Dichte,

Druck, Temperatur) eine verfahrenstechnische Rolle spielen. Die zielgerechte

Beschreibung solcher Systeme ist komplex und ist oftmals einer Berechnung

nur schwer zugängig.

In der Regel sind nur die über die Einzelpartikel gemittelten Eigenschaften

der Phasen, wie z.B. die Partikelgröße oder -volumenanteil von Interesse. Di-

sperse Systeme werden nicht durch den Ort und die Eigenschaften einzelner

Partikel charakterisiert, sondern durch statistisch gemittelte Größen. Die di-

sperse Phase wird als kontinuierliche Verteilung in der kontinuierlichen Pha-
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Modellierung disperser Mehrphasenströmungen

se betrachtet. Diese Betrachtung erlaubt lediglich die Berechnung gemittel-

ter Werte. Eine wesentliche Größe bei der Beschreibung disperser Systeme ist

der Volumenanteil der Phasen, der das Verhältnis des Volumens der einzelnen

Phasen zum Gesamtvolumen angibt. Über die Dichten der beteiligten Phasen

können massenbezogene Größen abgeleitet werden. Die Anzahl der Partikel

pro Volumeneinheit bzw. die Partikelanzahldichte kann auch als charakteris-

tische Größe betrachtet werden.

Disperse Strömungen werden nach der relativen Partikelgrößen in grobdi-

sperse und feindisperse Systeme eingeteilt. Darüber hinaus ergeben sich zwei

unterschiedliche Modellierungsmethoden: monodisperse Betrachtung für

Systeme, in denen die Partikelgrößenverteilung durch eine mittlere Partikel-

größe repräsentiert werden kann, und polydisperse Behandlung für Systeme

mit stark variierenden Partikelgrößen.

Zur numerischen Simulation der dispersen Mehrphasensysteme sind Euler-

Lagrange- und Euler-Euler-Verfahren gebräuchlich. In der Euler-Lagrange-

Methode wird die kontinuierliche Phase durch den Eulerschen Ansatz be-

schrieben, d.h. die Bilanzgleichungen für die abhängigen Variablen werden im

ortsfesten Koordinatensystem aufgestellt und um Phasenwechselwirkungs-

terme erweitert. Die disperse Phase wird statistisch betrachtet und durch Par-

tikelpakete gleicher Eigenschaften repräsentiert. Die Bahnen der repräsenta-

tiven Partikel werden berechnet und mit deren Hilfe werden die Wechselwir-

kungsterme mit der kontinuierlichen Phase bestimmt. Die Lösung der dabei

entstehenden gewöhnlichen Differenzialgleichungen der Paketbahnen stellt

einen Vorteil dieses Verfahren dar, während der hohe numerische Aufwand

zur Berechnung einer ausreichend großen Anzahl repräsentativer Pakete zur

Beschränkung der Methode führt. Meist können Dispersphasenanteile bis

max ca. 5% im Rahmen des Euler-Lagrange-Verfahrens realisiert werden. Zur

Herleitung und Gegenüberstellungen von anderen Modellen und Anwendun-

gen der Euler-Lagrange Methode sei auf die Arbeiten von Bove [8] verwiesen.

Beim Euler/Euler-Verfahren (bekannt auch als Euler-Euler Zweifluid Modell)

werden beide Phasen als kontinuierlich betrachtet und durch den Eulerschen

Ansatz beschrieben. Sie erlauben die Beschreibung eines relative hohen Di-
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2.1 Disperse mehrphasige Strömungen und deren Modellierung

spersphasenanteils (bis ca. 20%) mit akzeptablem numerischen Aufwand [54].

Diese Aussage bezieht sich auf Fälle, in denen die disperse Phase homogen ist

und die Berechnung monodispers durchgeführt werden kann. Dabei wird ein

Satz der Bilanzgleichungen für die kontinuierliche Phase und ein Satz für die

(mono-) disperse Phase gelöst.

Durch die Modellannahme eines mittleren Durchmessers bzw. eines gemein-

samen Geschwindigkeitsfeldes für alle Partikelgrößen geht das Bewegungs-

verhalten der verschiedenen Partikelgrößenklassen relative zu einander auf-

grund von größenabhängigen Partikelkräften verloren. Bezüglich des Impuls-

austausches zeigen experimentelle Untersuchungen, dass z.B. neben der Wi-

derstandskraft die laterale Auftriebskraft (lift force) in der Gasblasen-Flüssig-

keits-Rohrströmung die lokale Konzentration der Gasphase mitbestimmt. Die

laterale Auftriebskraft ist dabei für folgendes Verhalten zuständig: kleine, nicht

deformierbare Blasen werden in die Richtung der Rohrwand geschoben, wäh-

rend große Blasen durch die Geschwindigkeitsgradienten in der Flüssigpha-

se entlang der Blasenoberfläche deformiert und in das Rohrinnere getrieben

werden [68]. Da die Partikelgrößenverteilung relevant für den Stoff-, Impuls-,

und Energieaustausch in dispersen Systemen ist, stellt sich die Notwendigkeit

der korrekten Vorhersage der Partikelgrößenverteilung in der Modellierung

von dispersen Systemen dar. Die von Hulburt und Katz [35] für Mehrphasen-

systeme eingeführte Methode der Populationsbilanzen ist der gebräuchlichs-

te Ansatz zur Realisierung der polydispersen Behandlung unter Berücksichti-

gung der Partikeldynamik. Sie erweist sich im Allgemeinen als eine geeignete

Möglichkeit, die Eigenschaftsverteilung der dispersen Phasen in der Model-

lierung einzubeziehen.

Versucht man zum Beispiel eine polydisperse Modellierung durch die Be-

trachtung von N Partikelgrößen im Rahmen des Euler-Euler Zweifluid Mo-

dells zu realisieren, so muss ein gekoppeltes Gleichungssystem von N +1 Sät-

zen von Transportgleichungen gelöst werden. Dieses Verfahren ist rechenin-

tensiv, tendenziell instabil und führt häufig zu Konvergenzproblemen. Eine

zusätzliche Komplexität erhält die numerische Simulation durch die Berück-

sichtigung der Partikelpopulationsdynamik [25, 26].

Lo et al. [45] schlugen mit dem homogenen MUSIG -Modell (MUltiple-SIze-
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Group) einen Ansatz als Alternative zur Lösung von N Impulsgleichungen

für N Klassen der Partikelphase vor. Dabei wird die Partikelgrößenverteilung

durch N diskrete Größenklassen im Rahmen des Euler-Euler-Zweifluid Mo-

dells und der Populationsbilanzgleichung (PBG) repräsentiert und eine einzi-

ge Impulsgleichung für alle Partikelklassen gelöst. Möglich ist dies unter der

Annahme, dass die strömungsmechanischen Eigenschaften der Partikel nicht

stark variieren und allen Partikelklassen der polydispersen Größenverteilung

ein gemeinsames Geschwindigkeitsfeld zugeordnet werden kann. Diese An-

nahme ist nur dann gerechtfertigt, wenn die Größenverteilung einen einge-

schränkten Bereich von Partikelgrößen umfasst. Die Erfahrung zeigt auch,

dass im Rahmen dieses Verfahren nur wenige, für die Diskretisierungsunab-

hängigkeit der Populationsbilanzgleichung unzureichende Anzahl der Parti-

kelklassen betrachtet werden können, da die Populationsbilanzen in der nu-

merischen Strömungsberechnung (CFD) diskretisiert und gelöst werden. Das

„Inhomogeneous MUSIG “ Model von Frank et al. [22] löst mehrere Impuls-

gleichungen für die dispersen Partikelklassen (die Gesamtpartikelklassenan-

zahl N wird in M Klassenpakete –„velocity groups“ geteilt). Dennoch bleibt

die Klassenanzahl aufgrund des hohen numerischen Aufwandes beschränkt,

sodass eine diskretisierungsunabhängige Lösung der PBG nicht erreicht wird

(siehe hierzu auch Abschnitt 3.2.4, in dem die Diskretisierungsfrage der Popu-

lationsgleichung diskutiert wird.)

Eine ausführliche Darstellung der Literatur sowie eine detaillierte Behandlung

der Modellierungsmethoden für disperse Systeme würde den Rahmen die-

ser Arbeit sprengen. An dieser Stelle sei jedoch auf die ausführliche Literatur-

zusammenstellung der Formulierungen und Korrelationen für die Zwischen-

phasenkräfte in dispersen Mehrphasenströmungen von Frank [24, 26, 28], Shi

[25] sowie Tomiyama [68] hingewiessen. Eine Übersicht über die Anwendung

der Populationsbilanzen findet man in [57, 58, 66] und eine allgemeine Über-

sicht über den Stand der Modellierungsmethoden von dispersen Zweiphasen-

strömung geben Tomiyama [68] und Frank [28].
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2.2 Euler-Euler-Zweifluid Modell

Das Euler-Euler Zweifluid Modell wird vor allem in den letzten Jahren im-

mer mehr als Alternative zum Euler-Lagrange Modell benutzt. Bei diesem

Verfahren werden die Phasen als in Wechselwirkung stehende Kontinua (ge-

genseitiges Durchdringen der Phasen, englisch: interpenetrating) betrachtet

und mit Kontinuumsbilanzgleichungen beschrieben. Die allgemeine Formu-

lierung unterscheidet dabei die disperse Phase nicht von der kontinuierlichen

Phase. Erst bei der Formulierung der Wechselwirkungsterme wird die disper-

se Phase charaktisiert und die Geometrie der Partikeln einbezogen. Da die

Wechselwirkung für jede Phase und nicht wie beim Euler-Lagrange Modell für

einzelne Partikelpakete berücksichtigt wird, wird in der Grundformulierung

des Euler-Euler Modelles (mit einem Satz der Bilanzgleichungen für jede Pha-

se) von einem monodispersen System ausgegangen, d.h. es wird ein mittler-

er repräsentativen Durchmesser für alle beteiligten Partikeln angenommen.

Möchte man eine disperse Phase mit verschiedenen Partikelgrößen oder -

klassen betrachten, muss jede Partikelgrößenklasse als eigene Phase definiert

werden und für jede disperse Phase ein Satz von Transportgleichungen gelöst

werden.

2.2.1 Transport- und Erhaltungsgleichungen des Zweifluid-Modells

Im Rahmen der Eulerschen Beschreibung einer Mehrphasenströmung wird

angenommen, dass sich die verschiedenen Phasen oder Fluide einer Mehr-

phasenströmung als sich gegenseitig durchdringende Kontinua beschreiben

lassen. Lokal ist jedes der beteiligten Fluide durch einen Volumenanteile re-

präsentiert, wobei die Summe der Volumengehalte über alle Fluide oder Pha-

sen für jeden Ort im Raum und jeden Zeitpunkt jeweils „1“ ergibt [28]. Un-

ter diesen Voraussetzungen führt die Eulersche Mehrphasenmodellierung zu

ensemble-gemittelten Transportgleichungen für Masse, Impuls und Energie

für jede der beteiligten Phasen. Betrachtet man zunächst vereinfachend ei-

ne Zweiphasenströmung ohne Massen- und Energieaustausch, so erhält man

ein partielles Differentialgleichungssystem aus zwei Kontinuitätsgleichungen
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Modellierung disperser Mehrphasenströmungen

und zwei Navier-Stokes-Gleichungen [36].

2.2.1.1 Kontinuitätsgleichungen

Die Massenerhaltungsgleichungen für die disperse Partikelphase (Index p)

bzw. die kontinuierliche Phase (Index l ) lauten:

∂(αpρp)

∂t
+∇· (αpρp~up) = 0. (2.1)

∂(αlρl )

∂t
+∇· (αlρl~ul ) = 0. (2.2)

2.2.1.2 Impulsgleichungen

Die Impulsgleichungen für die disperse und kontinuierliche Phase lauten:

∂(αpρp~up)

∂t
+∇· (αpρp~up~up) =−αp∇p +αp∇· T̂l +∇T̂ Re

p +αpρp~g +~Fw . (2.3)

∂(αlρl~ul )

∂t
+∇· (αlρl~ul~ul ) =−αl∇p +αl∇· T̂l +∇T̂ Re

l +αlρl~g −~Fw . (2.4)

Der Wechselwirkungsterm ~Fw in der Impulsgleichung der Partikelphase bein-

haltet die Summe aller Kräfte, die von den Partikeln auf die kontinuierliche

Phase ausgeübt werden. Da diese Kräfte auf die kontinuierliche Phase in die

entgegengesetzte Richtung wirken, geht der Quellterm ~Fw in der Impulsbi-

lanz für die kontinuierliche Phase mit einem negativen Vorzeichen ein. Im

Abschnitt 2.6 wird auf die wichtigste partikelgrößenabhängige Zwischenpha-

senkraft, die Widerstandskraft, als auch die sogenannten „non-drag“-Kräfte

eingegangen. Der Term αl∇· T̂l in Gl. 2.4 stellt den molekularen Impulstrans-

port in der Flüssigphase dar. Die Größe T̂l ist dabei der Schubspannungsten-

sor und wird wie folgt definiert:

(Tl )i j =µl

(∂(~ul )i

∂x j

+
∂(~ul ) j

∂xi

−
2

3
δi j

∂(~ul )n

∂xn

)

, (2.5)
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wobei µl die laminare Viskosität der kontinuierlichen Phase ist. Ein ähnli-

cher Term, gewichtet mit αp , tritt auch in der Partikelphase auf. Der Tensor

der Reynoldsschen Scheinspannung T̂ Re
p = −αpρpu′

pu′
p bedarf einer Model-

lierung durch ein Turbulenzmodell. An dieser Stelle wird nicht auf die Turbu-

lenzmodellierung von Zweiphasenströmungen eingegangen. Es sei jedoch er-

wähnt, dass phasenbezogene Turbulenzmodelle möglich sind und für beide

Phasen verschiedene Turbulenzmodelle verwendet werden können. Bezüg-

lich einer detailierten Darstellung zur Turbulenzmodellierung mehrphasigen

Strömungen sei auf [2] verwiesen. Die Konvektionsterme in den Impulsglei-

chungen ∇· (αpρp~up~up) sind in der Form αpρp(~up∇·~up) bzw. für die Flüssig-

phase αlρl (~ul∇·~ul ) zu interpretieren.

2.2.2 Impulsaustausch zwischen den Phasen

2.2.2.1 Widerstandskraft der Partikel

Die Widerstandskraft eines kugelförmigen Einzelpartikels, die das Partikel

aufgrund seiner Relativbewegung der kontinuierlichen Phase entgegen setzt,

lässt sich wie folgt darstellen:

~FD =
3

4

ρl

ρpDp

mp cD (~ul − ~up)|~ul − ~up|, (2.6)

wobei ~up und ~ul die Geschwindigkeiten des Partikels bzw. der kontinuierli-

chen Phase sind. Der Widerstandsbeiwert cD ist eine Funktion der Partikel-

Reynolds-Zahl. Diese wird wie folgt berechnet:

Rep =
ρpDp|~ul − ~up|

ηl

, (2.7)

wobei ηl die kinematische Viskosität der kontinuierlichen Phase ist.

In diesem Abschnitt wird das Hauptaugenmerk auf die in der Literatur vorge-

schlagenen cD-Korrelationen für Gasblasen gerichtet, da das in dieser Arbeit

entwickelte Momenten-Modell auf Blasen-Flüssigkeitsströmungen angewen-

det und daran validiert wird.

Für große Werte von Rep und kugelförmige, nicht-deformierbare sehr kleine
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Blasen kann die Standard-Beziehung nach Schiller-Naumann verwendet wer-

den [2, 31]:

CD =







24
Rep

(

1+ Re2/3
p

6

)

, für Rep < 1000,

0.44 , für Rep > 1000.

(2.8)

Ishii und Zuber [37] schlugen eine Korrelation für größere Blasen vor, die für

verschiedene Blasenströmungsregime und Gasvolumenanteile formuliert ist:

CD =







2
3Dp

√
g∆ρl

σ

{
1+17.67 f (αg )

6
7

18.67 f (αg )

}2

, für αg ≤ 0.3; mit f (αg ) = (1−αg )1.5,

2
3Dp

√
g∆ρl

σ

{
1+17.67 f (αg )

6
7

18.67 f (αg )

}2

, für αg ≥ 0.7; mit f (αg ) = (αg )3.0,

8
3α

2
l

, für 0.3 <αg < 0.7.

(2.9)

Dieses Modell ist im CFD-Programm CFX-11 [2] implementiert und wurde

bereits von Mourud [52] zur Blasen-Flüssigkeitsströmungen in Blasensäulen

und Rührkesseln verwendet.

2.2.2.2 „Non-Drag“-Kräfte

In der Literatur wird der Begriff „Non-Drag-Kräfte“ als Bezeichnung für al-

le andere Partikelkräfte außer der Widerstandskraft verwendet. Im Weiteren

werden die Kräfte aufgelistet, die am häufigsten in Modellen für Blasenströ-

mungen berücksichtigt werden, um aufzuzeigen, welche Größen benötigt

werden, um diese Kräfte zu berechnen und in welcher Form sie in den Trans-

portgleichungen des entwickelten Modells erscheinen. Die Relevanz der ein-

zelnen „Non-Drag“-Kräfte für die Beschreibung des Blasenverhaltens im be-

gasten Rührkessel wird im Kapitel (4) diskutiert.
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Die virtuelle Masse – virtual mass force (FV M )

Falls eine Gasblase relativ zu der Flüssigphase beschleunigt wird (keine kon-

stante Schlupfgeschwindigkeit), wird ein Teil der Flüssigkeit mitbeschleunigt.

Die dabei auftretende zusätzliche Trägheitskraft der Flüssigkeit bremst die

Gasblase entsprechend ab. Dieser Einfluss wird durch die sog. „virtual mass
force“ beschrieben:

~FV M =−CV MVpρl

D~usl i p

Dt
. (2.10)

Die Größe CV M beschreibt den Volumenanteil der mitgenommenen Flüssig-

keit relativ zu dem Blasenvolumen. Auch für den CV M -Wert werden in der Lite-

ratur verschiedene Korrelationen angegeben. Bei einem niedrigen Volumen-

anteil der dispersen Phase ist der Wert CV M = 0,5 üblich. Cook et al. [13] ver-

wendet für die Gasblasen in der Flüssigkeit den Wert CV M = 0,25 mit der Be-

gründung, dass im Falle einer Gasblase die Masse der mitgenommenen Flüs-

sigkeit halb so groß ist, wie im Falle eines starren Partikels.

Die laterale Auftriebkraft – shear-induced lift force (Fl )

Wird eine starre kugelförmige Blase von einem ungleichmäßigen Strömungs-

feld angeströmt, so wirkt auf diese Blase die laterale Auftriebskraft in der quer

zu der Hauptströmung liegenden Richtung, die einerseits aus der Rotation der

Blase und andererseits aus der unterschiedlichen Druckverteilung um die ro-

tierende Blase resultiert. Berechnet wird diese Kraft aus der Schlupfgeschwin-

digkeit und der Rotation der Flüssigphase:

~Fl =αpρlCl (~up −~ul )× (~∇×~ul ). (2.11)

Der dimensionslose Auftriebskraft Koeffizienten C l hängt stark von der Bla-

sengröße ab und ändert nach Tomiyama [68] für Luft-Wasser Strömungen bei

einem Blasendurchmesser von ca. Dkr i t = 5,8 mm sein Vorzeichen. In der auf-

wärtsgerichteten Rohrströmung wirkt die Lift-Kraft für Blasen mit D < Dkr i t

in Richtung Rohrwand, für größere Blasen (D > Dkr i t ) hingegen in Richtung
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Rohrmitte. Für C l sind verschiedene empirische Ansätze in der Literatur zu

finden [2, 28, 68]. Für reibungsfreie Strömungen wird der Wert von C l mit 0,5

und für viskose Strömung mit 0,01 angenommen [2].

Die Auftriebskraft ist proportional zur Dichte der Flüssigphasen und Phasen-

scherrate. Daher ist sie signifikant, wenn ρp ≤ ρl bzw. in Scherschichten mit

einer zum Partikeldurchmesser vergleichbaren Breite. Die Auftriebskraft ist

z.B. von Bedeutung für Blasenströmungen in vertikalen Rohren, wie bereits

erläutert. Lo [45] schätzte den Einfluss dieser Kraft auf die Luftblasen in be-

gasten Rührkesseln als irrelevant ein und vernachlässigte sie in seiner Rühr-

kesselströmungssimulation.

Turbulente Dispersionskraft (FT )

Diese Kraft ist von der Intensität der Turbulenz in der Flüssigphase und dem

Gradienten des Volumenanteils abhängig. Diese Kraftwirkung kann als eine

über den Blasenwiderstand vermittelte Wirkung der turbulenten Wirbelbe-

wegung des Fluids auf die Einzelblase verstanden werden. Eine Herleitung ei-

nes mathematischen Modells für die turbulente Dispersionskraft findet man

in [26]. Nach Lopez de Bertodano et al. [15] lautet die Formel zur Ermittlung

der turbulenten Dispersionskraft

~FT D =−CT Dρl kl∇αl , (2.12)

wobei verschiedene Werte für den Koeffizient dieser Kraft (CT D ≈ 0,1 . . .0,5)

verwendet wurden. Mit diesen CT D -Werten zeigte das Modell von Lopez de

Bertodano akzeptable Übereinstimmungen mit Experimenten für sehr kleine

Blasendurchmesser [2]. Burns et al. [11] formulierte eine weitere Korrelation

der turbulenten Dispersionskraft:

~FT D =CT D Cpl

νtl

σtl

(∇αp

αp

−
∇αl

αl

)

. (2.13)

Cpl
ist der Impulsaustauschkoeffizient der Zwischenphasenwiderstandskraft

und νtl
und σtl

sind die turbulente kinematische Viskosität bzw. die turbulen-

te Schmidt-Zahl der kontinuierlichen Phase [2]. Weitere Details der Modellie-

rung dieser Kraft können in [26] nachgelesen werden.
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2.3 Partikelgrößenverteilung

Wandkraft – wall lubrication force

Die Wandkraft berücksichtigt die Abstoßungskraft auf eine Blase in der Wand-

nähe, die durch die Oberflächenspannung und die asymmetrische Anströ-

mung der Blase in Wandnähe durch Wandgrenzschichten verursacht wird.

Sie wirkt in Normalrichtung von der Wand weg. Diese Kraft ist per Definiti-

on lediglich in wandnahen Bereichen aktiv. Typisch ist ein Wandabstand von

yw ≤ 5Dp . Dieser kleine Abstand stellt hohe Ansprüche an die Rechennetz-

auflösung, insbesondere in Wandnähe. Eine numerische Konvergenz für die-

se Kraft ereicht man nur mit sehr feinen Rechennetzen, sofern das CFD Pro-

gramm diese Kraft überhaubt berücksichtigt [2]. Sie besitzt keine physikali-

sche Bedeutung und bilanziert lediglich den von der Lift-Kraft in Wandrich-

tung ausgeübten Blasenanstoß. Somit verhindert man die nicht-physikalische

Konzentration der Gasphase an der Wand. Aufgrund des sehr hohen numeri-

schen Aufwands wird sie hier nicht berücksichtigt. Mathematische Ansätze für

die quantitative Beschreibung der Wandkraft finden sich bei Antal, Tomiyama

und Frank [3].

2.2.3 Schließung des Modells

Das Gleichungssystem des Euler-Euler Zwei-Fluid Modells wird, einerseits

durch eine algebraische Beziehung geschlossen, die besagt, dass die Summe

der Volumenanteile von Gas- und Flüssigphase am Gesamtvolumen des Zwei-

phasengemisches gleich 1 sein muss (αg+αl = 1), andererseits wird angenom-

men, dass der Druck beider Phasen gleich ist (pg = pl = p).

2.3 Partikelgrößenverteilung

2.3.1 Partikelgrößenverteilung und Verteilungsfunktionen

Der Begriff der Partikelgrößenverteilung ist der Statistik entliehen, in der Häu-

figkeiten und Häufigkeitsverteilungen eine beliebigen Eigenschaft betrachtet
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Modellierung disperser Mehrphasenströmungen

werden. Im Allgemeinen unterscheiden sich Partikel eines Partikelkollektives

hinsichtlich mehrerer Eigenschaften, wie Größe, Masse, Dichte und Form. Aus

der allgemeinen Häufigkeitsverteilung der Statistik entsteht somit die Parti-

kelgrößenverteilung. In den meisten Fällen lässt sich die Vielfalt nicht durch

einen Mittelwert beschreiben. Bekannt ist die Beschreibung der Partikelver-

teilung durch so genannte Verteilungsfunktionen. Die Partikel einer dispersen

Phase (Tropfen oder Blasen) werden mit Hilfe eines zu messenden Äquiva-

lentdurchmessers in Partikelklassen unterschieden und eingeordnet. Zur Dar-

stellung einer Partikelgrößenverteilung werden die Mengenanteile bestimmt,

mit denen die jeweiligen Partikelklassen an der dispersen Phase beteiligt sind.

Die Partikeleigenschaften dienen zum Vergleich der Partikel untereinander. Je

nach Mess- oder Modellierungsverfahren werden unterschiedliche Partikelei-

genschaften erfasst:

• Geometrische Eigenschaften : bei sphärischen Partikeln ist dies der

Durchmesser, ansonsten gibt es vielfältige Definitionsmöglichkeiten,

beispielsweise längste bzw. kürzeste Sehnenlänge, Oberfläche, Projekti-

onsfläche, Volumen, etc.

• Partikelmasse

• Sonstige Eigenschaften, wie z.B. Partikelträgheit oder Partikelgeschwin-

digkeit.

Bei der quantitativen Darstellung der Partikelgrößenverteilung mittels einer

Funktion unterscheidet man zwischen Verteilungssumme und Verteilungs-

dichte. In der folgenden Diskussion wird der Partikeldurchmesser D p als Ei-

genschaft betrachtet:

• Die Verteilungsfunktion (oder auch Verteilungsumme) gibt den Mengen-

anteil der Partikel an, deren Eigenschaftsgröße DP kleiner oder gleich ei-

ner bestimmten Größe D ist:

F (D) =
Menge aller Partikel der Eigenschaft: DP < D

Menge aller Partikel
(2.14)

Die Verteilungsfunktion muss immer in dem Bereich [0,1] liegen und ist

stets monoton wachsend sein. Es gilt F (Dmi n) = 0 und F (Dmax) = 1.
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2.3 Partikelgrößenverteilung

• Die Anzahldichteverteilung bezeichnet den Mengenanteil der Partikel,

die in ein bestimmtes Partikelgrößenintervall fällt, bezogen auf die Inter-

vallbreite:

f (D) =
Menge aller Partikel der Eigenschaft: (D − ∆D

2
) < DP < (D + ∆D

2
)

Menge aller Partikel ·∆D
(2.15)

Die Verteilungsdichte ist stets dimensionsbehaftet und abhängig von

dem gewählten Eigenschaft. Aus den obigen Gleichungen 2.14 folgt:

f (D) =
F (D + ∆D

2
)−F (D − ∆D

2
)

∆D
(2.16)

Experimentell ermittelte Verteilungsfunktionen können in der Regel nur

punktuell, d.h. für diskrete Intervalle angegeben werden. Gebräuchlich ist da-

bei die Darstellung der Verteilungsdichte mittels Histogramm, in dem die ab-

solute Anzahl oder der prozentuale Anteil der Partikel eines Kollektives, die

innerhalb eines bestimmten Eigenschaftsbereichs liegen, als Funktion dieser

Eigenschaft aufgetragen ist. Oft wird die diskrete Verteilung durch eine ste-

tig differenzierbare Verteilungsfunktion approximiert. Dabei wird die Vertei-

lungsdichte stets für die Intervallmitte angegeben, die Verteilungssumme je-

doch für die rechte Intervallgrenze (Abbildung (2.2)). Eine solche Approxima-

tion ergibt sich aus Gleichung (2.16) durch den Grenzübergang ∆D → 0:

f (D) =
dF (D)

dD
und F (DP ) =

∫ DP

Dmi n

f (D)dD, (2.17)

und es folgt unmittelbar:
∫ D2

D1

= F (D2)−F (D1) und

∫ Dmax

Dmi n

f (D)dD = 1. (2.18)

2.3.1.1 Angenommene Verteilungsfuktionen

In der Statistik ist eine theoretische Verteilung die mathematische Formulie-

rung, die die probabilistischen Eigenschaften der vorliegenden Zufallsvaria-
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Abbildung 2.2: Darstellung von Verteilungs- und Summenfunktionen als dis-

krete und kontinuierliche Funktionen

ble beschreibt. In der Regel ist dies eine Idealisierung der tatsächlichen Ver-

teilung. Meist handelt es sich um eine unbekannte Verteilung und sie wird

deshalb theoretisch angenähert. Sie repräsentiert die vorhandenen Daten so-

mit nur approximativ, auch wenn die Näherung tatsächlich sehr gut sein kann.

Sie ist auch als angenommene Verteilungsfunktion (englisch: presumed Pro-
bability Density Function pPDF ) bekannt. Die pPDFs sind in der Prozessmo-

dellierung der Fluiddynamik weitverbreitet, da die meisten Fluidprozesse sto-

chastischer Natur sind und die PDFs ein einfaches mathematisches Werkzeug

zur Beschreibung dieser komplexen Prozesse sind. Sie geben einen Einblick in

das Verhalten der Strömungsvariablen und es fällt somit leichter, das geeigne-

te theoretische Modell für die Zufallsvariablen zu wählen bzw. zu entwickeln.

Eine besondere Eigenschaft ist, dass theoretische Verteilungen durch eini-

ge wenige Parameter vollständig festgelegt sind und somit auch parametri-

sche Verteilungen genannt werden. So ist z.B. die Gauß-Normalverteilung ein-

deutig bestimmt, wenn die Verteilungsparameter Erwartungswert µ und Va-

rianz σ2 bekannt sind. Neben der Gauß-Verteilung sind folgende Verteilun-

gen gebräuchlich in der Modellierung von Strömungsvorgängen: Log-normal-

, Rosin-Rammler-Verteilung und die Beta-Funktion. Nachfolgend werden die

Gauss-Verteilung bzw. deren gestutzte Form und die β-Verteilung näher be-

trachtet, da sie im Rahmen des hier entwickelten Momenten-Modell zur Be-

schreibung der Partikelgrößenverteilung verwendet werden.
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2.3 Partikelgrößenverteilung

2.3.1.2 Momente der Verteilungsfuktionen

In der Statistik sind Momente die Parameter einer Verteilungsfunktion. Sie

entsprechen den Parametern der deskriptiven Statistik. Die Begriffe Erwar-

tungswert, Varianz, Schiefe und Wölbung zur Beschreibung der Funktion er-

geben sich aus den sog. zentralen Momenten. Wie bereits erwähnt, ist eine

Verteilungsfunktion durch die Angabe aller ihrer Momente bestimmt, falls

diese existieren. Der Erwartungswert einer Verteilungsfunktion, das erste Mo-

ment (Mittelwert µ) und ihr zweites Moment (die Varianz σ2) sind definiert

als:

µ=
∫ ∞

−∞
D f (D)dD bzw. σ2 =

∫ ∞

−∞
(D −µ)2 f (D)dD. (2.19)

2.3.1.3 Wichtige angenommene Verteilungsfunktionen:

• Die Normalverteilung ist die wichtigste kontinuierliche Wahrschein-

lichkeitsverteilung. Ihre Wahrscheinlichkeitsdichte wird auch Gauß-

Funktion, Gauß-Kurve oder Glockenkurve genannt. Die besondere Be-

deutung der Normalverteilung beruht unter anderem auf dem zentralen

Grenzwertsatz, der besagt, dass eine Summe von n unabhängigen, iden-

tisch verteilten Zufallsvariablen in der Grenze n →∞ normalverteilt ist.

Die Normalverteilung ist durch die Wahrscheinlichkeitsdichte gegeben:

f (D) =
1

σ
p

2π
e− 1

2 (
D−µ
σ )2

, (2.20)

wobei σ die Standardabweichung (bzw. σ2 die Varianz) und µ der Erwar-

tungswert ist. Ist der Erwartungswert 0 und die Standardabweichung 1,

so spricht man von einer standardnormalverteilten Variable. Eine nor-

malverteilte Zufallsvariable D mit beliebigen Parametern kann mittels

der Transformation Z = D−µ
σ

in eine standardnormalverteilte Variable Z

überführt werden. In Abbildung (2.3) sind verschiedene Dichtefunktio-

nen der Normalverteilung bzw. Standardnormalverteilung (µ= 0) darge-

stellt.
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Abbildung 2.3: Dichtefunktionen von Normalverteilungen

• Die β-Verteilung: Die β-Verteilung ist eine kontinuierliche Wahrschein-

lichkeitsverteilung über das Intervall [0,1]. Sie ist definiert durch die

Wahrscheinlichkeitsdichte:

f (D) =
1

B(p, q)
ep−1(1−D)q−1

. (2.21)

Außerhalb des Intervalls [0,1] wird sie durch f (D) = 0 fortgesetzt. Sie be-

sitzt die Parameter p und q . Um ihre Normierbarkeit zu garantieren, wird

p, q > 0 gefordert. Der Vorfaktor 1/B(p, q) in Gleichung (2.21) dient der

korrekten Normierung. Der Ausdruck:

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p +q)
=

∫ 1

0
up−1(1−u)q−1du. (2.22)

steht für die β-Funktion, nach der die Verteilung auch be-

nannt ist, und Γ(p) steht für die Gammafunktion. Typische β-
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2.3 Partikelgrößenverteilung

Verteilungsdichtefunktionen für verschiedene Parameter (p, q) sind

in Abbildung (2.4) dargestellt.

Erwartungswert und Varianz der Beta-Verteilung sind:

E(D) =
(p)

(p +q)
und V (D) =

(pq)

(p +q +1)(p +q)2
. (2.23)
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Abbildung 2.4: Typische β-Verteilungsdichtefunktionen für verschiedene Pa-

rameter (p, q)

• Die gestutzte Gaußsche Funktion (clipped Gaussian function):

Spannt man die Gauß-Funktion in Gleichung (2.20) nur zwischen einem

minimalen Wert, z.B. minimalen Partikeldurchmesser Dmi n und einem

maximalen Wert Dmax , erhält man eine abgeschnittene Funktionsform

(eng.: clipped ) mit zwei Spitzenwerten (engl. peaks) bei Dmi n und Dmax .
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Modellierung disperser Mehrphasenströmungen

In Abbildung (2.5) ist eine normierte gestutzte Gaußfunktion für den sel-

ben Erwartungswertµund unterschiedliche Werte der Varianzσ2- darge-

stellt. Die abgeschnittenen Anteile der Gaußverteilung bzw. die Spitzen-

werte lassen sich mit Hilfe der komplementären Fehler-Funktion berech-

nen. Die Momente der resultierenden gestutzten Funktion D̄ und V ar

weichen dann von den Parametern der Normalverteilung µ und σ2 ab.

Die gestutzte Gauß-Verteilung ist in der Anwendung für das Momenten-

Modell in Abschnitt (3.2.3.3) detailiert beschrieben.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

D [m]

f(
D

) 
[1

/m
]

Abgeschnittene Gauss−Verteilung: f(D; µ = 0.45, σ = 0.01)

Peakes an D = 0,1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

D [m]

f(
D

) 
[1

/m
]

Abgeschnittene Gauss−Verteilung: f(D; µ = 0.45, σ = 0.2)

Peakes an D = 0,1

Abbildung 2.5: Gestutzte Gauß-Verteilung für zwei Sätze von Momenten

2.3.2 Populationsbilanzgleichung (PBG)

Die Populationsbilanzgleichung (PBG) ist eine verbreitete Modellie-

rungsmethode zu Beschreibung der Evolution von Partikelgrößenvertei-

lungen in dispersen Strömungssystemen. Smoluchowski setzte sie be-

reits im Jahr 1916 zur Beschreibung von Koagulationsprozessen ein [69].

Sie ist später von Hulburt und Katz im Jahr 1964 für Anwendung di-

sperser Mehrphasenströmungen benutzt [35], von Randolph [63] wei-

ter entwickelt und von Williams [72] (als Spraygleichung bezeichnet) für

die Spraymodellierung angewendet worden. Eine ausführliche Studie der

Anwendung von PBG zur Beschreibung disperser Mehrphasenströmun-

gen stellte Ramkrishna in [57] zusammen.
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2.3 Partikelgrößenverteilung

Die PBG als Erhaltungsgleichung für die Partikelanzahldichte f bilan-

ziert die konvektiven Flüsse über die räumlichen Kontrollvolumengren-

zen und die Flüsse über Intervallgrenzen von Eigenschaftskoordinaten

aufgrund der Veränderung von Partikeleigenschaften. In der Populati-

onsbilanzgleichung zur Beschreibung disperser Systeme wird die disper-

se Phase durch eine Verteilungsfunktion in Raum, Zeit und Eigenschafts-

koordinate (Partikelmasse, -volumen bzw. -durchmesser) beschrieben.

Somit ergibt sich der Partikelzustandsvektor ~c = ( ~Dp ,~x) für den Parti-

kelzustandsraum Vc mit der Ortskoordinate ~x und dem Partikeldurch-

messer ~Dp als Eigenschaftskoordinate. Der Zustand der Population wird

dann durch die Partikelanzahldichte f ( ~Dp ;~x, t ) charakterisiert [27]:

f (~D ;~x, t ) =
d N

dVc

=
d N

dVxdDp

=
d N

d x1 d x2 d x3 dDp

(2.24)

Die allgemeine Form der Populationsbilanzgleichung für den Parti-

keldurchmesser als Eigenschaftskoordinate kann folgendermaßen ge-

schrieben werden (vgl. [54]):

∂ f

∂t
+∇(~u f )+

∑

i

∂

∂~Dp

(
∂~Dp

∂t
f ) = SB −SD . (2.25)

Der erste Term beschreibt die zeitliche Änderung der Partikelgrößenver-

teilung, während der zweite Term deren Änderung infolge der konvekti-

ven Durchströmung des Kontrollvolumens charakterisiert. Die Größe ~u

ist hier die partikelgrößenabhängige Partikelgeschwindigkeit. Der dritte

Term entspricht der Konvektion entlang der Eigenschaftskoordinate ~Dp ,

die bespielsweise die Partikelgrößenänderung infolge des Stoffaustau-

sches beschreibt. Der Quell- und Senkterme auf der rechten Gleichungs-

seite SB und SD stehen für das Entstehen (B=Birth) oder das Verschwin-

den (D=Death) von Partikeln oder die diskontinuierliche Änderung von
~Dp z.B. die Partikelgrößenänderung infolge der Dispersion und Koales-

zen der Partikel.

Die Anzahldichtefunktion f ( ~Dp ;~x, t ) dient der lokalen Beschreibung der

dispersen Phase zu einem bestimmten Zeitpunkt. Die Einheit von f ist:

[ f ( ~Dp ;~x, t )] =
Anzahl

m3m
(2.26)
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Die Größe N (t ) gibt dann die Gesamtanzahl der Partikeln an, die sich

zum Zeitpunkt t im Volumen V ~Dp
im Raum der Eigenschaftskoordinaten

und V~x im Raum der Ortskoordinaten befinden:

N (t ) =
∫

V~x

∫

V ~Dp

f ( ~Dp ;~x, t ) dV ~Dp
dV~x. (2.27)

Betrachtet man die Größe von kugelförmigen dispersen Partikel als orts-
unabhängige Eigenschaftskoordinate, dann kann f ( ~Dp ;~x, t ) für die Ei-

genschaftskoordinate Partikeldurchmesser zu f (D p , t ) vereinfacht wer-

den. Die Gesamtzahl der ortsunabhängigen Partikel im betrachteten

Kontrollvolumen ergibt sich aus der Integration:

N (t ) =
∫ Dmax

Dmi n

f (Dp , t ) dDp. (2.28)

Analog dazu ergibt sich die Anzahldichtefunktion fV p(Vp , t ) für das Parti-

kelvolumen als ortsunabhängige Eigenschaftskoordinate mit der Einhei-

ten:

[ fV p(Vp , t )] =
Anzahl

m3m3
(2.29)

und der Gesamtzahl der ortsunabhängigen Partikel im Kontrollvolumen:

N (t ) =
∫ Vmax

Vmi n

fV p(Vp , t ) dVp. (2.30)

Mit dem Faktor kvd kann die Formulierung der Populationsbilanzen der

Partikeln transformiert werden:

Vp = kvd D3
p bzw. mp = kvd D3

p ρp , (2.31)

wobei kvd = π/6 für kugelförmige Partikel ist. Für das differentielle Volu-

men dVp folgt dann: dVp = 3kvd D2
pdDp . Aus Gleichung (2.28) und (2.30)

ergibt sich die Verknüpfung der beiden Anzahldichtefunktionen fV p und

f :

fV p(Vp , t ) =
fDp (Dp , t )

3kvd D2
p

. (2.32)
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2.4 Blasenkoaleszenz und -zerfall

Analytische Lösungen dieser PBG (2.25) sind nur unter speziellen

Annahmen und Vereinfachungen möglich, die die Anwendbarkeit der

Populationsbilanzmethode beschränken [50]. Für die genaue Beschrei-

bung der Dispersphase ist daher eine Einteilung der Größenverteilung

in Größenklassen (Klassenmethode) notwendig, wobei jede Partikel-

klasse als eigene Phase betrachtet werden muss. Das entstehende

Gleichungssystem wird dann numerisch gelöst. Nur so können alle von

der Partikelgröße abhängigen Wechselwirkungskräfte richtig bestimmt

werden. Der numerische Aufwand, der sich aufgrund einer realistischen

Klasseneinteilung in der Größenordnung von 50-100 Klassen für die

Partikeldurchmesser ergibt (siehe hierzu Abschnitt 3.2.4), ist derzeit

nicht zu handhaben. Diese gilt insbesonders dann, wenn es wegen un-

terschiedlicher physikalischer Prozesse, z.B. Zerfall oder Koaleszenz, zu

einer Änderung der Größenverteilung und dadurch zu einer Kopplung

zwischen den Bilanzen der einzelnen Partikelklassen kommt [54].

Eine erfolgreiche Anwendung der PBG Modellierungsmethode setzt die

Kenntnis der Funktionen für Partikelbildung, Partikelkoaleszenz and Par-

tikelzerfall voraus, mit denen die Terme SB und SD in Gleichung (2.25)

formuliert werden. Im Abschnitt 2.4 wird auf die Prozesse der Blasen-

koaleszenz und des Blasenzerfalls und deren Modellierungsmethoden

eingegangen. Speziell die Bestimmung der Terme SB und SD , die für

die Anwendung des hier entwickelten Modelles an dispersen Gasblasen-

Flüssigkeits-Zweiphasenströmung von Bedeutung sind, wird erläutert.

2.4 Blasenkoaleszenz und -zerfall

Die Bedeutung der Quell- und Senkenterme in der PBG (2.25) kann

anhand der Abbildung 2.6 beleuchtet werden. In dieser Abbildung

ist das Partikelgrößenspektrum in Partikelvolumenklassen äquidistant

diskretisiert. Es können vier Prozesse unterschieden werden, die zur

diskontinuierlichen Blasengrößenänderung im dispersen Luftblasen-

Flüssigkeitssystem führen. Diese Prozesse können als Quelle oder Senke
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Modellierung disperser Mehrphasenströmungen

in der betrachteten Blasengrößenklasse dargestellt werden. Dabei wird

vereinfachend davon ausgegangen, dass Koaleszenz lediglich zwischen

zwei Partikel stattfindet und beim Zerteilen der Blase nur zwei Partikel

entstehen:
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Abbildung 2.6: Quellterm SB und Senkenterm SD) der PBG

- Quelle: Blasen der Größe V können infolge von Koaleszenz zweier

Blasen der Größe V
′
und V −V

′
oder durch Zerfall größere Blasen V

′′

gebildet werden (Abb. 2.6-links).

- Senke: Blasen mit dem Volumen V koaleszieren mit beliebigen an-

deren Blasen V
′
oder zerfallen in kleinere Blasen V

′
und V −V

′
. Somit

verliert die Klasse der Blasengröße V in Abb. 2.6-(rechts) Volumen-

anteile.

Die Geschwindigkeiten dieser Mechanismen RC+, RC−, RB+ und RB− wer-

den in der Literatur als Kernfunktionen der Blasenkoaleszenz und des

Blasenzerfalls bezeichnet, wobei (−) und (+) für Verlust bzw. Zuwachs

sowie (C ) und (B) für Koaleszenz bzw. Zerfall der Blasen stehen.

Mit Hilfe dieser Kernfunktionen können die Quell- und Senkenterme für

Blasenzerfall und -koaleszenz in Gleichung (2.25) dann wie folgt form-

liert werden:

SB (V , t ) =
1

2

∫ V

V mi n

R+
C (V −V ′,V ′, t )dV ′

︸ ︷︷ ︸

Zuwachs durch Koaleszenz

+
∫ V max

V

R+
B (V ,V

′
, t )dV ′

︸ ︷︷ ︸

Zuwachs durch Zerfall

, (2.33)
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SD (V , t ) =
∫ V max

V mi n

R−
C (V ,V ′, t )dV ′

︸ ︷︷ ︸

Verlust durch Koaleszenz

+ R−
B (V , t )

︸ ︷︷ ︸

Verlust durch Zerfall

. (2.34)

Der erste Term der Gleichung (2.33) beschreibt den Zuwachs in der Grö-

ßenklasse V durch Koaleszenz von kleineren Blasen V
′

mit V −V
′
, wäh-

rend der zweite Term den Zuwachs in dieser Zielklasse durch Zerfall grö-

ßerer Blasen V
′′

darstellt (Abb. 2.6-links). Gleichung (2.34) repräsentiert

die rechte Seite der Abbilding 2.6 und bestimmt die Verluste in der Ziel-

klasse V durch die Koaleszenz der Blasen dieser Klasse mit Blasen ande-

rer Klassen sowie durch den Zerfall eigener Blasen.

Die Zerfalls- und Koaleszenzgeschwindigkeiten werden in der Literatur

folgendermassen definiert [27]:

R−
B (V , t ) = g (V ) f (V , t ), (2.35)

R+
B (V ,V

′
, t ) = ν(V

′
)β(V ,V

′
)R−

B (V ,V
′
, t ),

R+
B (V ,V

′
, t ) = ν(V

′
)β(V ,V

′
)g (V

′
) f (V

′
, t ), (2.36)

R−
C (V ,V

′
, t ) = λ(V ,V

′
)h(V ,V

′
) f (V , t ) f (V

′
, t ), (2.37)

R+
C (V −V

′
,V

′
, t ) = λ(V −V

′
,V

′
)h(V −V

′
,V

′
) f (V −V

′
, t ) f (V

′
, t ).

(2.38)

Die Zerfallsfrequenz g (V ) (Einheit: [s−1m−3]) ist dabei die Proportionali-

tätskonstante zwischen der Zerfallsgeschwindigkeit R−
B und der Partikel-

dichte f . Die Rate R+
B , mit der Blasen der Größe V durch Zerfall größerer

Blasen V
′

gebildet werden, ist proportional zur Zerfallsgeschwindigkeit

der Blasen V
′
, nämlich R−

B (V ,V
′
, t ). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung

β(V ,V
′), auch bekannt als Tochterblasengrößenverteilung bestimmt den

Anteil der im Zerfallvorgang entstehenden Tochterblasen, die die Größe

der Zielklasse V besitzen. Der Faktor ν definiert dabei die Anzahl aller

Tochterblasen in einem Zerfallsvorgang. Geht man von einem binären

Zerfall aus, ist ν= 2.

Wie im Abschnitt 2.4.2 noch erläutert werden wird, bestimmt die Kolli-

sionsgeschwindigkeit zweier Blasen bzw. die Koaleszenzeffektivität λ die
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Modellierung disperser Mehrphasenströmungen

Koaleszenzgeschwindigkeit R+/−
C dieser Blasen. Die Kollisionsgeschwin-

digkeit ist proportional zu den Partikeldichten f der beteiligten Partikel-

klassen mit der Proportionalitätskonstante h, die als Kollisionsfrequenz

bezeichnet wird. Die Koaleszenzeffektivitätλ gibt die Wahrscheinlichkeit

an, mit der ein Kollisionsereignis zweier Blasen zu einer Koaleszenz führt.

Nicht jede Kollision zweier Blasen resultert in Koaleszenz.

Das Einsetzen der Geschwindigkeiten aus den Gleichungen (2.35) - (2.38)

in den Gleichungen des Quell- und Senkenterms (2.33) und (2.34) bzw.

des daraus resultierenden Quell- und Senkenterms in der PBG (2.25), er-

gibt die allgemeine PBG unter Beücksichtigung von Konvektion, Wachs-

tum sowie Zerfall und Koaleszenz der Blasen:

∂ f (V , t )

∂t
= −∇(~v f (V , t ))−

∑

i

∂

∂~V
(
∂~V

∂t
f (V , t ))

+
1

2

∫ V

V mi n

λ(V −V
′
,V

′
)h(V −V

′
,V

′
) f (V −V

′
, t ) f (V

′
, t )dV ′

+
∫ V max

V

ν(V
′
)β(V ,V

′
)g (V ) f (V

′
, t )dV ′

−
∫ V max

V mi n

λ(V ,V
′
)h(V ,V

′
) f (V , t ) f (V

′
, t )dV ′

−g (V ) f (V , t ). (2.39)

In der Literatur sind eine Vielzahl von Modellen für die kinetischen Para-

meter g ,ν,β,h und λ zu finden. Die Modelle sind empirisch anhand ex-

perimenteller Daten hergeleitet oder analytisch ermittelt. Außerdem un-

terscheiden sie sich in ihrer Struktur, also den Abhängigkeiten von ver-

schiedenen Strömungsparametern und Stoffeigenschaften, wie Blasen-

größe, turbulente Dissipationsrate der turbulenten kinetischen Energie,

Viskosität, Oberflächenspannung, usw.. Nachfolgend wird auf Modelle

der oben genannten kinetischen Parameter eingegangen, die im Rahmen

dieser Arbeit für die Modellierung von Blasenzerfall und -koaleszenz be-

rücksichtigt werden.
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2.4 Blasenkoaleszenz und -zerfall

2.4.1 Blasenzerfall

Der Blasenzerfall kann durch verschiedene Phänomene der dispersen

Zweiphasenströmung hervorgerufen werden, die zur Deformation der

Blasenform und somit zu Instabilitäten an deren Oberfläche führen.

Durch turbulente Scherspannungen, Druck- und Geschwindigkeitsun-

terschiede entlang der Blasenoberfläche kann eine Blase in Fragmente

zerfallen, wenn die kinetische Energie der Blasenoszillation die Zunah-

me ihrer Oberflächenenergie durch den Blasenzerfall übersteigt.

Wie in Gl. (2.36) gezeigt, ist die Blasenzerfallsrate proportional zur Zer-

fallsfrequenz g (V
′
). Letzte gibt an, wie viele Zerfallereignisse pro Zeit-

und Volumeneinheit stattfinden. Das Ergebnis der Zerfallsprozesse, d.h.

die Größe und die Anzahl der entstehenden Tochterblasen bestimmen

neben der Zerfallfrequenz auch die sich im System einstellende Blasen-

größenverteilung. Die Art des Zerfallprozess wird durch die Tochterbla-

senverteilung β(V ,V
′) und die Anzahl der Tochterblasen ν(V

′
) bestimmt.

Diese zur Ermittlung der Zerfallrate benötigten Größen werden im Fol-

gendem ausführlicher behandelt.

2.4.1.1 Zerfallfrequenz

In der Literatur lassen sich die verschiedenen Ansätze zur Berechnung

der Zerfallfrequenz in zwei Gruppen aufteilen: a) Modelle mit der Annah-

me eines stabilen Blasendurchmesser D zer f , unterhalb dessen die Blasen

stabil und nicht weiter zerteilbar sind und b) Modelle, die auf einer kon-

tinuierlichen Zerfallsfrequenz für das gesamte Blasendurchmesserspek-

trum basieren.

Zerfallfsrequenzmodell nach Hesketh:
Dieses Modell stellt eines der gebräuchlichsten Zerfallsfrequenzmodel-

le dar. Es arbeitet mit einem maximalen stabilen Durchmesse D zer f und

besagt, dass Blasen mit D > Dzer f mit einer bestimmten, von den Strö-

mungsparametern und Stoffeigenschaften abhängigen Rate zerfallen,

während kleinere Blasen mit D ≤ Dzer f nicht zerfallen. Das empirische

Modell von Hesketh lautet [33, 34]:
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g (D) = 0 für D ≤ Dzer f ,

g (D) = 2.7

(
ρ0.1

l
ρ0.3

g

σ0.4

)

ε0.6
t für D > Dzer f . (2.40)

Mit:

Dzer f =
(

W ekr i t

2

)0.6
(

σ0.6

ρ0.4
l
ρ0.2

g

)

ε−0.4
t , (2.41)

wobei εt die spezifische turbulente Energiedissipationsrate der Flüssig-

phase bzw. Wekr i t die kritische Weber-Zahl sind. Die kritische Weber-

Zahl beschreibt das Verhältnis der kinetischen Energie der Blasenober-

flächenbewegung zur Oberflächenspannungsenergie und wird folgen-

dermaßen definiert:

W ekr i t =
ū2Dzer f ρl

σ
. (2.42)

Dabei ist ū der mittlere relative Geschwindigkeitsunterschied zwischen

zwei gegenüberliegenden Punkten auf der Blasenoberfläche. W ekr i t wird

in der Regel experimentell bestimmt. Für Luftblasen-Flüssigkeitssysteme

beträgt sie typischerweise 1.1 [27].

Die Zerfallsfrequenz nach Hesketh ist für D = D zer f unstetig, wie sie in

Abbildung (2.7) für Blasen-Dimethylsulfoxid (DMSO ) mittels Gleichung

(2.40) ermittelt wurde. Daher ist das Heskeths Modell für die Bestim-

mung der Blasenzerfallsfrequenz physikalisch nicht sinnvoll. Außerdem

nimmt die Zerfallfrequenz einen vom Blasendurchmesser unabhängigen

konstanten Wert für alle Blasen mit D > D zer f an.

Zerfallsfrequenzmodell nach Lee
Im Gegensatz zum experimentellen Modell von Hesketh basiert das

Zerfallsfrequenzmodell von Lee auf anderen physikalischen Überle-

gungen. Er führt die Oszillationen der Blasen um ihr kugelförmiges

Gleichgewicht auf den von der Turbulenz verursachten Geschwindig-

keitsunterschied an der Blasenoberfläche zurück. Eine Mutterblase

zerfällt in zwei Tochterblasen, wenn die kinetische Energie der auf

ihre Oberfläche treffenden turbulenten Wirbel groß genug ist, um die
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2.4 Blasenkoaleszenz und -zerfall

Zunahme der Oberflächenenergie beim Zerfallen aufzubringen. Die

Blasenzerfallsfrequenz nach Lee kann wie folgt dargestellt werden:

g (D) = C1ε
1/3
t D−5/3

∫ D

0

(

1−
∫ Xc

0
(2π)−1/2x1/2e−x/2d x

)

dl ,

mit:

Xc = C2(2π)5/3σ(ρl )−1ε−2/3
t D2l−11/3. (2.43)

Hier ist l die Längenskala der Wirbel. Die Parameter C1 und C2 bestim-

men die pro Zeiteinheit auf die Blasenoberfläche auftreffende Anzahl der

Wirbel bzw. den für den Zerfall notwendigen Bruchteil an Oberflächen-

energie und müssen anhand experimenteller Daten angepasst werden

[27, 44]. In Abbildung (2.7) ist die Zerfallsfrequenz nach Lee für Blasen

mit Durchmesser von 0−10 mm und εt = 10 m2/s3 dargestellt. Die Zer-

fallsfrequenz nach Lee steigt mit zunehmendem Blasendurchmesser an,

weist ein Maximmum auf und sinkt für größere Blasen wieder ab. Dieses

Verhalten lässt sich mit der raschen Abnahme der Anzahl von turbulen-

ten Wirbeln für den Bereich D > l t erklären. Eine ausführliche Herleitung

von Lees Modell ist in [44] zu finden.

Zerfallfrequenzmodell nach Grienberger
Grienberger [32] führte das unphysikalische Verhalten von Lees Modell

(die hohe Stabilität von großen Blasen und die damit verbundene nied-

rigere Zerfallsfrequenz von großen Blasen) auf Lees Korrelation zur Be-

stimmung der Wirbelanzahl zurück. Er schlug anhand experimenteller

Beobachtungen eine alternative Korrelation vor und modifizierte Lees

Modell zu:

g (D) = C1ε
1/6
t D−1

∫ D

0

(

1−
∫ Xc

0
(2π)−1/2x1/2e−x/2d x

)

dl ,

mit:

Xc = C2(2π)5/3σ(ρl )−1ε−2/3
t D2l−11/3. (2.44)

Der Verlauf der Zerfallsfunktionen von Grienberger und Lee sind in Ab-

bildung 2.7 einander gegenüber gestellt. Es ist ersichtlich, dass beide Mo-

delle in dem Blasendurchmesserbereich DB > Dzer f al l (der sich durch

Heskeths Modell ergibt) einen ähnlichen Verlauf aufweisen: steigende
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Abbildung 2.7: a) Gegenüberstellung der Blasenzerfallfrequenzmodelle von

Hesketh, Lee und Grienberger (Lufblasen/DMSO-System mit

εt = 10m2/s3).

b) Einfluss von εt auf die Zerfallfrequenz nach Grienberger

(C1 = 100 und C2 = 0,2).

Instabilitäten der größer werdenden Blasen und folglich eine stetig hö-

her werdende Zerfallsfrequenz. Die quantitative Unstimmigkeit der Kur-

venverläufe in diesem Bereich kann auf die Werte der Parameter C1 zu-

rückgeführt werden. In diesem Vergleich ist zu beachten, dass C1Lee 6=
C1Gr i enber g er , da beide Modelle unterschiedliche Korrelationen zur Be-

stimmung der zerfallsbestimmenden Wirbelanzahl verwenden. Für die

Zerfallsfrequenzen in Abildung (2.7) sind Werte von C1Lee = 2,5 und

C2Lee = 0,2, C1Gr i enber g er = 100, C2Gr i enber g er = 0,2 nach Richtwerten

für Gasblasen-Flüssigkeitssysteme nach Lee [44] und Fleicher [27] ange-

nommen. In dem Bereich DB > Dzer f al l werden nach Grienberger die

Blasen mit größer werdendem Durchmesser stetig instabiler, wodurch

ihre Zerfallsfrequnz steigt. Weiterhin wurde der Einfluß der turbulente

Energiedissipationsrate εt und der Parameter C1 bzw. C2 auf die Zerfall-

frequenz nach Grienberger untersucht. Abbildung (2.7-b) zeigt, dass ei-

ne zunehmende Energiedissipationsrate εt die Zerfallsfrequenz erhöht.

In Abbildung (2.8 a) und (b) wird die Zunahme der Zerfallfrequenz mit

steigendem C1-Wert und sinkendem C2-Wert gezeigt. Mit größer werden-
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der Wirbelanzahl (repräsentiert durch C1) und mit niedriger werdendem

Oberflächenenergieanteil (repräsentiert durch C2) steigt die Instabilität

der Blasen und damit die Zerfallsfrequenz an.
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Abbildung 2.8: Blasenzerfallfrequenzmodell von Grienberger für ein

Lufblasen/DMSO-System:

a) Einfluss von C1 auf Zerfallfrequenz (εt = 10 m2

s3 , C2 = 0,2).

b) Einfluss von C2 auf die Zerfallfrequenz (εt = 10 m2

s3 , C1 = 10).

2.4.1.2 Tochterblasengrößenverteilung und deren Anzahl

Die Oberfläche der Blase wird durch auftreffende Turbulenzwirbel de-

formiert und zerreißt schließlich, wenn die kinetische Wirbelenergie die

Oberflächenenergie übersteigt. Es bilden sich zwei oder mehrere Toch-

terblasen. Die sich im System nach einem Zerfallsvorgang einstellende

Blasengrößenverteilung wird nicht nur von der bereits behandelten Zer-

fallsfrequenz bestimmt, sondern auch von Anzahl und Größe der ent-

stehenden Tochterblasen. Bislang wird in der Modellierung des Blasen-

zerfalls meist von einem binären Zerfall ausgegangen, obwohl experi-

mentelle Beobachtungen die Bildung von mehreren Tochterblasen ge-

zeigt haben [42]. Die Größen der beim Zerfall entstehenden Tochterbla-

sen sind statistisch verteilt und werden in der Literatur mittels einer Grö-

ßenverteilungsfunktion β(V ,V
′
) angenommen. Diese Tochterblasenver-
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teilung beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass beim Zerfall der Blase mit

einer Größe V
′

eine Tochterblase mit dem Volumen V entsteht. Gleich-

verteilung, monodisperse Verteilung (Zerfall in zwei gleichgroße Blasen),

U- bzw. V-förmige Verteilungen oder auch die β-Verteilung sind Beispie-

le für die verwendeten Tochterblasenverteilungsfunktionen. An dieser

Stelle wird lediglich die von Lee [44] vorgeschlagene β-Verteilung vor-

gestellt, da die Formulierung dieser Verteilung größenabhängig und für

Binär- und Multizerfall modifizierbar ist. Fleischer [27] stellte verschie-

dene Tochterblasenverteilungsfunktionen gegenüber. In seiner Beta-

Tochterblasenverteilung berücksichtigt Lee die Möglichkeit, dass Blasen

auch in mehr als zwei Tochterbasen zerfallen können und bestimmt die

Tochterblasenzahl durch die mit dem Blasenvolumen monoton steigen-

den Funktion:

ν(V
′
) = 2+ cV

′n
′
. (2.45)

Dabei sind c und n
′

empirische Konstanten. Für c = 0 ergibt sich der bi-

näre Zerfall. Lee verwendete Werte von c = 10 und n
′ = 0,5 für Multizer-

fallsvorgänge in Gleichung (2.45) und beschreibt die Tochterblasenver-

teilung mittels folgender Beziehung:

β(D,D
′
) =

2(ν+1)

(ν−1)2

6

ρpπD
′3

[( D3

D
′3

) 3−ν
ν−1 −

( D3

D
′3

) 2
ν−1

]

. (2.46)

Für einen binären Zerfallvorgang (ν= 2) nimmt die Tochterblasenvertei-

lung somit diese Form an:

β(D,D
′
) =

36

ρpπD
′3

[( D3

D
′3

)

−
( D3

D
′3

)2
]

. (2.47)

In Abbildung (2.9-a) ist die Tochterblasenanzahl ν nach Gleichung (2.45)

für verschiede Werte des Faktors c dargestellt. Die Kurven zeigen, dass

sich für Mutterblasen mit einem Durchmesser bis 10mm und c = 10 ein

Binärzerfallsvorgang ergibt. Erst bei Werten von c = 1500 und einen Mut-

terblasendurchmesser von 9,3 mm ergeben sich drei Blasen aus dem Zer-

fallsvorgang. Wie in Abbildung (2.9-b) erkennbar, ergeben sich auch glei-

che Tochterblasenverteilungen aus einer Mutterblase mit einem Durch-

messer von 10mm für c-Werte von 0 bis 100. Das bedeutet, dass sowohl
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für einen binären Zerfall nach Gleichung (2.47) als auch für Multizerfalls-

vorgänge mit c < 100 die Tochterblasenverteilung nahezu die gleiche bo-

genförmige Form annimmt. Erst bei großen c-Werten (c > 100) nimmt

die Wahrscheinlichkeit der Entstehung von sehr kleinen Tochterblasen

zu.
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Abbildung 2.9: Tochterblasenanzahl und -verteilung nach Lee.

2.4.2 Blasenkoaleszenz

Die ständige Bewegung der Blasen in der Flüssigphase führt zu Kollisio-

nen der Blasen miteinander. Dabei besteht die Möglichkeit der Blasen-

vereinigung, also Blasenkoaleszenz. Jedoch nicht jedes Kollisionsereig-

nis zweier Blasen führt zur Koaleszenz. In der Literatur wird der Koales-

zenzvorgang üblicherweise in drei Schritte unterteilt. Im ersten Schritt

kollidieren zwei Blasen und schließen dabei einen dünnen Flüssigkeits-

film zwischen beiden deformierten Oberflächen ein. Die Anfangsdicke

des Filmes h f ,0 beträgt nach Literaturangaben 10 µm bis 100 µm [6].

Die Blasen bleiben für eine Zeit aneinander haften. Diese Zeit wird mitt-

lere Kontaktzeit t̄ genannt. Ist sie länger als die benötigte Koaleszenz-

zeit tkoal , kommt es zum Entwässern des Filmes bis zur kritischen Dicke

(h f ,kr i t = 0.01 µm− 0.1 µm) und können Oszillationen und Instabilitä-

ten auf der Filmoberfläche zum Aufreißen des Filmes führen. Die Mutter-
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blasen koaleszieren dann zu einer Tochterblase. Ist die Kontaktzeit nicht

ausreichend um den Film auf die kritische Dicke zu reduzieren, unterlie-

gen die koalierenden Blasen äußeren Stoßkräften und die Blasen trennen

sich. Die Kollision führt somit zu keiner Koaleszenz. In Abbildung (2.10)

sind die drei Schritte eines Koaleszenzvorganges zweier Blasen darge-

stellt: Kollision, Filmentwässerung und Koaleszenz in einem Experiment

entnommen aus [67].In Abbildung (2.11) ist der Vorgang schematisch

skizziert.

Abbildung 2.10: Im Experiment betrachteten Kollision und Koaleszenz zweier

Luftblasen in Flüssigkeitsphase [67]
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Abbildung 2.11: Vorstellung des Koaleszenzmechanismus

Die obengenannten drei Schritte des Koaleszenzvorganges werden in der

Modellierung normalerweise durch zwei Faktoren repräsentiert:
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2.4 Blasenkoaleszenz und -zerfall

- Die Kollisionsfrequenz h ist maßgebend für den ersten Schritt und

stellt die Proportionalitätskonstante der Kollisionsgeschwindigkeit

zur Partikeldichte f der an der Kollision beteiligten Partikel dar (Glei-

chung (2.37)).

- Die Koaleszenzeffektivität λ gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der

ein Kollisionsereignis zweier Blasen zu einer Koaleszenz führt (t̄ ≥
τkoal ) und repräsentiert damit den zweiten und dritten Schritt des

Koaleszenzmechanismus.

Im Folgenden wird auf die Modellierung dieser Faktoren eingegangen.

2.4.2.1 Kollisionsfrequenz

Es werden drei Mechanismen unterschieden, die separat oder zusam-

men zur Kollision zweier Luftblasen D i und D j in einer Flüssigkeitsphase

führen können:

1. Die Blasengeschwindigkeitsschwankungen aufgrund des turbulen-

ten Geschwindigkeitsfeldes der kontinuierlichen Flüssigphase füh-

ren zu turbulenzinduzierten Kollisionen. Sie wird bezeichnet als

hT (Di ,D j ),

2. Aufgrund der Schwerkraft bzw. der dadurch resultierenden Schlupf-

geschwindigkeit holen große Luftblasen mit höherer Geschwindig-

keit die langsameren kleinen Blasen ein und kollidieren mit ihnen:

h A(Di ,D j ),

3. Die Scherkräfte der Flüssigphase können eine Kollision der Blasen

hervorrufen: hS(Di ,D j ),

Damit ergibt sich die Gesamtkollisionsfrequenz h(D i ,D j ) durch die Ad-

dition der beschriebenen drei Mechanismen:

h(Di ,D j ) = hT (Di ,D j )+h A(Di ,D j )+hS(Di ,D j ). (2.48)

Turbulenzinduzierte Blasenkollision
Analog zum Stoßverhalten der Gasmoleküle in der kinetischen Gastheo-
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Modellierung disperser Mehrphasenströmungen

rie können Blasen im Geschwindigkeitsfeld der Flüssigphase beschrie-

ben werden [19]. Darauf aufbauend leiteten Prince und Blanch [56] fol-

genden Ansatz für die Frequenz der turbulentinduzierten Blasenkollision

ab:

h(Di ,D j ) = Si , j (u2
t ,i +u2

t , j )
1
2 . (2.49)

Dabei sind u2
t ,i und Si , j die mittlere quadratische Geschwindigkeits-

schwankung bzw. der effektive Stoßquerschnitt der Blasen. Sie sind wie

folgt definiert:

u2
t ,i =C (εt Di )

1
2 , (2.50)

Si , j =
π

4
(Di +D j )2. (2.51)

Mit der Konstante C = 2 nach Batchelor [5] ergibt sich die turbulente Kol-

lisionsfrequenz:

hT (Di ,D j ) =Cqπε
1/3
t (Di +D j )2 (D2/3

i +D2/3
j )

1
2 . (2.52)

In Abbildung 2.12 ist die turbulente Kollisionsfrequenz von Blasen mit

Durchmessern D i , j = 0 − 10 mm für εt = 0,5 m2/s3 und 25 m2/s3 mit

Cq =
p

2
4

nach Gleichung (2.52) dargestellt. Es ist ersichtlich, dass große

Luftblasen mit großem Stoßquerschnitt eine höhere Kollisionsrate auf-

weisen. Desweiteren steigt die Kollisionsfrequenz mit steigender turbu-

lenten Dissipationsrate der Flüssigphase. Fleischer verwendet in Glei-

chung (2.52) den Wert Cq =
p

2
4 , der sich aus der Berechnung des effek-

tiven Stoßquerschnitts Si , j mit den Durchmessern der beteiligten Blasen

ergibt. Im Gegensatz dazu verwendeten Prince und Blanch den Radius

der Blasen zur Berechnung des effektiven Stoßquerschnitts (vergleiche

dazu [56] und [27]).

Auftriebsinduzierte Blasenkollision
Die auftriebsinduzierte Blasenkollision tritt auf, wenn die disperse Gas-

phase eine wesentlich geringere Dichte als die Flüssigphase hat. Hier-

bei entsteht die Möglichkeit der Kollision von kleinen mit großen Blasen

dadurch, dass kleine Blasen von größeren Blasen eingeholt werden bzw.
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Abbildung 2.12: Turbulente Kollisionsfrequenz hT = f (Di ,D j ) für εt = 0.5 und

25 m2/s3

kleine Blasen durch die Nachlaufwirbel der großen Blasen in deren tur-

bulente Nachlaufgebiet hineingerissen werden.

Prince und Blanch schlugen einen einfachen Ansatz zur Beschreibung

der Blasenkollision in Abhängigkeit unterschiedlichen Blasenschlupfs

vor [56]:

h A(Di ,D j ) = Si , j

∣
∣ui −u j

∣
∣ . (2.53)

Der von Fleischer durchgeführte Vergleich der Blasenkollisionsfrequenz

infolge unterschiedlicher Blasenschlupfgeschwindigkeiten nach Glei-

chung (2.53) mit der Frequenz der turbulenzinduzierten Kollision zeigt,

dass h A(Di ,D j ) ¿ hT (Di ,D j ) für turbulente Strömungen ist und da-

her vernachlässigt werden kann [27]. In Stömungen mit sehr geringer

Energiedissipationsrate (wie z.B. Blasenströmung in Blasensäulen) kann
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h A(Di ,D j ) von Bedeutung für die Blasenkoaleszenz sein. An dieser Stel-

le wird nicht detailliert auf die Modellierung dieser Art der Koaleszenz

eingegangen, da sie in der für die Validierung des Momenten-Modell

betrachteten Blasenströmung im begasten Rührrektor nicht relevant ist

und daher vernachlässigt werden kann.

Blasenkollision infolge von Scherströmung der Flüssigphase
Laminare Scherstömungen können zu Blasenkollisionen führen. Beson-

ders in Blasensäulen verursacht der Aufstieg von großen Blasen in der

Säulenmitte Zirkulationen in der Flüssigkeit, wodurch es zu Kollisio-

nen von Gasblasen kommt. Solche Zirkulationszonen können auch in

Rührkesselstömungen beobachtet werden. Jedoch überwiegt die turbu-

lentinduzierte Blasenkollision im Rührkessel (siehe Kapitel 4). Die Fre-

quenz der turbulenzinduzierten Blasenkollision ist in turbulenten Strö-

mungen um eine Größenordnung größer als die durch Scherströmung

induzierte Blasenkollision. Dies hat Fleischer in einem Vergleich der bei-

den Kollisonfrequenzen festgestellt [27]. Daher wird an dieser Stelle le-

diglich auf die Korrelation von Prince und Blanch zur Berechnung der

Frequenz der Scherstömungskollision eingegangen, da im Validierungs-

fall der Rührkesselströmung vorwiegend turbulenzinduzierte Blasenkol-

lision vorliegt. Diese ist wie folgt definiert:

hS(Di ,D j ) =
1

6
(di +d j )3 τ̄, (2.54)

mit der mittleren Schergeschwindigkeit τ̄.

2.4.2.2 Koaleszenzeffizienz

Zwei miteinander kollidierende Luftblasen können koallieren, wenn die

mittlere Kontaktzeit t̄ größer als die Ausflußzeit tkoal des eingeschlos-

senen Flüssigkeitsfilm ist, die zum Erreichen der kritischen Filmdicke

h f ,kr i t erforderlich ist (siehe oben). Dies bedeutet, dass nicht jede Kol-

lision zum Koaleszenzereignis führen muss. In der Literatur wird dieser

Prozess über eine Wahrscheinlichkeit ausgedrückt, die die Koaleszenzef-

fektivität λ repräsentiert. Daher bestimmt die Koaleszenzeffektivität den

Anteil an Kollisionen, die zu einem Koaleszenzereignis führen. Da lange
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2.4 Blasenkoaleszenz und -zerfall

Kontaktzeiten mit geringerer Wahrscheinlichkeit als kurze Kontaktzeiten

auftreten, beschreibt Coulaloglou et al. [14] die Wahrscheinlichkeit für

das Auftreten von Kontaktzeiten größer als die Koaleszenzzeit mit dem

exponentiellen Ansatz:

λ(Di ,D j ) = P [t (D i ,D j ) ≥ tkoal (Di ,D j )] = exp
(

−
tkoal (Di ,D j )

t̄ (Di ,D j )

)

. (2.55)

Messungen von Blasenkontaktzeiten in turbulenten Blasenströmungen

sind in der Literatur nicht zu finden (siehe auch [6]). Theoretische Über-

legungen bringen die Blasenkontaktzeit in Abhängigkeit von der Turbu-

lenz der Flüssigphase, der Blasengröße und der Blasenoberflächendefor-

mation. Bezüglich des Turbulenzeinflusses gehen Prince und Blanch von

der Beobachtung aus, dass zwei kontaktierende Blasen durch Wirbel in

der flüssigen Phase wieder auseinandergerissen werden können. Ande-

rerseits weisen große Blasen wegen der großen Kontaktflächen längere

Kontaktzeiten auf. Beide Effekte sind durch eine Dimensionsanalyse in

dem ersten Term von Gleichung (2.56) erfasst. Den Einfluss der Blasen-

deformationen auf die Kontaktzeit berücksichtigte Colin et al. [12] in Ab-

hängigkeit von der Dichte der Flüssigphase, dem äquivalenten Blasen-

radius und der Oberflächenspannung in dem zweiten Term dieser Glei-

chung. Der Effekt der Blasendeformationen tritt stark bei auftriebsindu-

zierten Kollisionen auf, wie z.B. in Blasenströmungen in Blasensäulen.

Die meisten Autoren gehen in vielen Fällen von kugelförmigen, nicht de-

formierbaren Blasen aus und vernachlässigen diesen Effekt.

t̄(di ,d j ) =
r 2/3

i , j

ε1/3
t

+
(ρl r 3

i , j Cvm

24σ

)

. (2.56)

Die Größe Cvm bezeichnet den virtuellen Massenkoeffizienten und wird

nach [12] mit 0.785 angenommen. Der Radius r i , j ist der äquivalente Bla-

senradius und wird wie folgt definiert:

ri , j = 2
( 1

ri

+
1

r j

)−1
. (2.57)
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Die Koaleszenzzeit tkoal stellt die Entwässerungsdauer des Films von der

Anfangsfilmdicke h0 auf die kritische Filmdicke hkr i t dar. Sie ist von den

physikalisch-chemischen Eigenschaften des betrachteten Systems ab-

hängig, wie z.B. der Flüssigkeitsdichte ρ l , der Oberflächenspannung σ

und dem Filmdickenverhältnis h0/hkr i t . Kirckpatrick et al. [41] entwi-

ckelten ein Modell zur Beschreibung des Filmentwässerungsprozesses,

in dem der Film als eine zwischen die kollidierenden Blasen gepreßte

Platte dargestellt wird und die Entwässerung lediglich durch die Blasen-

preßkräfte des Kapillardrucks verursacht wird.

F

Bi
F

Bj

V

V

h

Film

Abbildung 2.13: Filmentwässerungsmodell von Kirckpatrick

Abbildung (2.13) zeigt schematisch das Prinzip dieses Modells. Aus dem

Modell von Kirckpatrick läßt sich zur Berechnung der Koaleszenzzeit fol-

gende Gleichung ableiten:

tkoal (Di ,D j ) =
(ρl r 3

i , j

16σ

)1/2
ln

( h f ,0

h f ,kr i t

)

. (2.58)

Der Einfluß des Filmdickenverhältnisses
h f ,0

h f ,kr i t
auf die Koaleszenzeffek-

tivität λ(di ,d j ) ist in Abbildung (2.14) für ein System zweier Luftblasen

(Di ,D j ) mit einem Durchmesser von 0mm− 10mm und einer Energie-

dissipationsrate ε = 10m2/s3 dargestellt. Mit steigendem Dickenverhält-

nis des Flüssigkeitsfilms
h f ,0

h f ,kr i t
nimmt die Koaleszenzeffektivität ab. Aus-

serdem ist die Koaleszenzeffektivität für zwei große Blasen sehr gering,

während sie für eine große und kleine Blase gegen den Wert 1 strebt.
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2.4 Blasenkoaleszenz und -zerfall

Grienberger verwendet ebenso die von Coulaloglou [14] formulierte Be-

rechnungsbeziehung der Koaleszenzeffektivität (Gl. 2.55). Jedoch schlug

er andere Modelle zur Bestimmung der Kontaktzeit und Koaleszenz-

zeit vor. Er führt eine Referenzkoaleszenzzeit bei einem Referenzbla-

sendurchmesser in sein Koaleszenzzeitmodell ein, die experimentell be-

stimmt werden soll [32].
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3 Das Momenten-Modell für
Gas-Flüssigkeitsströmungen

In diesem Kapitel wird zunächst das Konzept des im Rahmen die-

ser Arbeit entwickelten Momenten-Modells vorgestellt. Die theoreti-

schen Grundlagen der Modellierungsmethode sind das für das entwi-

ckelte Momenten-Modell formulierte Euler-Euler-Zweifluid Modell mit

den Transportgleichungen der Partikelverteilungsmomente sowie die er-

forderlichen Schließungsterme, die im Folgenden ausführlich erläutert

werden. In den weiteren Abschnitten wird die Populationsbilanzglei-

chung für die Partikelgrößenverteilung und deren Lösung mit einer an-

genommenen Partikelverteilungsfunktionen, das entwickelte Tabellie-

rungssystem und die Implementierung des Momenten-Modells in das

CFD-Berechnungsprogramm CFX beschrieben.

3.1 Konzept des Momenten-Modells

Das Momenten-Modell basiert auf den Massen-, Impuls- und Energie-

gleichungen des Euler-Euler Zweifluid-Ansatzes und der Populationsbi-

lanzgleichung (PBG) mit angenommener Anzahldichtefunktion (engl.:
presumed Number Density Function, pNDF) für die Partikelgrößenver-

teilung zur Berücksichtigung von Partikelgrößenänderungen durch Phä-

nomene wie z.B. Zerfall und Koaleszenz. Abbildung (3.1) zeigt schema-

tisch das Konzept des Momenten-Modells und dient der Beschreibung

der Funktionalität des Momenten-Modelles. Der Übersichtlichkeit hal-

ber wird das Modell in zwei Teile aufgeteilt:

A) Der CFD-Teil (Abbildung 3.1-rechts): Das Modell löst zunächst für

jede Phase (disperse, kontinuierliche) einen Satz von Erhaltungsglei-
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3.1 Konzept des Momenten-Modells

chungen. Weiterhin werden für die ersten beiden Momente der Par-

tikelgrößenverteilung (Mittelwert D̄ und Varianz Var ) zwei Trans-

portgleichungen gelöst, in denen die Änderung der Partikelgrößen-

verteilung aufgrund von Dispersion und Koaleszenz als Quellterm

erscheinen. Mit den lokalen Werten dieser ersten beiden Momente

und der pNDF für die Anzahldichte kann die Partikeldurchmesser-

verteilung lokal rekonstruiert werden. Dies ermöglicht eine polydi-
sperse Betrachtung der vom Blasenvolumen abhängigen Zwischen-

phasenwechselwirkungen. So kann z.B. der Impulsaustausch zwi-

schen dispersen Partikeln und der kontinuierlichen Phase durch die

Integration der Partikelkräfte über die rekonstruierte Verteilungs-

funktion in Abhängigkeit verschiedener Partikelgrößen und nicht

nur eines mittleren Partikeldurchmessers wiedergegeben werden

(Abschnitt (3.2.2.2)).

B) Die Populationsdynamik der Partikel (Abbildung 3.1-links): Hier

wird die Populationsdynamik der Partikel, z.B. aufgrund von Parti-

kelzerfall und -koaleszenz im „Pre-processing“-Schritt berücksich-

tigt. Diese Effekte ändern die Durchmesserverteilung der Partikel

und werden durch die Quellterme SD̄ und SV ar in den Transportglei-

chungen für Mittelwert und Varianz des Partikeldurchmessers re-

präsentiert (Abschnitt (3.2.2.3)). Die Quellterme werden durch die

Lösung der PBG mit der pNDF für ein räumlich homogenes Parti-

kelystem berechnet und als Funktion der Verteilungsmomente und

der die Dispersionsprozesse steuerenden Strömungsparameter in

einer Look-up-Tabelle gespeichert. Eine Look-up Tabelle ist ein Da-

tei, in der bestimmte Einträge (Eigenschaften) Sätzen von Daten (Ar-

gumenten der Tabelle) zugeordnet sind. In vorliegendem Fall stel-

len die Verteilungsmomente und die Strömungsparameter die Ar-

gumente der Tabelle und die Quellterme die zugeordneten Einträ-

ge dar. Durch die Annahme einer funktionalen Form der pNDF für

die Anzahldichte der Partikel in der PBG wird die separate Lösung

der PBG im „Pre-processing“-Schritt möglich. Da die PBG für das

räumlich-homogene System in dem Pre-processing und nicht di-

rekt in der CFD diskretisiert und gelöst wird, kann ohne weiteres
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mit einer großen Klassenanzahl der Partikelgrößen gearbeitet wer-

den, sodass eine Diskretisierungsunabhängigkeit bezüglich der Ei-

genschaftscoordinate “Partikelgrößen” erreicht werden kann. Die

Repräsentierbarkeit der Partikelanzahldichte durch eine pNDF in

der PBG wird im Abschnitt (3.2.4) untersucht. Im Verlauf der CFD-

Simulation werden die Quellterme für SD̄ und SV ar entsprechend der

lokalen Verhältnissen wiederholt aus den Look-up-Tabellen ausge-

lesen und in die Transportgleichungen eingefügt. Der Einsatz von

Look-up-Tabellen hat den Vorteil, dass eine umfangreiche Berech-

nung zur Laufzeit der numerischen Berechnung durch eine einfa-

che Suchoperation ersetzt werden kann. Der Geschwindigkeitsvor-

teil kann signifikant sein, da das Auffinden der Daten in dem Spei-

cher sehr viel schneller als die Berechnung ist.
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Abbildung 3.1: Das Momenten-Modells: Funktionalität und Anbindung an

die CFD
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3.2 Formulierung des Momenten-Modells

3.2 Formulierung des Momenten-Modells

Abbildung (3.1) zeigt die Abfolge der einzelnen Schritte während einer

CFD-Iteration (rechts) und die Bestimmung der Quellterme (links). Wäh-

rend des CFD-Laufes werden die Quellterme aus der Look-up Tabellen

ausgelesen, die bereits im pre-processing-Schritt durch die Lösung der

PBG mit der pNDF für den erwarteten Bereich der Strömungsparameter

erzeugt wurden. Die eigentlichen CFD Simulationsschritte, einschließ-

lich des Auslesens der Quellterme aus der Look-up Tabelle sind im Fluss-

diagramms in Abbildung (3.2) dargestellt.

Weiterhin wird in der folgenden Diskussion der Modelldetails mit der

gleichen Unterteilung wie im vorigen Abschnitt gearbeitet:

A: CFD-Modellteil, in dem auf die Erhaltungsgleichungen, die Trans-

portgleichungen der Verteilungsmomente (D̄ und Var ), die Wech-

selwirkungssterme und die Bindung zu den Look-up Tabellen ein-

gegangen wird. Dies stellt den Modellteil dar, der in der CFD gelöst

wird (Abbildung 3.2).

B: Pre-processing-Modellteil, in dem die Lösung der PBG mit der ange-

nommenen Verteilungsdichtefunktion durchgeführt und die Reprä-

sentierbarkeit der pNDF geprüft wird. Die Generierung der Look-up

Tabellen und das Tabullierungssystem werden hierbei erläutert.

3.2.1 Annahmen und Voraussetzungen zur Herleitung des Modells

Folgende Voraussetzungen müssen bei der Herleitung und Anwendung

des entwickelten Momenten-Modells erfühlt sein:

1. In der allgemeinen Formulierung der Modellgleichungen wird von

einem dispersen System ausgegangen. Die disperse Phase liegt in

Form disperser Partikel in einer sie umgebenden kontinuierlichen

Phase vor. Die zwei Phasen werden im Rahmen des Euler-Euler

Zweifluid Modells getrennt behandelt und durch Schließungsrela-

tionen und Terme für den Impuls-, Massen- und Energieaustausch

gekoppelt.
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2. Der Impulsaustausch wird in der allgemeinen Formulierung durch

einen Term als Summe aller Kräfte (Widerstands- und non-drag-

Kräfte) berücksichtigt, die die Phasen aufeinander ausüben. Erst in

den Validierungsstudien werden die relevanten Kräfte des jeweiligen

behandelten dispersen System definiert und in den Impulsgleichun-

gen implementiert.

3. Die Partikeln besitzen verschiedene Durchmesser und sind in ver-

schiedenen Blasenklassen eingeordnet. Dies gilt in der Lösung der

PBG genauso wie bei der numerischen Strömungssimulation (CFD)

zur Rekonstruieren der Partikelgrößenverteilung für die Integration

der Partikelkräfte über die verschiedenen Partikelgrößen. Auf diesem

Wege kann eine polydisperse Betrachtung des Impulsaustausches

realisiert werden. Es wird ein maximaler und ein minimaler Parti-

keldurchmesser und die Partikelklassenanzahl definiert.

4. Es wird eine Impulsgleichung für die disperse Phase für alle Partikel-

klassen gelöst. Partikel verschiedener Größen bewegen sich mit der

selben Geschwindigkeit. Es werden allgemeine Transportgleichun-

gen für die Momente der Verteilungsfunktion hergeleitet, die die

Terme zur Berücksichtigung von verschiedenen Partikelgeschwin-

digkeiten beinhalten. Bei der Validierung werden jedoch approxi-

mierte Transportgleichungen der Momente verwendet, da der CFD-

Code CFX eine vordefinierte Form für skalare Transportgleichung

löst und keine Modifikationen seiner Gleichungen erlaubt. Dieser

Aspekt wird im Abschnitt (3.2.2.3 und 3.2.2.3) ausführlicher disku-

tiert.

5. Bei der Behandlung der PBG wird von einem Gas-Flüssigkeits-

Blasensystem ausgegangen. Die Lösung wird unter Berücksichti-

gung von Prozessen des Blasenzerfalls und der Blasenkoaleszenz er-

folgen. Einerseits stellen Gasblasen-Flüssigkeitssysteme die Validie-

rungsfälle dar, andererseits sind reale Kern-Funktionen der Parti-

keldynamik für die Untersuchung der Repräsentierbarkeit der Par-

tikelanzahldichte durch die pNDF in der PBG erforderlich.

6. Die Turbulenzmodellierung ist spezifisch für das behandelte disper-

se System. Daher wird die Turbulenzbehandlung erst in der Validie-
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rungsstudie des jeweiligen System durchgeführt.

3.2.2 CFD-Modellteil

Dieser Teil des Momenten-Modells stellt die Simulationsschritte in dem

CFD-Code, das Verbinden mit den Look-up Tabellen und das Auslesen

der Quellterme aus ihnen während des CFD-Schrittes dar (Abbildung

3.2). Nachfolgend wird die Herleitung der Modellgleichungen (Massen-

, Impuls- und Energieerhaltungsgleichungen sowie die Transportglei-

chungen der Verteilungsmomente (D̄ und Var ) und die Kopplung der

Phasen mit den Wechselwirkungsstermen dargestellt.

3.2.2.1 Erhaltungsgleichungen des Momenten-Modells

Betrachtet man zunächst vereinfachend eine Zweiphasenströmung ohne

Massen- und Energieaustausch, so übernimmt das Momenten-Modell

das partielle Differentialgleichungssystem des Zweifluidmodells. Es be-

steht aus zwei Kontinuitätsgleichungen (Gleichungen (2.1-2.2)) und zwei

Impulsgleichungen (Navier-Stokes Gleichungen (2.3-2.4)), wie sie im Ab-

schnitt (2.2) eingeführt sind.

Zur Anwendung des Momenten-Modells für disperse Strömungssysteme
mit Masse- und Energieaustausch sind detailierte Modellgleichungen im
Anhang A behandelt.

Wie bereits im Abschnitt (2.2) erläutert, beinhaltet der Wechselwirkungsterm ~Fw in der
Impulsgleichungen der Flüssigkeits- und Partikelphase die Summe aller Kräfte, die von
jeder Phase auf die andere ausgeübt werden. Im Abschnitt (2.2.2) wurde auf die Wider-
standskraft und die sog. non-drag-Kräfte als die wichtigsten partikelgrößenabhängige
Zwischenphasenkräfte eingegangen und werden daher an dieser Stelle nicht weiter er-
läutert. Für die Validierungsstudien werden die relevanten Partikelkräfte für die jeweili-
ge Blasenströmung definiert und der Term ~Fw wird hergeleitet.
Die Schließungsbedingungen des Zweifluid Modells aus dem Abschnitt (2.2.3) gelten
auch für das hier besprochene Momenten-Modell.

3.2.2.2 Poly-disperser Impulsaustausch im Momenten-Modell

Um die Partikelkräfte für die Gesamtpartikelgrößen (poly-dispers) und nicht nur für
einen mittleren oder repräsentativen Partikeldurchmesser (mono-dispers) berücksich-
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Start CFX

CFX Löser-Prozesse

Lösung der Massen-, Impuls- und

Energieerhaltungsgleichungen für Flüssig-

und Dispersphase

Lösung der Skalar-Transportgleichungen

für die Verteilungsmomente D, Var

Rekonstruktion der lokalen

Partikeldurchmesserverteilung

Lokale Integration der

Phasenaustauschterme über die

Gesamtdurchmesserverteilung

Lesen user-data:

Look-up Tabellen

Konvergenz-

kriterien erreicht

Resultate

ausschreiben

Stop CFX

Anweisung der 
Quellterme 

im Code-Speicher

Lesen der

Quellterme aus der

Look-up Tabellen

Ja

Nein

Abbildung 3.2: Das Momenten-Modells: CFD-Prozesse und Kopplung zu

Look-up Tabellen
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tigen zu können, müssen die Partikelkräfte über das Gesamtspektrum der Partikel-
durchmesser integriert werden. Wie einleitend beschrieben, kann die Partikeldurch-
messerverteilung mit den lokalen Werten von Mittelwert und Varianz sowie einer pNDF
für die Anzahldichte rekonstruiert werden.

Die Integration der Partikelkräfte über die Verteilungsfunktion ist in Gl. 3.1 dargestellt.

〈~F 〉 =
∫ Dmax

Dmi n

~F (D) f (D|D̄ ,V ar )dD (3.1)

In einem Zweiphasenströmungssystem mit Stoff- bzw. Energieaustausch können die
Austauschterme analog zu dem oben beschriebenen Ansatz der poly-dispersen Impuls-
austausch realisiert werden. Die Methode ist in Anhang A dargestellt. Sie wurde bereits
zur Beschreibung der Ausbreitung und Verdampfung von Dieselsprays angewandt [40].

3.2.2.3 Transportgleichungen für die Momente der Partikelgrößenverteilung

Der Transport von Momenten (Mittelwert D̄ und Varianz V ar ) der Partikelgrößen-
verteilung wird als Transport von Eigenschaften (Skalaren) dargestellt werden. Diese
Annahme wird hier getroffen, da das CFD-Programm CFX die Lösung von zusätzlichen
Skalar-Transportgleichungen nur in der selben Form wie die Zweifluidmodell-
Gleichungen (Gleichung (3.2)) erlaubt. Die Terme der Transportgleichungen von
zusätzlichen Skalarn in CFX sind somit mit dem Volumenanteil der transportierenden
Phase gewichtet. Daher werden die allgemeinen Transportgleichungen der Momente,
die im Rahmen des entwickelten Momenten-Modells hergeleiteten wurden (B.10–B.11
im Anhang B) angenähert, so dass sie den Gleichungsformen, die das Programmes
CFX verwendet, entsprechen. Dadurch kann der Lösungsalgorithmus von CFX benutzt
werden. Die an das Programm CFX angepassten Transportgleichungen werden im
nächsten Abschnitt hergeleitet.

Die allgemeine Form einer Transportgleichung eines “zusätzlichen Skalars“ Φp im
CFD-Programm CFX, der in der dispersen Phase transportiert wird, sieht wie folgt aus
[2]:

∂αpΦp

∂t
+∇· (αp ~upΦp )−∇· (αp (Λ(Φ)

p +
µtp

Sctp

) ∇· (Φp )) = SΦ

p . (3.2)

Hierbei ist Φp die konservierte Größe per Volumeneinheit der Partikelphase p (Φp =
ρpφp , mit φp als massenbezogene Größe). Weiterhin ist αp der Volumenanteil der di-

spersen Phase, Λ(Φ)
p die kinematische Diffusivität der transportierten Größe, µtp die tur-

bulente Viskosität und Sctp die turbulente Schmidtzahl. Der Quellterm auf der rech-

ten Gleichungsseite SΦ
p steht für die externe volumetrische Änderung der Größe Φp pro

Zeit- und Volumeneinheit.
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Unter folgenden Annahmen kann der Transport der Blasen im entwickelten
Momenten-Modell durch den Transport der Größenverteilungsmomente mit Glei-
chung (3.2) repräsentiert werden:

Transport durch Konvektion: Blasen werden mit der Strömung transportiert. Dies
wird durch die Konvektion des Mittelwerts und der Varianz der Blasendurchmes-
serverteilung mit der Blasengeschwindigkeit repräsentiert, die in der Impulsglei-
chung der Dispersenphase berechnet wurde.

Lokale Änderung der Blasengrößenverteilung: Sie resultiert aus dem Zerfall bzw. der
Koaleszenz der Blasen. Die Rate der Größenänderung ist in der Transportgleichun-
gen für Mittelwert und Varianz als Quellterme vertreten, die aus der Look-up Ta-
belle während der CFD-Lösung ausgelesen wird.

Transport durch Diffusion: Aufgrund der Annahme, dass Blasendiffusion nur für sehr
kleine Blasen relevant ist, wird hier von einem diffusionsarmen System ausgegan-
gen und der turbulente Diffusionsterm in Gleichung (3.2) vernachläßigt. Die tur-
bulente Blasendiffusion in der Literatur ist bislang kaum untersucht worden.

Unter diesen Voraussetzungen erhält man die in CFX implementierbaren Transportglei-
chungen für Mittelwert und Varianz der Blasendurchmesserverteilung:

∂

∂t
(αp D̄)+∇· (αp ~up D̄) = SD̄ , (3.3)

∂

∂t
(αp V ar )+∇· (αp ~up V ar ) = SV ar +S(GD̄ ). (3.4)

Hierbei gilt:

• SD̄ : Quellterm zur Beschreibung der zeitlichen Änderung des Mittelwerts

vom Blasendurchmesser aufgrund der Dispersion und Koaleszenz. Dies

wird durch die Lösung der PBG im Pre-processing-Schritt ermittelt, in

der Look-up Tabelle gespeichert und während der CFD-Lösung ausgele-

sen.

• SV ar : Quellterm zur Beschreibung der zeitlichen Varianzänderung auf-

grund der Dispersion und Koaleszenz. Dies wird ebenfalls durch die Lö-

sung der PBG im Pre-processing-Schritt ermittelt, in der Look-up Tabelle

gespeichert und während der CFD-Lösung ausgelesen.

• SGD̄ : Quellterm, der den Einfluss des Mittelwertgradienten auf die Vari-

anz beschreibt. Er ist definiert durch:
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SGD̄ =Cg D̄(∇D̄)2 −Cdρl

ε

k
Var (3.5)

mit den Konstanten Cg = 2.86 nach [65] und Cd = 0.0, da die turbulente

Diffusion der Varianz vernachläßigt wird. Die Größen k und ε sind die

turbulente kinetische Energie bzw. Dissipationsrate.

Der Vergleich zwischen den hier angenäherten Momententransportgleichun-

gen (3.3–3.4) mit den im Rahmen des entwickelten Momenten-Modells her-

geleiteten Gleichungen (B.10–B.11 im Anhang B) im Anhang B zeigt, dass der

Unterschied in der Gewichtung mit dem Volumenanteil der dispersen Pha-

se αp der angenäherten Gleichungen besteht. Die angenäherte Formulierung

ist richtig, wenn der Volumenanteil der dispersen Phase konstant ist und al-

le Partikel sich mit der gleichen Geschwindigkeit bewegen. Diese Näherung

stellt für die hier interessierten Anwendungen eine brauchbare Näherung dar,

da der Gasvolumenanteil im begasten Rührreakttor konstant bleibt, wenn die

numerische Lösung einen quasi-stationären Stand erreicht hat und die Lö-

sung unter der Annahme einer Geschwindigkeit für all Blasengrößen durch-

geführt wird. Die Momente der Verteilungsfunktion (in den Gleichungen (3.3–

3.4)) werden mit dieser Blasengeschwindeigkeit transportiert.

3.2.3 Pre-processing-Modellteil

In diesem Abschnitt wird die PBG mit der angenommenen Verteilungsfunkti-

on (pNDF) vorgestellt. Die Repräsentierbarkeit der Anzahldichte über der an-

genommenen Verteilungsfunktion wird geprüft. Die separate Lösung der PBG

mit der pNDF bzw. die Generierung der Look-up Tabellen für die Terme der

Partikelgrößenevolution wird nachfolgend beschrieben.

3.2.3.1 Die PBG mit pNDF und ihre Lösung im Datenaufbereitungsschritt:

Im Rahmen des entwickelten Momenten-Modell wird die PBG im Datenauf-

bereitungsschritt (Pre-Processing) mit einer angenommenen Verteilungs-

funktion gelöst. Die Lösung bzw. die Änderung der Partikelgrößen wird in
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Look-up Tabellen in Form von Quelltermen gespeichert, die während der

eigentlichen CFD-Lösung aus den Tabellen ausgelesen werden. In diesem

Abschnitt wird dieser Datenaufbereitungsschritt entwickelt und erläutert.

In der Populationsbilanzgleichung zur Beschreibung disperser Systeme wer-

den die dispersen Partikel durch eine Verteilungsfunktion in Raum, Zeit und

Eigenschaftskoordinaten beschrieben (Abschnitt 3.2.3.1). Bei der Entwicklung

des Modells zum Repräsentieren PBG-Verteilungsfunktion durch angenom-

mene Verteilungsfunktion wird von der allgemeine Form der PBG als Erhal-

tungsgleichung für die Partikelanzahldichte f , Gleichung (2.25) und folgen-

den Annahmen ausgegangen:

• Die PBG wird für ein räumlich homogen-verteiltes Partikelsystem be-

trachtet. Die Verteilung berücksichtigt lediglich die Eigenschaftskoordi-

nate Partikeldurchmesser Dp . Die örtliche Verteilung für das homoge-

ne System bleibt unberücksichtigt und somit verschwindet der Term der

Partikelgrößenänderung infolge der konvektiven Durchströmung des Bi-

lanzelements.

• Da keine Partikelgrößenänderung infolge des Stoffaustausches berück-

sichtigt ist, wird der Term der Konvektion entlang der Eigenschaftskoor-

dinate Dp (der dritte Term in Gleichung (2.25)) vernachlässigt. Im Fall ei-

ner Partikeldurchmesseränderung infolge des Stoffaustausches kann die

Partikelgrößenänderung mit einer einfachen Modifikation in der Lösung

berücksichtigt und als Quellterm tabelliert werden. Dieser Term kann

dann in den Massenerhaltungsgleichungen der Strömungslösung einge-

setzt werden (Anhang A).

Unter diesen Voraussetzungen reduziert sich die eindimensionale PBG (2.25)

zu:

∂ f (Dp , t )

∂t
= SB −SD . (3.6)

In dieser Gleichung ist die zeitlichen Änderung der Partikelgrößenvertei-
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lung lediglich abhängig von den Quelltermen SB und SD , die die Änderung

des Partikeldurchmessers infolge der Dispersion und Koaleszenz von Bla-

sen beschreiben. Die PBG (3.6) für die Anzahldichte des Blasendurchmessers

f (Dp , t ) unter Berücksichtigung der Modelle für die Quellterme SB und SD

(Abschnitt 2.4) ergibt sich zu:

∂ f (Dp , t )

∂t
=

D2
p

2

∫ Dp

Dpmi n

λ((D3
p −D

′3
p )1/3,D

′

p) h((D3
p −D

′3
p )1/3,D

′

p)

f ((D3
p −D

′3
p )1/3, t ) f (D

′

p , t )
1

(D3
p −D

′3
p )2/3

dDp
′

+
∫ Dpmax

D

ν(D
′

p )β(Dp ,D
′

p) g (Dp ) f (D
′

p , t ) dDp
′

−
∫ Dpmax

Dpmi n

λ(Dp ,D
′

p)h(Dp ,D
′

p) f (Dp , t ) f (D
′

p , t ) dDp
′

−g (Dp ) f (Dp , t ). (3.7)

Im Abschnitt (2.4) wurden die kinetischen Parameter (g ,ν,β,h und λ) zur Mo-

dellierung von Blasenzerfall und -koaleszenz ausführlich diskutiert. An die-

ser Stell muss erwähnt werden, dass die Mechanismen der Blasenzerfall und

-koaleszenz auf der rechten Seite der Gleichung (3.7) nur für die realen Ver-

hältnisse der Partikel eingezetzt werden können. Mit den realen Verhältnis-

sen sind die realen Partikelgrößen (-durchmesser) und -anzahl gemeint. Da-

her stellt die Partikelanzahldichte f in Gleichung (3.7) die mit dem Volumen-

anteil der dispersen Phase aus der pNDF skalierte Partikelanzahldichte dar.

Sie ist an dem realen Partikeldurchmesser Intervall [D p mi n −Dp max] definiert.

Nachfolgend wird f (Dp , t ) als reale Partikelanzahldichte, während die pNDF

als funktionale Partikelanzahldichte f̃ (D, t ) bezeichnet. Die letzte ist an dem

normierten Intervall der Partikeldurchmesser [0 − 1] definiert. Im Abschnitt

(3.2.3.3) wird auf die Skalierung der Partikelgrößenverteilung näher eingegan-

gen.

Untersuchungen zur Repräsentierbarkeit der Anzahldichtefunktion in der
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PBG durch pNDF in einem dispersen Luftblasen-Flüssigkeits-System zeigen

eine sehr gute Übereinstimmung der zeitlichen Entwicklung von Blasen-

größenverteilungen (siehe Abschnitt (3.2.4)). Dabei wurde die direkten

PBG-Lösung mit der Lösung unter der Annahme der gestutzten Normalver-

teilung bzw. β-Funktion für die Blasenanzahldichte verglichen.

3.2.3.2 Lösungsmodell der PBG mit pNDF im Pre-processing

Für die numerische Behandlung der Blasengrößenverteilung werden die Bla-

sen entsprechend ihrer Größen in Blasenklassen eingeteilt. Da in den Quell-

und Senkentermen die Koaleszenz- und Zerfallsprozesse der Blasen über den

Blasendurchmesser bilanziert werden, wird weiterhin mit einer Aufteilung der

Durchmesserklassen gearbeitet. Die Diskretisierung nach dem Blasendurch-

messer hat den Vorteil gegenüber der Massendiskretisierung, dass bei äqui-

distanter Massendiskretisierung die Intervalle sehr ungleichmäßig über den

Blasendurchmesser verteilt sein können. Im Gebiet kleiner Blasen existieren

nur sehr wenige Blasenklassen, während im Bereich großer Blasen sehr viele

Klassen vorhanden sind. In Untersuchungen, die mit Massendiskretisierung

arbeiten, wird die Massenteilung auf eine anfängliche äquidistante Durch-

messerdiskretisierung aufgebaut. Das hier vorgeschlagene Modell für die Lö-

sung der PBG mit einer pNDF im Pre-processing ist als Flussdiagramm in Ab-

bildung (3.3) dargestellt und kann in folgenden Schritten gegliedert werden:

1. Diskretisierung der Partikelgrößenverteilung: Der gegebene Bereich des

Partikeldurchmessers [Dp mi n,Dp max] wird entsprechend der gewähl-

ten Anzahl an Größenklassen (NC ) äquidistant eingeteilt. Der mittlere

Durchmesser einer Klasse wird als charakteristischer Durchmesser (D p i )

betrachtet:

Dp i = Dp mi n +∆Dp

(

i −
1

2

)

, (3.8)

mit:

∆Dp =
Dp max −Dp mi n

NC
. (3.9)
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Diskretisierung der Partikeldurchmesser:
∆Dp, Dpi

Momente:            D, Var 
Größenspektrom: [Dpmin, Dpmax]
Größenklassen#:  Nc 
Volumenanteil:     αp

_

Iterative Bestimmung 
der pNDF-Parameter 

Ja

Nein
Drech=D±δD   

Varrech= Var±δVar

(δD, δVar: Toleranz)

_ _

Bildung der funktionalen Verteilung:

Funktionale Partikelverteilung
f(D;  µ, σ2) 

 

∼

pNDF

Normierung von D, Var, Dpi :

pNDF Erzeugungsparameter  
µ, σ2

 und  ∆D, Di ∈[0,1]

_

_

Skalierung der funk. Verteilung mit αp:

Reale Partikelverteilung zu t
f(t)(Dp; D, Var ) 

Strömungsparameter

_

Berechnung der Verteilungsmomente:

Reale Partikelverteilung Drech,Varrech 
 

Berechnung der Momente der 
neuen Verteilung bzw. der Quellterme:

 D(t+1),Var(t+1)  
 

_

Dispersion und Koaleszenz:

Reale Partikelverteilung zu t+∆t
f(t+1)(Dp; D, Var ) 

 
 

_

 SD, SVar
_

Abbildung 3.3: Flussdiagramm des Datenaufbereitungsschritts im entwickel-

ten Momenten-Modells
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2. Normierung der Verteilungmomente D̄ und Var bzw. des charakteristi-

schen Durchmessers Dp i :

µ=
D̄ −Dp mi n

Dp max −Dp mi n

, (3.10)

σ2 =
V ar

(Dp max −Dp mi n)2
, (3.11)

Di =
Dp i −Dp mi n

Dmax −Dp mi n

, (3.12)

wobei µ und σ2 die Erzeugungsparameter der funktionalen pNDF dar-

stellen, während D̄ und Var die Momente der realen Verteilung sind, für

sie die zusätzlichen Transportgleichung Gleichungen in dem CFD-Code

gelöst werden. Die mittleren Durchmesser (D i ) repräsentieren dann die

normierte charakteristischen Durchmesser in dem Intervall der Partikel-

durchmesser [0−1].

3. Mit den Erzeugungsparametern µ bzw. σ2 und einer pNDF (gestutz-
te Gauß- oder β-Verteilung) wird die funktionale Partikelverteilung

f̃ (D ;µ,σ2) gebildet und entsprechend des Volumenanteils der Partikel-

phase αp skaliert. Mit der Skalierung erhält man die Partikelanzahldichte

der realen Verhältnisse f (Dp , t ;D̄,Var ) zum Zeitpunkt t . Dieser Schritt

ist in Abschnitt (3.2.3.3) näher erläutert.

4. Die Partikelverteilung nach den Dispersionsvorgängen f (D p , t +
1;D̄ ,Var ) wird dann entsprechend der gegebenen Strömungspara-

meter und die Applikation der Zerfalls- und Koaleszenzmechanismen

auf die diskreten Klassen der realen Verteilung im Rahmen der PBG

(3.7) berechnet. Abbildung (3.4) zeigt den für die Berechnung der

Anzahldichte verwendeten Algorithmus schematisch auf:

(a) Diagramm a: zeigt die Partikelverteilung f (D p , t ;D̄,Var ) vor der Di-

spersion ,

(b) Diagramm b: zeigt die Anzahldichteänderung einer Durchmesser-

klasse (i ) infolge von Koaleszenz und Zerfall, wobei δnBi r th bzw.
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δnDeath das Anzahldichteinkrement und -dekrement der betrachte-

ten Klasse ist:

d

d t

∫ Dp i+ 1
2

Dp i− 1
2

f (Dp , t ) = δnBi r th −δnDeath (3.13)

(c) Diagramm c: stellt die Partikelanzahldichte f (D p , t + 1;D̄ ,Var ) im

nächsten Zeitschritt (nach der Dispersion) dar.

f [
#]

D [m]Di

a) Die Verteilung zum Zeitpunkt t 

f [
#]

D [m]

c) Die Verteilung zum Zeitpunkt t +1 

f [
#]

D [m]

b) Zerfall und Koaleszenz, Übergang von t  zu t +1

δf = δf   
Birth   - δf 

Death   

+δf   
Birth   

-δf
Death   

Di Di

Abbildung 3.4: Schematische Darstellung des Algorithmus zur Bestimmung

der Anzahldichteänderung aufgrund von Zerfall und Koales-

zenz von Blasen

5. Die Momente der nach dem Dispersionsvorgang entstehenden Vertei-

lung (D̄ (t+1) und Var (t+1)) werden dann numerisch berechnet. Aus den

Differenzen zwischen den Momenten der Verteilung vor und nach der

Dispersion werden die Quellterme SD̄ bzw. SV ar für den CFD-Zeitschritt

∆t ermittelt:

SD̄ = D̄(t+1)−D̄(t )

∆t

[ m

m3s

]

(3.14)

SV ar = V ar (t+1)−V ar (t )

∆t

[ 1

m3s

]

(3.15)

6. Die berechneten Quellterme werden anschließend in Look-up Tabellen

gespeichert und dem Strömungslöser zur Verfügung gestellt. Die Quell-
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terme werden zum Start der CFD-Rechnung aus den Look-up Tabel-

len vom CFD-Code ausgelesen und im Speicher hinterlegt. Während des

CFD-Berechnung werden die Quellterme entsprechend der lokalen Strö-

mungsparameter (D̄ ,V ar,αp,εt , etc.) in den Transportgleichungen der

Momente (Gl. 3.3 bzw. 3.4) zu jedem Zeitschritt eingesetzt.
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Abbildung 3.5: Schematische Darstellung der Repräsentierbarkeit der Parti-

kelanzahldichte durch eine funktionale Form

3.2.3.3 Bildung der Partikelanzahldichte mit Hilfe von pNDFs

Ein wichtiges Element der Datenaufbereitung im Pre-processing ist die

Bildung der Partikelanzahldichteverteilung mit angenommener pNDF (sie-
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he auch Schritt 3 der Lösung der PBG mittels pNDF (Absch. 3.2.3.2)). Im

Folgenden wird auf diesen Schritt 3 näher eingegangen. Die Behandlung

wird anhand einer funktionalen Verteilungen, der gestutzte Gauß -Verteilung

durchgeführt.

Ausgangssituation: Gesucht wird die reale Verteilung der Partikelgrößen, für

die die Momente D̄ und Var , der maximale und minimale Partikeldurch-

messer Dpmi n
und Dpmax und der Disperphasenvolumenanteil αp vorlie-

gen. Das Histogramm in Abbildung (3.5-oben) stellt die gesuchte Vertei-

lung dar. Das Histogramm kann durch die kontinuierliche funktionale

Verteilung (z.B. die durchgehende Linie in Abbildung (3.5-oben)) reprä-

sentiert werden.

Auswahl der pNDF: Die funktionale Verteilung kann eine beliebige pNDF

sein, die jedoch zur Darstellung der realen Partikelverteilung physika-

lisch sinnvoll sein soll. Sie muss die reale Verteilung zwischen der mi-

nimalen und maximalen Partikelgröße gut annähern können. Beispiels-

weise kann die Normal-Verteilung (duchgehende Linie in Abbildung 3.5-

oben ) das Histogramm der realen Partikelverteilung sehr gut repräsen-

tieren. Jedoch ist sie im Bereich −∞ < D p < +∞ definiert, was physika-

lisch nicht sinnvoll ist. Geeignete pNDFs können Verteilungen sein, die

in endlichen Bereichen definierbar sind, wie z.B. die β-Verteilung bzw.

die gestutzte-Gauß-Verteilung. Erstere ist per Definition im Bereich [0,1]

definiert. Die zweite stellt einen Teil der Normal-Verteilung zwischen 0

und 1 dar und ersetzt die abgeschnittenen Teile mit Hilfe eines Dirac Im-

puls bei D = 0 bzw. D = 1 (Abbildung 3.5-unten), siehe hierzu Abschnitt

(2.3.1.3) bzw. [7]. Da die Durchmesser Dmi n und Dmax nicht notwendi-

gerweise 0 und 1 sein müssen, besteht die Möglichkeit, die im Bereich

[0,1] definierten funktionalen Verteilungen auf die realen Verhältnisse in

den Bereich [Dmi n,Dmax] zu skalieren. Die gestutzte-Gauß-Verteilung ist
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wie folgt definiert:

f̃ (D) =







1
σ
p

2π
exp(−1

2 (D−µ
σ

)2), 0 < D < 1

1
2

erfc
(

µp
2σ

)

, D=0

1
2 erfc

(
1−µp

2σ

)

, D=1

(3.16)

Modifikation der pNDF: Wie bereits erwähnt wird die funktionale (gestutzte-

Gauß) Verteilung mit den aus den realen Verteilungsmomenten D̄ und

Var normierten Parametern µ und σ2 gebildet. Die resultierende funk-

tionale Verteilung besitzt nicht immer Momente, deren Werte den Er-

zeugungsparametern entsprechen. Dies is aufgrund der abgeschnittenen

Teile der Normal-Verteilung in dem Bereichen D ≤ 0 und D ≥ 1. Die Ab-

weichung ist abhängig von der Breite der Verteilung (σ2-Wert). Das Be-

deutet aber, dass die aus der funktionalen Verteilung skalierte reale Ver-

teilung nicht die selben Ausgangesmomente D̄ und Var aufweisen kann.

Um dieses Problem zu umgehen, wurde ein iteratives Verfahren entwi-

ckelt. Das Verfahren erzeugt eine anfängliche gestutzte-Gauß-Verteilung

mit den aus den realen Werten D̄ und Var normierten Verteilungspara-

meternµ und σ2. Die Momente der erzeugten Verteilung werden berech-

net und ggf. korrigiert, falls sie nicht mit den Erzeugungsparameter über-

einstimmen. Mit den korrigierten Werten der Momente wird eine neue

Verteilung erzeugt und deren Momente erneut berechnet und korrigiert

bis die Abweichung der errechneten Momente von der Erzeugungspara-

metern unterhalb eines zulässigen Fehlers liegt (Iteration). Dies garan-

tiert eine Übereinstimmung der Momente der mit Hilfe der gestutzte-

Gauss-Verteilung gebildeten realen Partikelverteilung mit der Ausgangs-

momenten D̄ und Var . Bei der Berechnung der Momente wird die Ver-

teilung unter Vernachlässigung der Maxima normiert, so dass die Eigen-

schaft der funktionalen pNDF (
∫

f (Dp)dDp = 1) erhalten bleibt.

Skalierung der pNDF zur realen Verteilung: Die Skalierung der normierten

gestutzten Normalverteilung (siehe vorherigen Schritt) mit Hilfe des
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3.2 Formulierung des Momenten-Modells

Volumenanteils der dispersen Phase soll die reale Partikelanzahldich-

teverteilung ergeben. Sie beschreibt die physikalischen Verhältnisse

der Partikelverteilung und weist deren Verteilungsmomente auf. Dieser

Schritt ist notwendig, damit die Dispersionsprozesse direkt auf die rea-

len Partikeldurchmesser einwirken können und somit eine komplizierte

Umformulierung der Kern-Funktionen der Dispersion vermieden wer-

den kann. Die Skalierung wird volumenbezogen durchgeführt, um zu

gewährleisten, dass das Volumen unter der Partikeldurchmesservertei-

lung (bezogen auf 1 m3) gleich dem Volumenanteil der realen Partikel ist.

Berechnet man die Momente der skalierten Verteilung, sollen sie gleich

der Ausgangsmomente D̄ und Var sein. Aus der Skalierung erhält man

schließlich die Verteilung f (D) in Abhängigkeit der Partikeldurchmesser.

Der Skalierungsfaktor γ berechnet man aus dem Gesamtvolumen

der Partikel unter der normierten Verteilung und dem Volumen der

realen Partikel.

γ=
V f

V f̃ .(3.17)

Das Volumen unter der realen Verteilung der Partikeldurchmesser, bezo-

gen auf 1 m3, muss dem Volumenanteil der dispersen Phase αp entspre-

chen:

αp =
V f

Vtot al

=
V f

1m3
→αp =V f , (3.18)

während das Volumen unter der funktionalen Verteilung V f̃ sich durch

numerische Integration über alle Größenklassen bestimmen lässt:

V f̃ =
∫

D3 f̃ (D)dD. (3.19)

Mit:

V f =
∫

D3
p f (Dp)dDp (3.20)

ergibt sich für eine diskrete Verteilung:

γ=
V f

V f̃

=
∑NC

i=1 Dp
3
i

f (Dp i ) dDp
∑NC

i=1 D3
i

f̃ (Di ) dD
. (3.21)
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Diese Beziehung muss bei einer diskreten Betrachtung der Verteilung in

Größenklassen für jede dieser Klassen erfüllt sein. Man kann daher auch

schreiben:
Dp

3
i f (Dp i ) dDp

D3
i

f̃ (Di ) dD
= γ. (3.22)

Stellt man nach f (Dp i ) um, erhält man die skalierte reale Anzahldichte

der Klasse i :

f (Dp i ) = γ
D3

i

Dp
3
i

dD

dDp

f̃ (Di ). (3.23)

.

3.2.4 Repräsentierbarkeit der Partikelengrößenverteilung durch eine
pNDF

Um die Repräsentierbarkeit der pNDF für die Anzahldichte in der PBG bei

zeitlicher Änderung der Partikelgrößenverteilung zu überprüfen, werden an

dieser Stelle die direkte Lösung der diskretisierten PBG mit der Lösung mit an-

genommenen Funktionen verglichen. Dabei wird auch die Diskretisierungs-

unabhängigkeit der numerischen Lösung der PBG und die Bestimmung der

minimal erforderlichen Größenklassenanzahl (NC ) untersucht.

Die Untersuchungen werden anhand eines homogen-verteilten dispersen

Luftblasen-Flüssigkeitssystems durchgeführt, in dem die zeitliche Änderung

der Blasengrößenverteilung durch Blasenkoaleszenz und -zerfall hervorge-

rufen wird. Die zeitliche Änderung der Blasenverteilungsmomente bzw. der

Phasengrenzflächen beider Lösungen werden dabei verglichen. Mit dem Vo-

lumenanteil der dispersen Blasenphase wird die Erhaltung des Volumens bzw.

der Masse überprüft. Zwei funktionale Verteilungen werden für die Blasenan-

zahldichte in der PBG (3.7) eingesetzt: die gestutzte Normalverteilung und die

β-Funktion.

Die Simulation der zeitlichen Blasengrößenänderung wird in drei Varianten

durchgeführt: zuerst mittels Blasenzerfall, danach allein unter Berücksich-

tigung der Koaleszenz und schließlich mit beiden Prozessen – Zerfall und

Koaleszenz. Diese Vorgehensweise ermöglicht die getrennte Betrachtung des
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Verhaltens der Blasen unter Zerfall und Koaleszenz. Darüberhinaus kann

ermittelt werden, inwieweit die pNDF die Blasenanzahldichte unter Be-

rücksichtigung der einzelnen Prozesse repräsentieren kann. Zudem können

mehrere Zerfallsfrequenzmodelle, wie sie im Kapitel (2.4.1) beschrieben sind,

eingesetzt und deren Eigenschaften veranschaulicht werden.

3.2.4.1 Abhängigkeit der PBG-Lösung von der Partikelklassenanzahl:

Die Diskretisierungsunabhängigkeit der Partikelgrößenverteilung für die di-

rekte PBG-Lösung wurde anhand eines Luftblasensystems mit dem Blasen-

größenspektrum von 0 − 10 mm für das System mit Zerfall und von 0 − 20

mm für das System mit Koaleszenz untersucht und festgelegt. Dabei wur-

de die Simulation mit variierender Klassenanzahl (NC = 10,20, ...,200) für

das Blasenspektrum durchgeführt. Das Blasenzerfallmodell von Grienberger

(Gleichung (2.44)) wird dabei benutzt. Die Tochterblasenverteilung wird un-

ter der Annahme binären Blasenzerfalls mit der von Lee vorgeschlagenen β-

Tochterblasenverteilung (Gleichung (2.47)) bestimmt. Für die Kollisionsfre-

quenz und Koaleszenzeffizienz werden folgende im Abschnitt (2.4.2) disku-

tierten Modelle verwendet:

• Es wird lediglich die turbulenzinduzierte Blasenkollision mit dem Ansatz

nach Prince und Blanch (Gleichung (2.49)) berücksichtigt.

• Für die Koaleszenzeffizienz wird der von Coulaloglou formulierte expo-

nentielle Ansatz, Gleichung (2.55) verwendet.

• Die Kontaktzeit wird mit Gleichung (2.56) unter der Annahme von ku-

gelförmigen Blasen und keine Blasendeformation bestimmt. Die Koales-

zenzzeit wird nach Kirckpatrick mit Gleichung (2.58) und mit dem Di-

ckenverhältnis des Flüssigkeitsfilms
h f ,0

h f ,kr i t
= 100 gerechnet.

Dabei zeigte sich, dass ab einem Wert von NC = 100 für die Größenklassenan-

zahl das Blasenvolumen erhalten bleibt. Dies Aussage gilt, wie es in den Ab-
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bildungen (3.6-d) und (3.7-d) veranschaulicht wird, sowohl für die Simulation

mit Zerfall als auch für die mit Koaleszenz. In Abbildung (3.6-c) und (3.7-c) ist

die zeitliche Entwicklung der spezifischen Phasengrenzfläche für die verschie-

denen Klassenanzahlen dargestellt. Erst bei einer Klassenanzahl von NC > 90

nimmt die spezifische Phasengrenzfläche ihren endgültigen Verlauf über die

Simulationszeit an. In einem dispersen Zweiphasenströmungssystem ist die

akurate Ermittlung der Phasengrenzflächen entscheidend, da über sie Ener-

gie, Impuls und Stoff zwischen den Phasen ausgetauscht wird.

Die zeitliche Änderung des Mittelwerts bzw. der Varianz der Blasengrößenver-

teilung sind ebenfalls in Abbildung (3.6-a bzw. -b) für das koaleszenzgehemm-

te System und in Abbildung (3.7-a bzw. -b) für das System mit ausschließli-

cher Koaleszenz dargestellt. Für das System mit Zerfall nimmt der Mittelwert

mit der Zeit ab und die Masse der kleinen Blasen konzentriert sich in einer

schmalen Verteilung (d.h. Abnahme der Varianz) in den Klassen der geringe-

ren Durchmesser. Bis auf die Lösung mit NC = 10 zeigen die Kurven von Mit-

telwert und Varianz änliche Verläufe für alle Variationen der Klassenanzahl.

Bei der Blasenkoaleszenz zeigt sich ein unphysikalisches Verhalten der Lö-

sung für ein Blasensystem mit dem Spektrum von 0−10 mm bereits nach we-

nigen Schritten der Simulationszeit, insbesondere für niedrige Klassenanzah-

len NC < 10. Deswegen wurden die Koaleszenzsimulationen an einem Bla-

sensystem mit einem Dmi n = 0 und Dmax = 20 mm durchgeführt. Diese ex-

treme Divergenz der PBG-Lösung mit Koaleszenz an schmalem Blasenspek-

trum gegenüber der Lösung mit Zerfall kann in der Natur der Kernfunktionen

beider Prozesse liegen. Bei dem Zerfallprozess bestimmt die Tochterblasen-

verteilungsfunktion, dass die aus dem Zerfall einer Mutterblase V resultieren-

den Tochterblasen in Blasenklassen zwischen Vmi n und V verteilt sind. Dabei

bleibt das Volumen erhalten. Bei der Kolaeszenz können Blasen koaleszieren,

so dass das Volumen der neugebildeten Blase außerhalb des angenommenen

maximalen Blasenvolumens liegt. Wenn das Blasengrößenspektrum mit we-

nigen Klassen diskretisiert wird, steigt die Häufigkeit von Kolaeszenzereignis-

sen, die Blasen von V >Vmax ergeben und es kommt schnell zur Divergenz der

Lösung. Diese Erscheinung kann vermieden werden, indem Vmax als sehr groß

angenommen wird, was wiederum eine große Klassenanzahl bedingt und da-

mit erhöhten Rechenaufwand verursacht.
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Abbildung 3.6: Abhängigkeit der PBG-Lösung von Größenklassenanzahl NC

nur mit Zerfall: a) und b) die zeitliche Entwicklung der Ver-

teilungsmomente Mittelwert und Varianz, c) die Evolution der

Phasengrenzfläche der Blasen und d) die Erhaltung des Volu-

mens über die Simulationszeit.

Es können anhand der Untersuchungen der direkten Lösung der PBG folgen-

de Schlüsse gezogen werden:

1. Für die untersuchten Blasensysteme mit Zerfall und Koaleszenz ändern

sich die charakteristischen Größen, der Mittelwert und die Varianz der

Größenverteilung sowie der Volumenanteil und die spezifische Phasen-

grenzfläche der dispersen Blasen nur noch marginal ab einer Größen-

klassenanzahl (NC ) größer als 100. Ab diesem Wert kann von einer

Diskretisierungsunabhängigkeit der PBG-Lösung ausgegangen werden.
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Abbildung 3.7: Abhängigkeit der PBG-Lösung von Größenklassenanzahl NC

nur mit Koaleszenzs: a) und b) die zeitliche Entwicklung der

Verteilungsmomente Mittelwert und Varianz, c) die Evoluti-

on der Phasengrenzfläche der Blasen und d) die Erhaltung des

Volumens über die Simulationszeit.

Allerdings liegt der Fehler ab einer Größenklassenanzahl von 50 auch

schon im akzeptablen Bereich von < 0.05, was in Hinblick auf erzielbaren

Rechenzeitverkürzung durchaus attraktiv ist.

2. Die Blasenkoaleszenz erfordert ein breites Partikelgrößenspektrum mit

einem Vmax viel größer als die Volumena der Partikel im Bereich der Ko-

aleszenzereignisse, um die Erhaltung des Blasenvolumens zu garantie-

ren. Dies ist bedingt durch die Kernfunktion von Koaleszenz. Beim Bla-

senzerfall stellt sich dieses Problem nicht, da die Tochterblasenverteilung

die beim Zerfallereigniss entstehenden Tochterblasen im betrachteten
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Blasenspektrum wieder verteilt.

3. Die Diskretisierung der PBG mit einer für die Genauigkeit der Lösung

ausreichenden Klassenanzahl in der Strömungsberechnung (CFD) erfor-

dert einen enormen Rechenaufwand. Dies übersteigt gegenwärtig zur

Verfügung stehende Rechenressourcen.

3.2.4.2 Repräsentierbarkeit der Blasenanzahldichte durch pNDF

Aufbauend auf die Ergebnisse der Diskretisierungsabhängigkeit der PBG-

Lösung im vorherigen Abschnitt werden die Untersuchung der Repräsentier-

barkeit der Partikelanzahldichte durch eine pNDF mit einer Größenklassen-

anzahl von 100 durchgeführt.

Zunächst wird die Simulation mit Koaleszenz für ein Blasensystem mit einem

Blasenspektrum von 0−20 mm analysiert. Dabei wird die direkte Lösung der

PBG mit ihrer Lösung für die funktionalen Verteilungen: gestutze Gauß- und

β-Verteilung verglichen. Für die Kollisionsfrequenz und Koaleszenzeffizienz

werden die im vorigen Abschnitt verwendeten Modelle eingesetzt.

Abbildung (3.10) zeigt Momentaufnahmen der Blasengrößenverteilung zu

verschiedenen Zeitschritten der Simulation mit Koaleszenz. Dabei ist ersicht-

lich, dass die Anzahldichteverteilung der Blasen durch die β-Verteilung sehr

gut angenähert wird, während die gestutzte Gauß-Verteilung weniger gut

zur Repräsentation der zeitlichen Entwicklung der Blasengrößenverteilung

geeignet ist. Die β-Verteilung entwickelt sich so, dass sie nahezu eine Form

identisch zu der durch Koaleszenz resultierenden Verteilung zu jedem Zeit-

schritt annimmt. Dieses Verhalten wird auch quantitativ mit der zeitlichen

Entwicklung der Verteilungsmomente D̄ und Var (Abbildung (3.8-a und

b)) sowie der spezifischen Phasengrenzfläche (Abbildung (3.8-c)) bestätigt.

Die gestutzte Gauß-Verteilung gibt den Mittelwert der Verteilung mit guter

Genauigkeit wieder, scheitert jedoch durch ihre symmetrische Natur bei der

Wiedergabe der Verteilungsbreite, vergleich Abbildung (3.10). Dies wird auch

in der ungenauen Reproduktion der spezifischen Phasengrenzfläche deutlich.

Das Volumen der Blasen bleibt bei den Lösungen mit beiden funktionalen

73



Das Momenten-Modell

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
5

6

7

8

9

10

11

12

Zeit [s]

M
W

 [m
m

]

(a) Zeitliche Entwicklung des Mittelwerts

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

2

4

6

8

10

12

Zeit [s]

VA
R 

[m
m

2 ]

(b) Zeitliche Entwicklung der Varianz

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
20

25

30

35

40

45

50

55

60

Zeit [s]

Ph
as

en
gr

en
zf

lä
ch

e 
[m

2 /m
3 ]

(c) Zeitliche Entwicklung der Blasengrenzfläche

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0.04

0.042

0.044

0.046

0.048

0.05

0.052

0.054

0.056

0.058

0.06

Zeit [s]

V
o

lu
m

e
n

a
n

te
il

 [
−

]

(d) Volumenerhaltung

Direke Lösung β  - Verteilung Gestutzt−Gauß

Abbildung 3.8: Vergleich direkter Lösung der PBG mit der Lösung mit pNDF

unter Berücksichtigung nur von Koaleszenz

Verteilungen erhalten. Das Verhalten ist durch die zeitliche Enwicklung des

Volumenanteils in Abbildung (3.8-d) zu erkennen.

Weiterhin wird die Repräsentierbarkeit der Anzahldichteverteilung durch

die pNDF in einem kolaeszenzgehemmten dispersen System mit einem Bla-

senspektrum von 0−10 mm untersucht. Hier wird die PBG ebenso direkt und

mit den beiden oben verwendeten pNDFs gelöst und die charakteristischen

Größen der Lösungen miteinander vergleichen. Die Lösungen werden mit

den verschiedenen im Abschnitt (2.4.1) diskutierten Zerfallfrequenzmodellen

durchgeführt. Drei Blasenzerfallsmodelle werden eingesetzt und einander
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Abbildung 3.9: Zerfallfrequenz nach Hesketh, Grienberger und Lee

gegenübergestellt. Im Einzelnen sind dies das Modell von Hesketh (Gl. (2.40))

mit der kritischen Weber-Zahl Wekr i t = 1.1 nach [27], das Lees Modell (Gl.

(2.43)) und der Ansatz von Grienberger (Gl. (2.44)). Die Tochterblasenver-

teilung wird unter der Annahme binären Blasenzerfalls mit der von Lee

vorgeschlagenen β-Tochterblasenverteilung (Gl. (2.47)) bestimmt.

Die Diskussion der Ergebnisse lässt sich wie folgt unterteilen:

1. Gegenüberstellung der drei verwendeten Zerfallsfrequenzmodelle. Der

Vergleich wird anhand der direkten Lösung der PBG mit den drei unter-

suchten Modellen durchgeführt.

2. Untersuchung der Repräsentierbarkeit der direkten Lösung durch die Lö-

sung mit den pNDFs. Die Ergebnisse werden durch den Vergleich der di-

rekten Lösung der PBG mit den Lösungen der zu prüfenden pNDFs, der

gestutzten Gauß- und der β-Verteilung diskutiert.

Abbildung (3.11) zeigt Momentaufnahmen der Blasengrößenverteilung zu be-

stimmten Punkten der Simulationszeit mit den drei untersuchten Zerfallsmo-

dellen. In Spalte a) wird die Lösung nach Hesketh, in Spalte b) die Lösung nach
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Abbildung 3.10: Vergleich direkter Lösung der PBG mit der Lösung mit pNDF

unter Berücksichtigung nur von Koaleszenz
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Lee und in Spalte c) die nach Grienberger gezeigt. In der Abbildung ist die di-

rekte Lösung neben den Lösungen mit den beiden pNDFs dargestellt. Zuerst

wird die direkte Lösung der PBG betrachtet, um die unterschiedlichen Mo-

delle der Zerfallfrequenz miteinander zu vergleichen. In der ersten Reihe der

Abbildung sind die Anfangsverteilungen der Blasengrößen gezeigt. Alle drei

Simulationen gehen von der selben Anfangsverteilung, der Normalverteilung

mit D̄ = 5 mm und Var = 1 mm2 aus. Das Hesketh Modell mit der Annahme

eines maximalen stabilen Durchmessers D zer f al l (Abschnitt (2.4.1.1)), unter-

halb dessen die Blasen stabil sind und nicht weiter zerfallen, zeigt eine Uns-

tetigkeit der Lösung bereits in den ersten Zeitschritten. Die Unstetigkeitsstelle

liegt für die Simulationsbedingungen bei D zer f al l = 2,7 mm. Das Modell ar-

beitet mit einer konstanten Zerfallfrequenz für die Blasen mit dem Durchmes-

ser D > Dzer f al l . Diese Frequenz hat den Wert von 80 1/s und stellt damit die

höchste Zerfallfrequenz bei den betrachteten Modellen dar (Abbildung 3.9).

Diese Frequenz verursacht die hohe Änderungsrate der Blasengrößenvertei-

lung mit dem Zerfallsmodell nach Hesketh, und ist quantitativ an Hand der

zeitlichen Änderung von Mittelwert, Varianz und Phasengrenzfläche in Abbil-

dung (3.12) zu erkennen. Der Mittelwert und die Varianz der Blasengrößen-

verteilung nehmen schnell ab. Die Blasen mit dem Durchmesser D > D zer f al l

zerteilen sich innerhalb kurzer Zeit (t = 0.05 s), sammeln sich in dem Durch-

messerbereich D < Dzer f al l = 2,7 mm an und zerfallen nicht weiter. Die kon-

stant bleibenden Werte von D̄ , Var und Phasengrenzfläche über dem Rest der

Simulationszeit t > 0.05 s (Abbildung 3.12-Spalte a) verdeutlicht dieses Verhal-

ten. Zieht man die Modell von Lee und Grienberger zum Vergleich heran, zei-

gen die beiden Modell ähnliches Verhalten bezüglich der zeitlichen Änderung

der Blasengrößenverteilung sowie der Entwicklung des Mittelwerts, der Vari-

anz und der spezifischen Phasengrenzflächen (Spalte b und c in Abb. (3.11)

und (3.12)). Beide Modell unterscheiden sich jedoch von dem Modell nach

Hesketh in dem kontinuierlichen Blasenzerfall.

Der Unterschied zwischen dem Modell von Lee und von Grienberger liegt dar-

in, dass das Lee’sche Modell bei größeren Blasen eine höhere Stabilität bzw.

niedrigere Blasenzerfallsfrequenz ergibt (Abschnitt 2.4.1.1). Mit den Konstan-

ten C1 und C2 beider Modell kann man die Zerfallsfrequenzraten abstimmen.

Jedoch besteht nur die Möglichkeit, entweder die Zerfallfrequenz der kleinen
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Blasen oder die der größeren Blasen beider Modell aufeinander abzustimmen,

wie es in Abbildung (3.9) dargestellt ist. Bei der Änderung von C1 und C2 in

Lees Modell ergibt sich die gleiche Zerfallfrequenz wie Grienberger für niedri-

ge C1-Werte und identische Zerfallfrequenzraten wie bei Hesketh für hohe C1-

Werte. Die Ergebnisse in den hier durchgeführten Vergleichen sind für kleine

Werte von C1 in Lees Modell gültig. Das bedeutet, dass das Modell von Lee mit

dem Modell von Grienberger für kleine Blasen abgestimmt ist. Dies ist, auch

ersichtlich aus den höheren Werten des Mittelwerts und der Varianz für das

Leesche Modell, da die großen Blasen nach Lee mit kleiner Frequenzrate zer-

fallen. Betrachtet man die Entwicklung des Volumenanteiles der diskutierten

Modelle in Abbildung (3.12), stellt man fest, dass das Volumen bei allen Mo-

dellen erhalten bleibt.

Für die Untersuchung der Repräsentierbarkeit der Anzahldichte in der PBG

für die gestutzte Gauß- bzw. die β-Verteilung wird mit dem Modell von Grien-

berger gearbeitet. Der Grund hierfür sind die unphysikalischen Eigenschaf-

ten der anderen Modelle wie die Unstetigkeit und konstante Zerfallsfrequenz

bei Heskeths Modell und die niedriger werdende Zerfallsfrequenz für größer

werdende Blasen in Lees Modell. Konzentriert man sich auf die Lösungen der

PBG mit der gestutzten Gauß und β-Verteilung für das System mit Zerfall (Ab-

bildung (3.11)) und vergleicht man dabei die zeitliche Änderung der Blasen-

größenverteilung beider Lösungen mit der direkten Lösung, so stellt man fest,

dass

• die β-Verteilung erneut eine sehr gute Übereinstimmung mit der direk-

ten Lösung der PBG zeigt

• und die gestutzte Gauß-Verteilung wieder aufgrund ihrer symmetrischen

Form weniger für die Repräsentation der Blasendurchmesserverteilung

geeignet ist.

• beide funktionale Formen die Blasengrößenverteilung nach Hesketh in-

folge der Unstetigkeit in der Lösung nicht mit der guter Genauigkeit re-

präsentieren können.

Abbildung (3.12) zeigt die ideale Übereinstimmung der β-Lösung mit der
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direkten Lösung anhand des zeitlichen Verlaufs von Mittelwert, Varianz und

Phasengrenzfläche. Dass die gestutzten Gauß-Verteilung zur Repräsentation

der Anzahldichte in der PBG nicht anwendbar ist, verdeutlicht der Verlauf

der Varianz und der Phasengrenzflächen. Jedoch zeigen alle Lösungen eine

genaue Wiedergabe des Volumenanteiles der dispersen Phase.

Für die Repräsentierbarkeit der pNDF unter Berücksichtigung von Bla-

senzerfall und Koaleszenz wurde die PBG (3.6) mit Quell- und Senkentermen,

die sich jeweils aus dem Zerfall und Koaleszenz ergeben, diskretisiert und ge-

löst. Die Lösung erfolgte, wie bei den oben diskutierten separaten Prozessen,

direkt und mit der angenommenen Verteilungen. In den den Abbildungen

(3.13) und (3.14) sind die Ergebnisse miteinander verglichen. Es zeigt sich

wieder die Eignung der β-Verteilung zur Repräsentation der Lösung der PBG.

Aufbauend auf den Ergebnissen dieses Abschnitts können folgende Schlüsse

gezogen werden:

1. Die β-Verteilung eignet sich hervorragend als angenommene funktiona-

le Verteilung für die Anzahldichteverteilung in der PBG (3.6)

2. Das Grienberger Zerfallsmodell kann zur Berechnung der Validierungs-

fälle in dieser Arbeit benutzt werden.
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3.3 Generierung von Look-up Tabellen

Im Rahmen des Momenten-Modells wird die Populationsbilanzgleichung mit

Hilfe einer angenommenen Partikelgrößenverteilung in dem Pre-processor

Schritt gelöst und die Lösung in Form von Look-up Tabellen hinterlegt. Aus

diesen Tabellen werden in der numerischen Strömungsberechnung (CFD) die

Quellterme für die zusätzlichen Transportgleichungen für Mittelwert und Va-

rianz der Partikelgrößenverteilung berechnet. Die Theorie hierzu wurde im

vorherigen Abschnitt bereits erläutert. Sämtliche hier verwendeten Zahlen-

werte beziehen sich auf die Look-up-Tabellen, die für die Validierung des

entwickelten Modells anhand des Rührkesselexperiments erstellt wurden. Es

sei angemerkt, dass für einen anderen Anwendungsfall diese Einstellungen

selbstverständlich überprüft werden müssen.

Die Generierung der Look-up Tabellen geschieht im wesentlichen durch eine

Parametervariation der Größen Mittelwert und Varianz einer Partikelanzahl-

dichtefunktion, des Volumenanteils der dispersen Partikelphase sowie der

Strömungsparameter, die die Dispersionsprozesse bestimm. Für jede Kombi-

nation wird die PBG gelöst und die Momente der resultierenden Verteilung

berechnet. Als Eingangswerte werden die Minima und Maxima aller vier Para-

meter sowie die Anzahl ihrer Variationsschritte abgebildet. Diese Werte wer-

den aufgrund von Erfahrung mit dem zu simulierenden dispersen System ab-

geschätzt. Experimentelle Daten oder auch eine einphasige Simulation mit

der kontinuierlichen Phasen können dabei eine Orientierungshilfe anbieten.

Durch entsprechende Modell-Routinen wird für jede Kombination der o.g.

Parametergrößen eine diskrete pNDF aus Mittelwert, Varianz und dispersem

Volumenanteil generiert. Diese stellt die Partikelgrößenverteilung zum Zeit-

punkt t dar. Die Diskretisierung dieser pNDF geschieht dabei anhand des Par-

tikeldurchmessers in den einzelnen Partikelgrößenklassen. Dabei soll die Dis-

kretisierungsunabhängigkeit berücksichtigt werden. Die für eine diskretisie-

rungsunabhängige Lösung notwendige Größenklassenanzahl kann dem vori-

gen Abschnitt entnommen werden oder analog zu den dort durchgeführten

Untersuchungen bestimmt werden.
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Die Dispersion der Partikelgrößenklassen erfolgt anschließend anhand der

Lösung der diskretisierten PBG. Daraus resultiert die Verteilung der Partikel-

größen zum nächsten Zeitpunkt t +∆t . Aus dieser Verteilung werden die Mo-

mente D̄ und Var bestimmt. Diese Berechnung ist für Mittelwert und Varianz

unabhängig vom dispersen Volumenanteil, da dieser praktisch nur als Skalie-

rungsfaktor für die pNDF dient. Damit ergibt sich jeweils eine Look-up Tabelle

mit 3+n Dimensionen für die Werte von Mittelwert bzw. Varianz zum Zeit-

schritt t +∆t in Abhängigkeit der Parametergrößen Mittelwert, Varianz, Volu-

menanteil und n Strömungsparameter zum Zeitschritt t . Die Quellterme für

Mittelwert und Varianz werden, wie schon erwähnt, in der numerischen Strö-

mungsberechnung ermittelt. Es hat sich gezeigt, dass dieses Vorgehen weni-

ger fehlerbehaftet ist als eine direkte Tabellierung der Quellterme. Der Grund

hierfür liegt in der größeren Streuung des Wertebereichs der Quellterme und

dem daraus resultierenden größeren Interpolationsfehler. Dies würde sich nur

durch eine Erhöhung der Diskretisierung des zu tabellierenden Wertebereichs

verbessern, was zu einer unnötigen Erhöhung des Rechenzeitbedarfs im Pre-

processing führen würde, während in der Strömungsberechnung (CFD) ledig-

lich eine einfache algebraische Beziehung zu lösen ist.

Die Look-up Tabelle kann von strukturierter oder unstrukturierter Art sein.

Die Art der Look-up Tabelle kann durch die Dimensionen der Tabelle be-

stimmt werden. Für kleine Dimensionen der Tabelle (n < 5) kann die struktu-

rierte Generierung der Tabelle und einfache Suchalgorithmen besser geeignet

sein. Für größere Dimensionen kann jedoch die strukturierte Generierung der

Tabellen zu rechenintensiv sein. Die resultierenden Tabellen haben außerdem

einen sehr großen Bedarf an Speicher und erfordern aufwendige Suchalgo-

rithmen. Für die Generierung von unstrukturierten Tabellen können adaptive

Generierungsmethoden eingesetzt werden. Eine Methode ist bei Gharaibah et

al. [30] detailliert beschrieben.
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