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Rayleigh-Benard Konvektion in Wasser im Bereich der Dichteanomalie *

G. P. Merker, Karlsruhe und J. Straub, Miinchen

Rayleigh-Benard Convection in Water with Maximum
Density Effects

Abstract. Maximum density effects on the heat transfer through a
horizontal water layer cooled from below with 0°C have been
experimentally studied. After onset of convection two different
regions are observed, a convection layer between the lower cold
wall and the 4°C — isotherm and a superimposed conduction
layer. The temperature of the interface between the convection
and conduction layer increases with time and approaches asymp-
totically 8 °C. The relative height of the convection layer which
increases with time also approaches a constant value for the case
that the temperature of the upper boundary is kept constant.
Using the height of the convection layer as the characteristic
length scale the measured data follow very closcly the empirical
relation Nuy =0.073 Rag'g. The exponent in this relation is
identical with that for fluids without maximum density but the
Nusselt-number is about 22% lower,

Zusammenfassung. Der Einflu der Dichteanomalie auf den
Wirmetransport in einer von unten mit 0 °C gekiihlten horizon-
talen Wasserschicht wurde experimentell untersucht. Nach dem
Einsetzen der Konvektion sind zwei Bereiche vorhanden, eine
Konvektionsschicht zwischen der Kiihlplatte und der 4 °C-Iso-
thermen und ¢ine dariiberliegende Schicht, in der reine Wiarme-
leitung herrscht. Die Temperatur der Bereichsgrenze zwischen
Konvektions- und Wiarmeleitungsschicht steigt mit der Zeit
asymptotisch bis auf 8 °C an. Die relative Hohe der Konvektions-
schicht, die ebenfalls mit der Zeit ansteigt, nihert sich einem
konstanten Wert fiir den Fall, daB die Temperatur der Wasser-
oberseite konstant gehalten wird. Mit der Hohe der Konvektions-
schicht als der charakteristischen Liinge lassen sich die MeBwerte
sehr gut durch die empirische Bezichung Nu,=0,073 Rag’3
wiedergeben. Der Exponent in dieser Beziehung ist identisch mit
dem fiir normale Fluide, die resultierende Nufelt-Zahl ist dage-
gen um etwa 22% kleiner.

Bezeichnungen

a Temperaturleitfihigkeit

b=Vioc Wirmeeindringkoeffizient
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! Zeit
z Hohenkoordinate
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B isobarer Volumenausdehnungskoeffi-
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4 Temperatur in °C
A Wirmeleitfihigkeit
v kinematische Viskositit
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h auf die Hohe # der Konvektions-
schicht bezogen
H auf die Gesamthohe H bezogen
i Grenze zwischen K onvektions- und
Wirmeleitungsbereich, bei der
Hohez=#
0 Anfangstemperatur zum Zeitpunkt
t=0
| Kihlplatte, z=0
2 Heizplatte, z= H
x Konvektion
7 Wirmeleitung

1 Einleitung

Das Einsetzen und die Ausbildung der Konvektion in
einer von unten beheizten Fluidschicht, das sog. Ray-
leigh-Benard Problem, ist sowohl experimentell als theo-
retisch hidufig untersucht worden, ist aber nach wie vor im
Hinblick auf das Verstindnis der Konvektion in Sternen
von Seiten der Astrophysik als auch im Rahmen der
Turbulenzforschung von Seiten der Stromungsmechanik
und der Warmeibertragung aktuell. Eine Zusammenfas-
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Bild 1a—c. Temperaturprofile bei der Kiithlung einer Wasserschicht von unten. a Reine Wirmeleitung, — — — — Dichteprofil, b instatio-

nire Konvektion, ¢ stationdre Konvektion

sung der Ergebnisse haben Chandrasekhar [1] und in
neuerer Zeit Koschmieder [2] und Joseph [3] gegeben.

Im Gegensatz zum klassischen Fall der Beheizung
eines normalen Fluids bildet sich bei der Kithlung einer
Wasserschicht von unten bei Temperaturen unterhalb von
4°C infolge der Dichteanomalie (Dichtemaximum bei
etwa 4°C) iiber der Kiihlplatte eine instabile Dichte-
schichtung aus, in der nach einer bestimmten, sog. kriti-
schen Zeit, Konvektion einsetzt, Merker [4]. Mit dem Ein-
setzen der Konvektion entstehen zwei Bereiche, eine
Konvektionsschicht, die sich zunichst von der Kiihlplatte
bis zur 4 °C-Isotherme erstreckt und eine ruhende Schicht
oberhalb der 4 °C-Isotherme, in der Warme ausschlieB3-
lich durch Leitung transportiert wird. Fiir die weitere Be-
trachtung werden zwei Fille unterschieden, der zeitab-
héngige und der stationire Fall.

Ist die Anfangstemperatur der Wasserschicht wesent-
lich groéBer als 4°C (z. B. 20 °C), so wird die HShe der
entstehenden Konvektionsschicht klein im Vergleich zur
gesamten Hohe H der Wasserschicht sein (Bild 1 a, b).
Die Wassertemperatur nahe der oberen Begrenzung wird
sich zundchst nicht merklich indern. Die Wirmelei-
tung und die daraus resultierende Temperaturverteilung
in der ruhenden Schicht kénnen fiir kleine Zeiten nihe-
rungsweise mit dem Modell des halbunendlichen Korpers
berechnet werden, Grigull [5]. Sowohl die Konvektions-
hohe & als auch die Temperatur der Grenze zwischen
Konvektions- und Leitungsbereich nehmen mit der Zeit
zu. Wird durch entsprechende Gegenheizung die Tempe-
ratur der oberen Begrenzung konstant gehalten, so bildet
sich allm@hlich ein stationdrer Zustand aus (Bild 1¢).

Die unterschiedlichen Dichte- und Temperaturprofile,
die sich bei der Heizung eines normalen Fluids und bei
der Kithlung von Wasser von unten ausbilden, sind in
Bild 2 dargestellt. Bei der Beheizung eines normalen
Fluids von unten ist die resultierende Dichteschichtung
iiber die gesamte Hohe instabil, Bild 2a. Wird dagegen
eine Wasserschicht der Anfangstemperatur 3, > 4 °C mit
Wandtemperaturen &, < 4°C von unten gekiihlt, so ist
nur die Dichteschichtung zwischen der Kiihlplatte und
der 4 °C-Isothermen instabil, Bild 2b. Des weiteren sind
die beiden Dichteprofile nicht &dhnlich. Wihrend die
Dichte fiir den Fall des normalen Fluids mit der H&he

kontinuierlich zunimmt, nimmt die Dichte bei Wasser
oberhalb der 4 °C-Isothermen wieder ab. Anhand dieser
Uberlegungen wird z. B. deutlich, daB fiir den Fall der
Kiihlung von Wasser die gesamte Hohe der Wasserschicht
nicht die charakteristische Linge zur Beschreibung der
Konvektion sein kann. Ferner ist auch die Dichtedifferenz
iiber der Hohe % der Konvektionsschicht nicht charakte-
ristisch, da die Dichte innerhalb der Konvektionsschicht
ein Maximum aufweist.

Wiahrend theoretische Ansdtze zur Berechnung des
Einsetzens der Konvektion in von unten gekiihlten Was-
serschichten in [4] ausfiihrlich diskutiert sind, wird im
folgenden iiber experimentelle Untersuchungen zur Ent-
wicklung der zeitabhingigen und der stationdren Konvek-
tion und iber den dabei auftretenden Warmetransport
berichtet.

2 Versuchsanlage

Als Versuchsbehilter diente ein zylindrischer doppelwan-
diger Plexiglasbehidlter mit 450 mm Innendurchmesser,
der bis zu einer Hohe von 400 mm mit Wasser gefiillt
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Bild 2a und b. Temperatur- und Dichteprofile in einer horizon-
talen Fluidschicht fiir den Fall der a Heizung eines normalen
Fluids, — — —— vor und — nach dem Einsetzen der Konvek-
tion, b Kiihlung von Wasser mit $, =0°C, — —— — vor und —
nach dem Einsetzen der Konvektion
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werden konnte. Die Kiihiplatte aus Aluminium enthielt
eine als Doppelspirale ausgebildete Kiihlschlange mit
einem freien Strémungsquerschnitt von 8 x 8 mm. Bei
allen Versuchen war die Kiihlplattentemperatur konstant
0°C. Die Heizplatte auf der Wasserschichtoberseite war
identisch zur Kiihlplatte.

Das Temperaturprofil iiber die Hohe der gesamten
Wasserschicht wurde mit einem iiber die Héhe konti-
nuierlich verfahrbaren Ni-CrNi-Thermoelement gemes-
sen. Die Struktur der resultierenden Konvektion wurde
sowohl durch Zugabe von Tinte als auch mit pH-Indika-
toren sichtbar gemacht (Merzkirch [6]).

3 Versuchsergebnisse

3.1 Instationdrer Fall

Das gemessene Temperaturprofil zu verschiedenen Zeiten
ist in Bild 3 dargestellt, wobei links der strichpunktierten
Linie Wirme durch Konvektion und rechts durch Leitung
iibertragen wird. Diese Linie kennzeichnet die Grenze
zwischen diesen beiden Bereichen, wobei sowohl die
Hohe dieser Grenze wie auch deren Temperatur mit der
Zeit ansteigen. Nach etwa 8 Std. Versuchszeit betriigt die
Temperatur der Konvektionsgrenze etwa 7,6 °C. Auf-
grund der Symmetrie des Dichteprofiles zur 4 °C-Iso-
thermen liegt die Vermutung nahe, daB bei Kiihlung mit
0 °C die Temperatur der Konvektionsgrenze bis auf maxi-
mal 8 °C ansteigen kann. Unter dieser Voraussetzung gilt
fiir die Temperatur der Konvektionsgrenze allgemein

9;=28%~8,, (1)
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Bild 3. Intationdrer Fall: Zeitliche Entwicklung des Temperatur-
profils
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Bild 4. Instationdrer Fall: Hohe der Konvektionsschicht /(7)) als
Funktion der Zeit ¢ fiir verschiedene Anfangstemperaturen

wobel 3* =4°C, die Temperatur des Dichtemaximums
ist. Bei Kiithlung mit 3, =4°C wire die resultierende
Dichteschichtung demnach gerade stabil, es wird keine
Konvektion auftreten.

Bild 4 zeigt die Zunahme der H6he der Konvektions-
schicht fiir verschiedene Anfangstemperaturen mit der
Zeit, die nach einer bestimmten Anlaufzeit etwa linear
mit der Zeit zunimmt. Wiirde keine Konvektion in der
Wasserschicht auftreten, so wire der Abkiihlvorgang al-
lein durch Warmeleitung kontrolliert. Mit der Losung fiir
die Temperaturverteilung fiir kleine Zeiten (halbunendli-
cher Korper) erhdlt man fir die Wirmestromdichte an

der Kiihlplatte
. 0d b(9,—8)
= ;2 =——" v 2
9 (t) 4 0z 2=0 / 1 ( )

Die Wirmestromdichte ¢ durch Konvektion wurde aus
den gemessenen Temperaturprofilen 9(z) (Bild 3) ermit-
telt. Die zeitliche Anderung der Enthalpie in der Wasser-
schicht st dabei gleich der an der Kiihlplatte abgefiihrten

Wirme
o (7H

4 (1) =g{ fec@dz}. (3)
4 2=0
Gegenliber dem bei der Messung des Temperaturprofiles
auftretenden Fehler kann die Temperaturabhingigkeit der
Dichte und der spezifischen Wirme vernachlissigt wer-
den. Die Wiarmestromdichte ist damit die Differenz der
Flachen unter den Temperaturprofilen $(z) zu zwei auf-
einanderfolgenden Zeitpunkten ¢ und 7,
ec [FH

—— 1 [ 9= 3(z1)]dz;. 4
P

Das Verhaltnis der beiden Wirmestromdichten, Konvek-
tion zu instationdrer Wirmeleitung ¢,/q, liber die Zeit,

Ga (1) =
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Bild 5. Instationdrer Fall: Verhdltnis der gemessenen Wirme-
stromdichte — zu der fir reine Wirmeleitung berechneten — als
Funktion der Zeit
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Bild 6. Stationdrer Fall: Relative Héhe h#/H der Konvektions-
schicht als Funktion der Gesamthéhe H fiir verschiedene Tempe-
raturen 9, der Heizplatte

zeigt Bild 5. Nach 500 min ist der iibertragende Wirme-
strom etwa dreimal so groB3 wie der durch reine Leitung in
einer stabilen Fluidschicht gleicher Schichtdicke.

3.2 Stationdrer Fall

Wird die Temperatur auf der Oberseite der Wasserschicht
durch entsprechendes Beheizen konstant gehalten, so geht
die zeitabhidngige Konvektion allmihlich in eine statio-
nére iiber, d. h. die Wirmestromdichte g, und die Kon-
vektionshohe / erreichen zeitlich konstante Werte (Bild 1).
Die sich im stationdren Fall einstellende relative Hohe
h/H der Konvektionsschicht fiir verschiedene Heizplat-
tentemperaturen &, in Abhéngigkeit der Gesamthéhe H
zeigt Bild 6. Es deutet sich an, daB fiir groBe Gesamt-
héhen H die relative Konvektionshéhe 4/H unabhingig
von H wird. Bei sehr kleinen Gesamthohen geht die Hohe
der Konvektionsschicht gegen Null. Nach [9] liegt die
kritische Rayleigh-Zahl, bei der in einer mit der Tempe-
ratur 0 °C von unten gekiihlten Wasserschicht Konvektion
einsetzt, bei etwa 10°. Damit lassen sich die MeBwerte in
Bild7 in der angedeuteten Weise bis auf den Wert
h/H = extrapolieren.

Im stationdren Fall ist die von der Heizplatte an die
Wasserschicht durch Wirmeleitung abgefithrte Wirme-
stromdichte
1 3, — 3

H—h’ ©)

q,=
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gleich der durch Konvektion der Kiihlplatte zugefiihrten,
= (= 9,). (6a)

Der Wirmeiibergangskoeffizient a; bezieht sich auf die
Hohe der Konvektionsschicht, die sich so einstellt, daB
die Bedingung g, = ¢, erfiillt ist.

Fiir die technische Anwendung ist es zweckmiBig,
einen Wirmeiibergangskoeffizienten ay mit der Gesamt-
hohe der Wasserschicht zu definieren,

q, = Xy (‘92 - L91) » (6b)

da diese im Gegensatz zur Konvektionshéhe bekannt ist.
Bezogen auf den Wiarmetransport durch reine Wirmelei-
tung von der Heiz- zur Kiihlplatte

‘92_91
H

erhdlt man mit Gln. (5), (6) und (7) eine modifizierte
NuBelt-Zahl

&_QHH_ 1 ‘92_'9’l
] “h 8-,
H

deren Verlauf in Bild 7 als Funktion der Gesamthéhe H
fir verschiedene Heizplattentemperaturen 3, dargestellt
ist. Die modifizierte NuBelt-Zahl Nug ist damit bei
vorgegebener Gesamthohe H, gegebener Heiz- und Kiihl-
plattentemperatur 3, und 9, lediglich von der Konvek-
tionshohe / abhingig, da die Temperatur 9; an der
Konvektionsgrenze aus Gl. (1) ermittelt werden kann. Die
NufBelt-Zahl Nuy stellt unmittelbar die durch die Kon-
vektion infolge der Dichteanomalie gegeniiber der reinen
Wairmeleitung vergroBerte Warmestromdichte dar.

Im untersuchten Bereich nimmt die Nuf3elt-Zahl nahe-
zu linear mit der Gesamthohe H und umgekehrt propor-
tional zur Heizplattentemperatur 9, zu. Da, wie oben
erlautert, in entsprechend flachen Wasserschichien iiber-
haupt keine Konvektion auftritt, lassen sich die gemesse-
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Bild 7. Stationdrer Fall: Modifizierte NuBelt-Zahl Nuy als Funk-
tion der Gesamthohe fiir verschiedene Heizplattentemperaturen
3,
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nen NuBelt-Zahlen in Bild 7 in Ubereinstimmung mit
Bild 6 auf den Wert Nug= 1 nidherungsweise extrapolie-
ren. Das Abbiegen der gemessenen NufBelt-Zahlen bei
Wasserhohen grofer als etwa 100 mm, ist vermutlich auf
den mit zunehmender GesamthShe groBer werdenden
Einfluf3 der seitlichen Begrenzung (Behilterwand) zuriick-
zufithren,

Die mit GI. (5), mit den bei verschiedenen Gesamt-
héhen H und Anfangstemperaturen 3, gemessenen Kon-
vektionshohen /4, berechneten Wiarmestromdichten ¢, sind
in Bild 8 in Abhingigkeit der Konvektionshohe 4 darge-
stellt. Die Wirmestromdichte ist demnach unabhingig
von der Heizplattentemperatur 3,. Dieses zundchst etwas
iiberraschende Ergebnis ist jedoch naheliegend, da die
Temperatur an der oberen Begrenzung der Konvektions-
schicht GI. (1) bei allen stationdren Versuchen konstant
und gleich 8 °C war.

Die Darstellung in Bild 7 mit Nuy iiber H ist insofern
etwas unbefriedigend, als Konvektion nur im Bereich
0 <z < h auftritt, die NuBelt-Zahl Nuy aber mit der
Gesamthéhe H der Wasserschicht gebildet ist. Eine physi-
kalisch sinnvollere Darstellung fiir die Nuf3elt-Zahl erhilt
man, wenn die Hohe # der Konvektionsschicht verwendet
wird. Aus der Gleichung fiir den Wérmetransport durch
Leitung von der Konvektionsgrenze zur Kiihlplatte

8;— 8
gn= )“—h—l ) 9)
folgt mit Gl. (5) und (8) analog zu (8)
h H -9
Nu, _ 4 _ h/ 9, — 9 (10)

a2 I—-h/H9,— 8,
Die NuBelt-Zahl Nuy, ist damit eine Funktion der rela-

tiven Hohe 4/H der Konvektionsschicht sowie der Kiihl-
und Heizplattentemperatur, 9, und 3,.
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Bild 8. Stationdrer Fall: Gemessene Wirmestromdichten g, in
Abhingigkeit der Hohe der Konvektionsschicht fiir verschiedene
Heizplattentemperaturen 9,
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Bild 9. Stationdrer Fall: Nufelt-Zahl Nug als Funktion der Ray-
leigh-Zahl Ra, fiir verschiedene Heizplattentemperaturen 3,

In Bild 9 ist die Abhédngigkeit von Nu, von der, eben-
falls mit der Hohe /4 gebildeten Rayleigh-Zahl

o

Ray =L g9 — 8 a1
ayv

dargestellt.

Die MeBpunkte lassen sich durch die empirische
Korrelation

Nuy, = 0,073 Ray? (12)

wiedergeben, wobei die mittlere Streuung etwa = 15% be-
tragt.

Fir Fluide ohne Dichteanomalie hat Silveston [7]
aufgrund umfangreicher experimenteller Untersuchungen
die Beziechung

Nu = 0,094 Ray*

vorgeschlagen. Die durchgefiihrten Untersuchungen zei-
gen damit, daf} sich Konvektionen in horizontalen Schich-
ten fiir Fluide mit und ohne Dichteanomalie durch die
gleiche empirische Potenzgleichung beschreiben 1d83t. Der
vollig andere Verlauf des Dichteprofiles bei Wasser, siche
dazu Bild 2, fiihrt lediglich auf eine anderen Zahlenwert
fiir die Konstante bzw. auf eine daraus resultierende, um
22% kleinere Nuf3elt-Zahl.

3.3 Struktur der Konvektion

Die Konvektion setzt als hexagonale Zellularkonvektion
ein. Im Bereich der zeitabhidngigen Konvektion werden
die Zellen mit zunehmender Hohe der Konvektionsschicht
groBer bzw. nimmt die Zahl der Zellen pro Flacheninhalt
ab (Bild 10); die hexagonale Zellkonfiguration bleibt je-
doch erhalten.

Das Auftreten von hexagonalen Zellen 148t darauf
schlieBen, daB sich die Grenze zwischen Konvektions-
und Leitungsbereich wie eine freie Oberflache verhilt [1].
Diese Tatsache konnte insbesondere fiir strémungsmecha-
nische Untersuchungen von Interesse sein, da sich in
dieser Grenzschicht im Gegensatz zu einer tatsdchlichen
freien Oberfliche durch Kontaminierung keine Fett- bzw.
Schmutzschicht bilden kann.

Den Querschnitt einer durch Zugabe von Tinte sicht-
bar gemachten Zelle zeigt Bild 11. Uber dem Abstrom-
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Bild 10. Gemessene Zahl der Konvektionszellen pro Flichenein-
heit in Abhéngigkeit der Hohe der Konvektionsschicht

gebiet der Hauptzelle bildet sich eine sehr flache Sekun-
dérzelle aus. Die in Bild 11 erkennbare Zellkonfiguration
wurde ohne Ausnahme bei allen Versuchen beobachtet.
Die von Forbes u. a. [8] durch numerische Integration der
Navier-Stokes-Gleichungen berechneten ,,Stockwerkszel-
len* (mehrere Zellebenen iibereinander) konnten damit
experimentell nicht bestitigt werden.

4 SchluBfolgerung

Im Gegensatz zum klassischen Bénard-Problem erstreckt
sich die bei der Kiihlung einer Wasserschicht von unten
mit Temperaturen kleiner 4 °C entstehende Konvektions-
schicht nur iiber den unteren Teil der Wasserschicht.

Bild 11. Durch Zugabe von Tinte sichtbar gemachte Konfigura-
tion der Zellularstromung

Wiirme- und Stoffiibertragung 16 (1982)

Wird die Oberseite der Wasserschicht auf konstanter
Temperatur gehalten, so bildet sich mit der Zeit eine
stationdre Konvektion. Bei den durchgefithrten Unter-
suchungen war die Temperatur der Kiihlplatte stets gleich
0°C. Die Temperatur an der Grenze zwischen Konvek-
tions- und Leitungsbereich betrug nach Gl. (1) somit 8 °C.
Bei der Kihlung mit Temperaturen zwischen 0°C und
4°C liegt die Temperatur der Konvektionsgrenze zwi-
schen 8 °C und 4 °C. Infolge der kleineren Temperatur-
differenz iiber die Konvektionshéhe # werden die resul-
tierenden Nuf3elt-Zahlen ebenfalls kleiner werden. Bei der
Kiihlung mit Temperaturen unterhalb von 0 °C wird {iber
kurz oder lang Eisbildung an der Kiihlplatte auftreten,
was eine effektive Kiihlplattentemperatur von 0°C zur
Folge hat. Der Einfluf3 der Dichteanomalie wird somit bei
der Kiihlung mit 0°C am groBten sein. Wie die Unter-
suchungen zeigen, nimmt dieser EinfluB mit steigender
Gesamthdhe und sinkender Heizplattentemperatur zu.
Bei einer Gesamthohe von 100 mm und einer Heizplatten-
temperatur von 25 °C ist die effektive Wiarmestromdichte
3mal groBer als bei reiner Wiarmeleitung. Fiir Heizplat-
tentemperaturen zwischen 8 °C und 25 °C kann der Ein-
fluB der Konvektion ndherungsweise aus Gl. (12) ermit-
telt werden, wenn die relative Héhe A/H der Konvek-
tionsschicht an Hand von Bild 6 abgeschiitzt wird.
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