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Temperaturverteilung in tiefen und flachen Seen*
S. Blof und U. Grigull, Miinchen

Temperature Distribution in Deep and Shallow Lakes

Abstract. For certain simplifications the temperature distribution in deep as well as shallow lakes can be treat-
ed as a non-steady, one-dimensional heat conduction problem. Convection in certain regions of the lake can be
taken into account by averaging the internal energy corresponding to the calculated unstable profiles. The lead-
ing parameters for the spatial and temporal temperature distribution are the vertical absorption coefficient on
one hand and the ratio of heat exchange at the surface to visible solar and sky radiation on the other. Transient
energy exchange can be considered by stepwise calculation. Field measurements of other authors as well as
own model experiments confirm the assumptions made in the theoretical model.

Zusammenfassung. Die Temperaturverteilung in tiefen und flachen Seen 148t sich unter gewissen Vereinfachun-
gen als instationares, eindimensionales Wirmeleitproblem behandeln. Konvektion in bestimmten Bereichen des
Sees kann durch Mittelung der den instabilen Temperaturprofilen entsprechenden inneren Energie beriicksichtigt
werden. MaBgebliche Parameter fiir den 6rtlichen und zeitlichen Temperaturverlauf sind der vertikale Absorp-
tionskoeffizient und das Verhéiltnis von Warmeaustausch an der Oberfliche einerseits zur sichtbaren Sonnen-und
Himmelsstrahlung andererseits. Zeitlich verinderlicher Energieaustausch 148t sich durch eine schrittweise Be-
rechnung beriicksichtigen. Messungen anderer Autoren an Seen sowie eigene Modellexperimente bestitigen die im
theoretischen Modell enthaltenen Annahmen.
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* Auszug aus der vom Fachbereich Maschinenwesen
der Technischen Universitét Miinchen zur Erlangung
des akademischen Grades eines Doktor-Ingenieurs
genehmigten Dissertation Uber ""Temperaturvertei-
lung in Seen'" des Diplom-Ingenieurs Siegfried BloB. 1 Einleitung
Berichterstatter Prof. Dr.-Ing. U. Grigull und Prof.

Dr. rer. nat. D. Vortmeyer. -DieDissertation wur-

de am 27. Mai 1977 bei der Technischen Universitit Der jahreszeitliche Verlauf der vertikalen Tempera-
Miinchen eingereicht und durch den Fachbereich Ma-
schinenwesen am 19. Juli 1977 angenommen. Tag
der Promotion 26, Juli 1977 fiir einen See mittlerer geographischer Breite darge-

turverteilung in stehenden Gewissern, wie er in Bild 1
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Bild 1. Temperaturverlauf in einem See

stellt ist, ist seit etwa 100 Jahren bekannt [ 1] und wur-
de in den letzten Jahrzehnten durch eine Vielzahl von
Messungen an Seen auf der ganzen Erde bestitigt. Er
ist gekennzeichnet durch die Ausbhildung und Wieder-
auflosung eines Temperaturgradienten in einigen Me-
tern Tiefe, der sogenannten Sprungschicht, die den
See in zwei Bereiche aufteilt. Die gleichmaBig durch-
mischte Oberschicht, das Epilimnion, erwdarmt sich
rasch bis in den August hinein und kiihlt sich dann
wieder ab, wobei sie allmihlich auf tiefere Bereiche
des Sees ibergreift. Im unteren Bereich, dem Hypo-
limnion, steigt die Temperatur nur wenig iiber die
gleichméBlige Ausgangstemperatur des Friihjahrs,

der geringe Anstieg hilt jedoch auch im Herbst noch
an, bis das tiefergreifende Epilimnion die jeweilige
Schicht erfaft.

Die Bedeutung des zwischen den beiden Schichten
liegenden stabilen Temperaturgradienten liegt in sei-
ner ddmpfenden Wirkung auf turbulente Austausch-
vorginge, wodurch ein Ubergreifen der Konvektions-
bewegung im Epilimnion auf das Hypolimnion weit-
gehend verhindert wird. Die Temperaturverteilung ist
somit mafgebend nicht nur fiir die Entstehung und Um-
wandlung, sondern auch fiir die Verteilung von organi-
scher und anorganischer Materie im See. Dieser Ein-
fluBl ist bei Einleitung von Abwissern und Abwirme
in Seen von besonderer Wichtigkeit.

Modelle zur Berechnung der Temperaturverteilung

und der Lage der Sprungschicht wurden deshalb gerade
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in jingerer Zeit in groBerer Zahl entwickelt, Sie las-
sen sich an Hand der eindimensionalen turbulenten Wéir-
meleitungsgleichung mit inneren Warmequellen inzwei

Gruppen einteilen.

2 d
Pcﬁ——

oz (xeffg—z) + w(t,z) (1)

Modelle der Gruppe I erkldren die Ausbildung einer
Sprungschicht mit der an der Seeoberfliche angreifen-
den Windschubspannung und der dadurch induzierten
Turbulenz. Die Modelle von Munk und Anderson [2]
und Sundaram und Rehm [3] geben die Ortsabhingig~
keit der turbulenten Wirmeleitfdhigkeit xeff als Funk-
tion der Richardsonzahl Ri an, vernachlédssigen je-
doch den Wirmequellenterm w(t,z) ganz. Spalding
und Svensson [4] beriicksichtigen innere Wirmedquel-
len, fiir die Berechnung von )‘eff verwenden sie ein

k, e=Turbulenzmodell. Ihr Differentialgleichungssy-
stem ist nur numerisch 18sbar und erlaubt keine ex-
plizite Angabe der fiir die Sprungschichtausbildung
mafgeblichen Parameter. Ein Vergleich mit gemes-
senen Temperaturprofilen in Seen wurde nicht durch-
gefiihrt.

Modelle der zweiten Gruppe betonen den Einflul
der Warmequellenverteilung durch Strahlungsabsorp-
tion auf die Temperaturverteilung im See. In den Mo~
dellen von Emden [5] und Snider und Viskanta [6]
wird die Strahlungsverteilung im See sehr detailliert
berechnet. Da sie jedoch nur molekularen Warme-
transport zulassen, bleibt die Anwendbarkeit ihrer
Ergebnisse auf den Fall von Warmezufuhr an der See-
oberfliche beschriankt. Dake und Harleman [7] be-
riicksichtigen auchdie bei Warmeabfuhr einsetzende
Konvektion im Epilimnion und erhalten dadurch Tem-
peraturprofile, die von den beschriebenen Modellen
am besten mit der Wirklichkeit libereinstimmen. Die
Allgemeingiiltigkeit des Modells ist jedoch einge-
schrénkt durch die Vorgabe einfacher Potenzfunktio-
nen fiir die Zeitabhdngigkeit der Energiestréme durch
die Oberfldche des Sees.

In der vorliegenden Arbeit wird ein analytisch 16s-
bares Modell beschrieben, das zur zweiten Gruppe
gehort. Es erlaubt die Bestimmung der fiir die Sprung-
schichtausbildung mafgeblichen Parameter und die Be-
rechnung des instationdren Temperaturverlaufs fir

beliebigen, zeitabhingigen Energieaustausch.
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2 Mathematische Formulierung des Modells

Die Temperatur- und Geschwindigkeitsfelder im See
werden im allgemeinsten Fall durch ein dreidimen-
sionales, instationidres Differentialgleichungssystem
beschrieben, das sich aus den Erhaltungsséatzen fiir
Masse, Impuls und Energie ableiten 188t. Mit dem Ziel,
eine analytische Lésung fiir die Temperaturverteilung
ifn See zu erhalten, sollen einige vereinfachende An-

nahmen getroffen werden:

1. Das Problem wird als eindimensional betrachtet
mit dem Ursprung der vertikal nach unten zeigenden
Koordinatenachse z in der Seeoberfliche.

2. Alle Stoffwerte werden temperaturunabhingig
angenommen.

3. Der Energieaustausch durch die Seeoberfliche
wird in eine Warmestromdichte q, als Randbedingung
an der Oberfldche und in die Strahlungsverteilung im
See q(z) = qo-e—éSZ

4. Fir den Energieaustausch am Boden werden

aufgeteilt,

folgende Grenzfille betrachtet: Beim tiefen See wird
die am Boden ankommende Strahlung vernachléssigt
(Fall I). Beim flachen See der Tiefe L soll sie ent-
weder vollkommen absorbiert werden und als Wirme-
strom in den See zuriickflieBen (Fall II) oder spie-
gelnd reflektiert werden (Fall I[II). Wirmeleitung aus
dem Erdinneren wird vernachlidssigt.

5. Die Warmestromdichten dg und q, werden zu-
nachst zeitlich konstant angenommen.

6. Der konvektive Warmetransport wird vorldufig
vernachldssigt. Es wird nur Warmeleitung angenom-
men.

Die Einschrinkungen 5 und 6 werden zu Ergebnis-
sen filhren, die nur teilweise mit wirklichen Tempe-
raturverlédufen iibereinstimmen. Die sich ergebenden
Abweichungen werden in Abschnitt 3 in sinnvoller Wei-
se korrigiert. Die Zuldssigkeit der Vereinfachung 3
soll im folgenden begriindet werden.

Schétzt man die vielfédltigen Moglichkeiten des Sees,
mit seiner Umgebung Energie auszutauschen, in ihrer
GroBenordnung ab, so ergeben sich als relevante Ener-
giestrome lediglich die Strahlung, die Verdunstung so-
wie der konvektive Austausch mit der Umgebungsluft.
Verdunstung und Konvektion sind reine Randbedingun-
gen und somit in a, enthalten, Strahlung dagegen kann
in den See eindringen und wird erst allmé&hlich absor-

biert.
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Bild 2. Spektraler Absorptionskoeffizient

Die auf der Seeoberfldche ankommende Strahlung
setzt sich aus direkter paralleler Sonnenstrahlung, die
unter tages- und jahreszeitlich wechselndem Winkel in
einem gr:oBen Spektralbereich vom UV bis weit ins UR
einfallt, und aus diffuser Himmelsstrahlung zusammen.
Auch die Himmelsstrahlung enthdlt kurzwellige Anteile,
die in der oberen Lufthiille gestreute Sonnenstrahlung,
und langwellige Anteile durch die Emission absorbie-
render Gase wie Ozon, Kohlendioxid und Wasserdampf.
Es wére deshalb zu erwarten, daf die Strahlungs-
und damit die Warmequellenverteilung im See stark
von Zeit, Ort und Wellenlédnge abhingen.

Fir die Absorption eines monochromatischen Strah-

lenbiindels der Intensitit 1

X ldngs der Strecke ds gilt

dr, = - 5,1,ds (2)

6}\ ist der spektrale Absorptionskoeffizient, dessen
Wellenldngenabhéngigkeit in Bild 2 dargestellt ist
[8,9]. Man sieht, daB nur sichtbare Strahlung (0,3um
<\ <0,8um) tiefer in den See eindringen kann, wéh~
rend die UV- und UR-Anteile schon innerhalb einer
Oberfldchenschicht von etwa einem Meter zu 99 % und
mehr absorbiert werden. Es ist deshalb iiblich, die

Absorption dieser Anteile als Randbedingung zu be-
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trachten. Auch die eigene Strahlung des Sees kann
in dieser Weise behandelt werden. Sie erfolgtals graue
Strahlung im Bereich um 10 um bei hohen Absorptions-
koeffizienten und stammt deshalb nur aus einer diinnen
Oberfldchenschicht. Die Warmestromdichte q, an der
Seeoberfldche enthdlt somit neben Verdunstung und
konvektivem Austausch auch die Absorption und Emis-
sion von langwelliger Strahlung.

Das ausgeprédgte Minimum des Absorptionskoeffi-
zienten von destilliertem Wasser im sichtbaren Be-
reich wird bei Seewasser durch natiirliche Verunrei-
nigungen stark abgeflacht (Symbole in Bild 2 [10, 11,
12]}, so daB man fiir diesen Strahlungsanteil in guter
N&herung einen mittleren Absorptionskoeffizienten &
annehmen kann. Die Integration von Gl.(2) ergibt

dann:

I(s) = 1,67 (3)
IO ist die Strahlungsintensitidt an der Seeoberfldche.
Die Strahlrichtung s schlieBt mit der vertikalen
Koordinatenachse z liber Wasser den Zenitwinkel o,
nach der Brechung unter Wasser den Winkel B ein.
Zur Ermittlung der vertikalen Strahlungsverteilung ist
deshalb eine Umformung von Gl. 3 nétig. Fir die pa-
rallele direkte Sonnenstrahlung ist dies ohne Schwie-
rigkeiten mdglich (Bild 3). Es ergibt sich fiir die
Strahlungsstromdichte durch eine horizontale Fliche

in der Tiefe 2z
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I(z)cos B = 1(2) (1 - v(a))cos « 67> 5P 7 (4)

Die rechte Seite vor der e-Funktion ist die durch die
Oberflache eintretende Strahlung unter Berlicksichti-
gung des Reflexionsvermdgens r(«) der Oberfliche.
Das Produkt 8 sec 8 im Exponenten der e-Funktion
kann als vertikaler Absorptionskoeffizient gedeutet
werden. Der EinfluB schrég einfallender Parallelstrah-
lung kann also durch eine Erhdhung des Absorptions-
koeffizienten & erfafit werden, die bei einem Brechungs-
index n = 1,33 fir Wasser maximal 51 % bei horizon-
taler Einstrahlung betrégt (sec (arc sin (1/n)) =
sec 48,6° = 1,51). Der gréfte Teil der tdglichen Ein-
strahlung, ca. 80 %, erfolgt jedoch in fast allen Brei-
ten (< 850) Uber die Mittagszeit in einem Zeitraum
etwa der halben Sonnenscheindauer [13]. In dieser
Zeit andert sich der Zenitwinkel nur wenig, so dafB mit
einem mittleren Wert fiir sec B gerechnet werdenkann,
der z.B. in unseren Breiten (47°) um 1,2 betrigt.

Zur Ermittlung der vertikalen Verteilung der dif-
fusen Himmelsstrahlung im See ist eine Integration
liber den ganzen Halbraum ndtig. Man kann jedoch zei-
gen, dafl sich auch diese Verteilung ndherungsweise
durch eine e-Funktion beschreiben 14Rt, wenn man sich
die Himmelsstrahlung ersetzt denkt durch ein schrig
einfallendes, paralleles Biindel, das in der jeweiligen
Tiefe z die gleiche Wirkung hervorruft. Fiir den Se-
kans des Einfallswinkels B dieses Biindels ergibt sich
unter der Wasseroberfldche der Wert 1,19, in einer
Tiefe, in der noch 1% der urspriinglichen Himmels-
strahlung vorhanden ist, der Wert 1,12 [13].

Die Ausbreitung sowohl schrig einfallender Son-
nenstrahlung als auch diffuser Himmelsstrahlung 148t
sich also durch die in Vereinfachung 3 angegebene,

einfache Beziehung

q(z) = qoe"SZ (5)

beschreiben, wenn man & als vertikalen Absorptions-
koeffizienten auffaft, der gegeniiber dem tats&dchlichen
Absorptionskoeffizienten um ca. 20 % erhsht ist. Er
kann direkt aus der Messung der vertikalen Strahlungs-
verteilung ermittelt werden. 94 ist die Strahlungs-
stromdichte unmittelbar unter der Oberfliche.

Eine Reihe von Messungen an verschiedenen Seen
bestétigen die in Gl.(5) enthaltenen Niherungen [14],
In Bild 4 ist die Strahlungsstromdichte q(z), bezogen
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Bild 4. Strahlungsverteilung einiger Seen in den USA

auf die Gesamtstrahlungsstromdichte iiber alle Wellen-
ldngen, qg, halblogarithmisch liber der Tiefe z auf-
getragen, Verlaufe nach Gl.(5) stellen sich dabei als
Geraden dar. Die MeBwerte weichen nur in Tiefen klei-
ner als 1 m von der Nédherungsgeraden ab, wo die UV-
und UR-Anteile der einfallenden Strahlung absorbiert
werden. Der Abszissenabschnitt gibt den bezogenen
Anteil 94 der kurzwelligen Strahlung an der Gesamt-
strahlung an,

Auch der EinfluB der Lichtstreuung auf die Strah-
lungsverteilung wird durch Gl.(5) ausreichend beriick-
sichtigt. Er ist bei den meisten Seen gegenliber der Ab-
sorption von untergeordneter Bedeutung und wird, da
es sich primér um Vorwirtsstreuung an den Wasser-
moleklilen handelt, in jedem F'all durch den aus der
gemessenen Strahlungsverteilung bestimmten vertika-
len Absorptionskoeffizienten & erfaft.

Mit den hier beschriebenen Vereinfachungen redu-
ziert sich das Differentialgleichungssystem auf die ein-
dimensionale Wiarmeleitungsgleichung mit inneren War-

mequellen. Mit den dimensionslosen Variablen bzw.

Parametern

¢ =8z (6a)
1= ast (6Db)
6 = (818)/qq (6¢c)
o= qy/q, (6d)
A= 8L (6e)

lautet sie im Fall T und II
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% _2d6 -
b-r_b
¢

(7a)

bzw. im Fall III unter Berlicksichtigung der zusétz-

lichen Warmegquelle durch die am Boden reflektierte

Strahlung
X 626 + e_g + -204C (7p)
or OQE

Die Anfangsbedingung entspricht in allen drei Fillen

dem gleichmiBig durchmischten See

1

8(5) =0 0 ‘ (8)

fir -

wobei 6 die dimensionslose Ubertemperatur lber
dieser homogenen Ausgangstemperatur ist.
Die gemeinsame Randbedingung an der Oberflache

lautet

Jole]

3T=-9 fir =0

(9)

Als Randbedingung am Boden gilt im Fall I

60 fiir §-co (10a)
fir Fall II

%%: e‘A' fir §= A (10b)
und im Fall III

%%:o fiir § = A (10c)

Die Losung der Gln.(7a) und (7b) ist mit Hilfe einer
Laplace~-Transformation geschlossen mdéglich. Es er-

gibt sich fiir den sehr tiefen See

6= (c+1)2VT ierfcVm - e_g +
1 . —C c (11a)
+ze Le Perfc(VT - V7)) + e”erfc(Vr + V1)1

mit 1= ¢2/(47).
Der Temperaturverlauf im flachen See bei vollstin-
diger Absorption (Fall II) lautet

e=°7\1 (h-0)%/2+7-1*/6- 22 -

/
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Bei vollstéindiger Reflexion am Boden (Fall III)
ergibt sich

M (AQ)/2+T f/62 -
: g

6 =

) e—é_e-2A+€+1_-.e__ 142 Z )

oy K /A +1
(11c)

3 Diskussion der Ergebnisse flir den tiefen und

flachen See

In Bild 5 ist der Temperaturverlauf 6(() im tiefen
See nach Gl.(11a) halblogarithmisch fiir verschiedene

Zeiten r und Oberflidchenrandbedingungen ¢ darge-
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stellt. An ihm sollen die wesentlichen Eigenschaften
der L8sung diskutiert werden. Man sieht, daf in den
tieferen Bereichen der Temperaturverlauf unabhéngig
ist vom Energieaustausch an der Oberfldche, o. Die
stabilen Temperaturprofile in der Tiefe werden sich
also durch eine einfachere Beziehung beschreiben las-
sen. Da Realzeiten von einigen Monaten dimensions-
losen Zeiten von der GroBenordnung 10_'2 entsprechen,
findet man diese Funktion durch eine Abschitzung fiir

kleine Zeiten im Unterbereich der Laplace-Transfor-

mation.
Sie lautet:
8 = Te_g . (12)

Der Temperaturverlauf in der Tiefe ist, in Uber-
einstimmung mit Bild 5, linear von der Zeit und ex-
ponentiell von der Tiefe abhidngig. In dimensionsbe-
hafteter Form besteht auBerdem wegen Gl.(6c) eine
lineare Abhingigkeit vom sichtbaren Strahlungsstrom
qy- Gl. (12) ist die Losung einer vereinfachten Form
der Differentialgleichung (7a), namlich

% _ ¢

== ) (13)

Die Temperaturentwicklung im Hypolimnion wird
allein von der Absorption der sichtbaren Strahlung
bestimmt.

Im oberen Bereich hingen die Temperaturverliufe
stark von ¢ ab. Flr positive Werte von o, also bei
Wiarmezufuhr an der Oberflache, ergeben sich stabile
Profile in Ubereinstimmung mit der Wirklichkeit., Ne-
gative Werte von o, d.h. Warmeabfuhr, liefern insta-
bile Profile, die in Wirklichkeit nicht auftreten, da
schon bei geringer Unterkiithlung der Oberflidche eine
Konvektionsbewegung einsetzt, die fiir eine gleich-
méBig durchmischte Schicht sorgt. Bei einer solchen
adiabaten Durchmischung mufl die innere Energie kon-
stant bleiben, d.h. die innere Energie der durchmisch-
ten Schicht muB gleich der inneren Energie dieser
Schicht bei einem Temperaturverlauf nach Gl.(11a)
sein. Da bei konstanten Stoffwerten die innere Ener-
gie der Fliche unter dem Temperaturprofil entspricht,
188t sich allgemein die Mischungstiefe Ce entsprechend
Bild 6 aus der Gleichheit der schraffierten Flidchen be-
stimmen. Man kann jedoch Ce aus einer einfachen Wér-
mebilanz ermitteln, wenn man berilicksichtigt, dai3 L;e

im Giiltigkeitsbereich der Niherungsgleichung (12)
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Bild 6. Bestimmung der Dicke Qe und der Temperatur
ee des Epilimnions

liegt. Es ergibt sich als Bestimmungsgleichung fiir die
Mischungstiefe Ce

(1+§e)e ge=1+o. (14)

Die Dicke des Epilimnions C.e und damit die Lage
der Sprungschicht hidngt nur von der Randbedingung
an der Oberfliche ¢, und wegen Gl.(6a) vom Absorp-
tionskoeffizienten ab. Sie ist bei konstanten Randbe-
dingungen keine Funktion der Zeit. Das rechtfertigt
die angewandte Methode, die wirkliche kontinuierliche
Mischung durch die energetische Mittelung des im Zeit~
raum r entstandenen instabilen Temperaturprofils zu
ersetzen.

Im Fall Il entsteht durch die Warmezufuhr am Bo-
den (Randbedingung (10b)) ebenfalls eine Konvektions-
zone, dessen Dicke A - Qh sich wie die des Epilim-

nions bestimmen 14Rt:

Sie ist nicht nur von der Zeit, sondern auch von den
Randbedingungen an der Oberfldche unabhingig. In
dimensionsbehafteter Form ist sie gleich dem Kehr-
wert des Absorptionskoeffizienten. Zwischen den bei-
den Konvektionsgebieten gilt im Fall II die gleiche Be-
ziehung (12) wie im Fall I.

Im Fall III liefert Gl.(1ic) in den tieferen Berei-
chen bis zum Boden stabile Profile. Sie lassen sich
wie im Fall I vereinfacht darstellen und unter scheiden
sich von Gl.{(12) durch die zusitzliche Wiarmedquelle

als Folge der reflektierten Strahlung.
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Bild 7. Vergleich der Temperaturverliufe nach Fall I
bis III

0 = ‘r(e_g + e_2A+g)

(16)
Gleichung (16) ertfiillt unter den gegebenen Bedingun-
gen die Randbedingung (10c) identisch.

Durch die Gin.(12)-(16) werden Temperaturpro-
file beschrieben, die mit den wirklichen Temperatur-
profilen ibereinstimmen. (Vgl. auch Abschnitt 5 und
6). Sie sind in Bild 7 vergleichend zusammengestellt.
Die Wahl der Parameter + und ¢ entspricht den som-
merlichen Gegebenheiten in unseren Breiten. An einen
oberen Bereich (0 - Ge) einheitlicher Temperatur
(Epilimnion) schlieft sich zunichst ein starker Gra-
dient {Sprungschicht) und daran im Fall I ein expo-
nentiell auf die Ausgangstemperatur des Friihjahrs ab-
fallender Temperaturverlauf (Hypolimnion) an. Boden-
effekte in den Féllen II und III wirken sich in einer bo-
dennahen Schicht von gréBenordnungsmifig 1/6 aus.
Sie bleiben bereits ab einer Tiefe A = 3 ohne EinfluB
auf die Vorgénge im Epilimnion. Das entspricht bei
einem sauberen See mit § = 0,2 m-'1 einer Tiefe
L = 15 m. Die maBgeblichen Parameter fiir die Aus-
bildung einer Sprungschicht und fiir die Form des
Temperaturprofils sind das Verhiltnis ¢ aus der War-
meabfuhr q, an der Oberfliche und dem sichtbaren
Strahlungsstrom d9> und, in dimensionsbehafteter
Form, der Absorptionskoeffizient 6.

In Hinblick auf Modelle der Gruppe I ist noch eine

Diskussion der Lésungsgleichung (11a) in Bezug auf
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Bild 8. EinfluB der effektiven Warmeleitfdhigkeit

die Warmeleitfdhigkeit A von Interesse. Diese Mo-
delle bericksichtigen die Konvektion imiEpilimnion
durch eine effektive Warmeleitfdhigkeit gmeff, die ge-
geniiber A um einen Faktor 102 und mehr erhoht ist.

Der EinfluBl von xe ist in Bild 8 dargestellt. Man

sieht, daf sich eineffErhéhung von X\ im Epilimnion
vergleichméBigend auswirkt, im Hypolimnion jedoch
ohne Auswirkung bleibt. Man kann die Erh8hung von

A nicht beliebig fortsetzen, da mit A auch die dimen-
sionslose Zeit r zunimmt und damit die Ndherungs-
gleichung (12) ihre Giiltigkeit verliert; man sieht je-
doch, daB die Gilite des verwendeten Turbulenzmodells
in diesem Fall ohne Belang ist, solange es nur hohe
Werte fir >‘eff im Epilimnion und kleine Werte im
Hypolimnion liefert. Das vorliegende Modell stellt mit
A =» © im oberen Bereich und A - 0 im unteren Be-

reich den Grenzfall dar.

4 Rechenverfahren fiir beliebigen instationéren Ener-

gieaustausch

Die Ergebnisse des vorhergehenden Abschnitts er-
mdglichen die Aufhebung der Einschriénkung 5 und die
Berilicksichtigung instationarer Randbedingungen in ei-

nem schrittweisen Verfahren.

Wiarme- und Stoffiibertragung 11 (1978)

Im Epilimnion ergibt jede Mittelung nach Gl.(14)
ein konstantes, der Anfangsbedingung (8) entsprechen-
des Temperaturprofil Se. Es kann also nach jedem
Zeitschritt erneut die beschriebene Methode -~ Berech-
nung eines instabilen Temperaturprofiles mit anschlies-
sender energetischer Mittelung - angewendet werden,
die als Ergebnis die Temperaturerhohung gegeniiber
dem vorhergehenden Zeitschritt liefert. Solange sich
dabei die Sprungschicht nach oben verlagert, gibt Gl.
(14) die Dicke des Epilimnions exakt an. Sinkt die
Sprungschicht tiefer, bleibt zumindest die qualitative
Aussage erhalten.

Im Hypolimnion ergibt sich die lokale Temperatur
zu einem bestimmten Zeitpunkt t wegen der linearen
Abhéngigkeit 4 von t und q durch Summation ein-
zelner Temperaturerhéhungen «91, die sich entspre-
chend Gl.(12) oder Gl.(16) fiir einen Zeitraum ti
und den in diesem Zeitraum herrschenden mittleren
Strahlungsstrom 9o berechnen lassen und zwar im
Fall I und II aus

3(z,1) = 8/(pc)e " Z Ioiti
i

und im Fall IIl aus

(17)

8(z,1) = 8/(p0) (7% + 0B Y Tk L (19)
. i

Da die Mischungszone am Boden im Fall II weder
von der Zeit noch vom Strahlungsstrom 9 abhéngt,
ist ihre Temperatur immer gleich $(t,L - 1/5) und
ergibt sich aus G1.(17).

S Vergleich mit gemessenen Temperaturprofilen von

Seen

Die entsprechend Abschnitt 3 durch den mittleren Ab-
sorptionskoeffizienten § und das Energiestromverhilt-
nis ¢ bestimmte Form der Temperaturprofile in Seen
und der von o abhidngige zeitliche Temperaturverlauf
wird durch eine Vielzahl von Messungen an Seen unter-
schiedlichster geographischer Lage bestitigt [15]. Ei-
nige Beispiele sollen diesen Sachverhalt verdeutlichen.
Die Temperaturverléufe im Hypolimnion miissen bei
halblogarithmischer Auftragung ln 6 lber ( Geraden
entsprechen, die fiir verschiedene Zeitpunkte bei Rich-
tigkeit der Annahme eines mittleren, zeitlich konstan-

ten Absorptionskoeffizienten wegen der linearen Ab-



S. BloB und U. Grigull: Temperaturverteilung in tiefen und flachen Seen 127

5/~ Crater Lake

v 18.7.1940
o 1.8.1913

Bild 9. Crater Lake, Oregon, USA, 1913, 1940

hiéingigkeit von Zeit und sichtbarem Strahlungsstrom
parallel verschoben sein miissen. Die Messungen am
Crater Lake, USA [16] in Bild 9 liegen etwa 27 Jahre
auseinander. Die Mefpunkte lassen sich bei beiden
durch Geraden verbinden, deren Steigung 6 = 0,062 m_1
exakt dem von den Autoren gemessenen mittleren Ab-
sorptionskoeffizienten zwischen 0 und 60 m entspricht.
Auch die Tiefentemperaturen der folgenden Bilder be-
stétigen qualitativ die Richtigkeit von Gl.(12).

Am Klopeiner See, Osterreich in Bild 10 [17] und
am Tachinger See, Bayern in Bild 11 [18] wird auBer-
dem der Einfluf von ¢ auf die jahreszeitliche Tempe-~
raturentwicklung sichtbar. a4y und q, gehorchen in
unseren Breiten ndherungsweise Sinusfunktionen, die
um etwa ein Vierteljahr phasenverschoben sind. Das
Maximum von 94 liegt im Hochsommer, das von q,
im Herbst. Der Quotient aus beiden, o, durchliuft
im Marz den Wert - 1 (homogene Durchmischung des
Sees nach Gl.(14)) und steigt dann rasch auf Werte
um -0,5, die den Sommer iiber nur wenig variieren.
Erst ab September sinkt ¢ wieder auf Werte unter -1.
In Ubereinstimmung mit Gl.(14) #ndert sich die Lage
der Sprungschicht im Sommer nur wenig, um sich
dann ab September rasch in die Tiefe zu verlagern.

Der 16 m tiefe Tachinger See in Bild 11 zeigt als

Beispiel eines flachen Sees auBerdem den EinfluB der

3
1 2 5 10 K 20
O T g 1
z Klopeiner See
L -
8— —
12— -
a4l
16~ o18. —
@19
m o 1.10.
o 1L
20—
| | | | ! —l

Bild 10. Klopeiner See, Kédrnten, Osterreich, 1933

Randbedingung am Boden. Nach Gl1.(15) wirkt sich
der Bodeneffekt bei einem Absorptionskoeffizienten

8=0,22 m~! in einem Bereich L - 2

h
Uber dem Boden aus. Die MeBwerte bestitigen dieses

von 4,55 m

Ergebnis.
Die dem jahreszeitlichen Gang des Temperaturver-
laufs liberlagerte tageszeitliche Temperaturentwick-

lung ist in Bild 12 am Beispiel des tropischen Ranu

@ Y
O T
z
‘ Tachinger See
b= 4
}
8 ]
12 L -
m
16—

Bild 11. Tachinger See, Bayern, BRD, 1971
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Bild 12. Ranu Lamongan, Java, Indonesien, 1928

Lamongan, Java, dargestellt L19]. Die M#chtigkeit
des Epilimnions am friithen Morgen entspricht dem
Tagesmittelwert von ¢ (Profile vom 22.10.1928).
Nach Sonnenaufgang bildet sich mit zunehmender Ein-
strahlung, d.h. mit steigendem o, eine Uberlagerte
Schichtung aus. Unter Umsténden kann dabei die Wir-
mezufuhr den Wirmeverlust liberwiegen, ¢ also posi-
tive Werte annehmen, so daf voriibergehend stabile
Profile entstehen. Die Erwirmung der Oberfliche ist
dann sehr stark, darunter nimmt die Temperatur rasch
ab, ein Effekt, der jedem Schwimmer bekannt ist. Am
Abend und iiber Nacht 16st sich diese Schichtung wie~
der auf, so dafl am Morgen wieder ein durchmischtes
Epilimnion vorliegt, dessen Dicke und Temperatur
sich gegeniiber dem Vortag entsprechend dem Tages-

mittel von dy und q, gedndert hat.

6 Modellexperiment

In der Literatur finden sich keine Untersuchungen an
Seen, in denen neben der Temperaturverteilung auch
alle fiir die quantitative Uberpriifung des Modells not-
wendigen Eingangsdaten, wie der Energiehaushalt und
die Strahlungsverteilung zur Bestimmung des Absorp-
tionskoeffizienten gemessen wurden. Es wurden des-
halb Modellexperimente durchgefiihrt, in denen die
Vorginge im tiefen See (Fall I) simuliert wurden.

Die Abmessungen des Modellsees betrugen fiir Liange,
Breite und Tiefe 300 X 100 x 450 mm. Aus Griinden
der geometrischen Ahnlichkeit mufte deshalb der maR-
gebliche Modellparameter, der Absorptionskoeffizient,

Werte um 8 m_1 annehmen. Dadurch liefl sich ein

Wirme- und Stoffilbertragung 11 (1978)

0 0297855 1 0 029 %55
f [ I 0 [ [ I 0
2z
- —4| L 4
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|
- -2 - Tz
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o
a : b
= : e - 18
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Bild 13. Strahlungsverteilung im Modellsee a) ohne
Filter, b) mit Filter 212

Jahreszyklus in der Natur im Labor in einem Tag nach-
bilden (vgl. Gln.(6a) und (6b)).

Als Versuchsmedium wurde destilliertes Wasser
verwendet. Um den gewiinschten Wert fiir & zu er-
halten, mufite deshalb die Einstrahlung in einem Spek-~
tralbereich um 0,9 um erfolgen (vgl. Bild 2).

Als Strahlungsquelle diente eine Xenon-Langbogen-
lampe, Typ XQ0, der Firma Osram, die im Bereich
zwischen 0,8 ym und 1 um, also im nahen UR mehre-
re Intensitdtsmaxima hat. Die ebenfalls vorhandenen
sichtbaren Strahlungsanteile wurden in einigen Ver-
suchen durch Vorschaltung eines Reflexionsfilters
ausgeblendet. Dadurch liefl sich der Wert des Absorp-
tionskoeffizienten in begrenztem Umfang variieren.
Mit Hilfe eines elliptischen Kollimatorspiegels und ei-
nes Parabolspiegels aus Aluminium wurde Parallel-
strahlung gleichm&afBiger Intensitdtsverteilung erzeugt.
Die sich ergebende Strahlungsverteilung in der Ver-
suchskiivettie ist in Bild 13 dargestellt, und zwar ohne
Verwendung eines Filters (a) und bei Ausblendung des
sichtbaren Anteils mit Hilfe eines Kaltlichtspiegels
vom Typ 212 der Fa. Schott {b). Der Strahlungsver-
lauf ist mit den Verhiltnissen im wirklichen See ver-
gleichbar. Nach Absorption der (sehr) langwelligen
Anteile auf den ersten Zentimetern gehorchtdie Strah-
lungsverteilung Gl.(5). Als mittlere Absorptionsko-
effizienten ergeben sich § = 5,65 m_1 (a) bzw. & =
7,5 m™! (b).

Die Warmeabfuhr an der Oberflache erfolgte durch

Verdunstung. Die Wirmestromdichte qa, wurde aus
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Bild 14. Temperaturverteilung 6(t) bei stabiler Schich-
tung {Versuchsdauer 3 h)

der Feuchtigkeitsaufnahme der iiber die Wasserober-
fldche streichenden Luft mit Hilfe eines kapazitiven
FeuchtigkeitsmeBgerites bestimmt. Die Messung der
Temperaturverteilung wurde mit Nickelchrom-Kon-
stantan-Thermoelementen ausgefiihrt. In den durch-
gefiihrten Versuchsreihen wurden die beiden grund-
legenden Annahmen des Modells iiberpriift, ndmlich
die Aufteilung des Strahlungsstroms in Randbedingung
und Wirmequelle (Vereinfachung 3) und die Beriick-
sichtigung der Konvektion im Epilimnion durch die in
Gl1.{14) enthaltene Mischungsregel. Bei der Auswer-
tung der Versuche wurde durch Anpassung der berech-
neten Profile (ausgezogene Linien) an eine Tempera-
turmessung (Syrnbole) ein theoretisches Wédrmestrom-
verhilinis o' bestimmt und daraus durch Vergleich
mit dem gemessenen o der gesamte MeRfehler des
Versuchs ermittelt. Bild 14 zeigt den zeitlichen Tem-
peraturverlauf 6(r) mit { als Parameter bei der Er-
zeugung stabiler Profile zur Uberpriifung von Verein-
fachung 3. Gerechnete und gemessene Temperaturver-
ldufe sind in guter Ubereinstimmung, was die Richtig-
keit des Modells bestitigt, der gesamte Mefifehler be-
tragt etwa 10% (o = 0,89; o' = 0,80).

In Bild 15 ist die instationdre Ausbildung einer Kon-
vektionszone simuliert. Nach Ausbildung stabiler Pro-
file im Bereich A (¢ = 0,9; o' = 0,8) wurde der Ver-
dunstungswirmestrom erhéht (Bereich B, ¢ = - 0,63;
¢' = -0,5). Es bildet sich eine Konvektionszone aus,

die sich rasch abkiihlt und in tiefere Bereich des Mo~
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Bild 15, Instationidres Verhalten einer Konvektions-
zone (Epilimnion)

dellsees ilibergreift. Abkiihlung und Absinken héren auf,
sobald die Dicke des Epilimnions den sich aus Gl.(14)
ergebenden Wert Qe erreicht hat. Danach erfolgt der
Temperaturanstieg der Konvektionszone geméaf Gl. (12)
(etwa ab r = 0,2). Auch in diesem Versuch bestétigt
die gute Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Mef-

werten die Brauchbarkeit des vorgestellten Modells.
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