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Zustandsgleichungen von Festkorpern
bei extrem hohen dynamischen Belastungen *

St. Wohlhofler und U. Grigull, Miinchen

Equations of State for Solid Bodies under very High Dynamic Load

Abstract. By shock wave experiments in solids pressures of some Megabar can be achieved. The laws for con-
servation of mass, momentum, and energy applied to this problem yield to the Hugoniot curve. For Aluminum
it is shown that the whole solid range of the Hugoniot curve can be verified stepwise by three equations of state.
For weak shock waves an isentropic equation is applicable. An interpolation equation of Kormer and Urlin for
the potential term describes the phenomenon for very strong shock waves. For a middle range of the compres-
sion rate a semiempirical exponential statement for the potential term is developed which is similar to the po-
tential theory of Mayer. If an error of about 0.01% in the thermic equation of state is assumed the caloric equa-
tion is accurate by about 10-15%.

Zusammenfassung. Durch StoBwellenexperimente werden in Festkérpern Driicke von einigen Megabar erzeugt.
Die Anwendung der Erhaltungssidtze von Masse, Impuls und Energie auf die Zustidnde vor und hinter der StoB-
front ergibt die Hugoniotkurve. Es wird am Beispiel Aluminium gezeigt, daB der gesamte Bereich der Hugoniot-
kurve fiir den festen Zustand durch drei Zustandsgleichungen abschnittsweise dargestellt werden kann. Fiur
schwache StoBe ist ein Isentropenansatz anwendbar. Ein Summenansatz von Kormer und Urlin fiir den Potential-
anteil beschreibt den Bereich extrem starker StéBe. Fiir mittlere Bereiche des Kompressionsverhiltnisses wird
ein halbempirischer Exponentialansatz entwickelt, der mit dem Potentialansatz nach Mayer vergleichbar ist.
Eine Genauigkeit von ca. 0,01% bei der thermischen Zustandsgleichung fithrt zu einem Fehler von ca. 10-15 %
bei der kalorischen Zustandsgleichung.
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v Kompressionsverhéltnis
a Schallgeschwindigkeit, Koeffizient Z Integrationsvariable
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I. Einleitung

Untersuchungen iiber das Verhalten fester und flis-
siger Stoffe bei extrem hohen Driicken und Tempera-
turen gewinnen in neuerer Zeit immer mehr an Be-
deutung, sowohl fiir wissenschaftliche Zwecke, z.B.
Geologie, als auch fiir die angewandte Technik, z.B.
Sprengplattierung. Mit statischen Methoden konnte
Bridgman [1] p,v,T-Messungen bis ca. 100kbar
durchfiihren. In jingster Zeit wurde versucht, bis
in den Mbar-Bereich vorzudringen [2]. Mit dynami-
schen Methoden (StoRwellen) kann man in Festkor-
pern Driicke erzielen, die weit héher liegen, als der
Druck im Erdkern. Al'tshuler [3] gibt den hochsten
bisher im Experiment erreichten Druck mit 34 Mbar

an.

Bei allen diesen Vorgéangen ist es notwendig, den
Zustand des betrachteten Stoffes mit Hilfe einer ge-
eignheten Zustandsgleichung zu beschreiben. Es lie-
gen dazu bereits einige Zustandsgleichungen vor, die
jedoch alle nur begrenzt anwendbar sind. In der vor-
liegenden Arbeit werden Zustandsgleichungen fir Me-
talle untersucht, die das Verhalten des Stoffes vom
vergleichsweise niedrigen kbar-Bereich bis zum ex-
trem hohen Mbar-Bereich mit geniligender Genauig-

keit wiedergeben.

Es wurde folgende Vorgehensweise gewahlt: Da
die physikalischen Vorgange beim Durchgang einer
Stofwelle in festen Korpern noch zu wenig bekannt
sind, wurden Zustandsgleichungen betrachtet, die
die Theorien von Debye und Griineisen fur den Tem-
peraturanteil benutzen, fiir den Potentialanteil je-
doch halbempirische Ansétze verwenden. Die Zu-
standsgleichung wird mit Hilfe der in Sammelwerken
[4] bereits vorliegenden experimentellen Druck-und
Energiewerte auf ihre Brauchbarkeit hin untersucht.
Fir Bereiche starker Kompression erweist sich ein
Reihenansatz nach Kormer und Urlin [5, 6] als ge-
eignet. BEin Isentropenansatz [7] erfaft den Bereich
schwacher Kompression. Fiir mittlere Kompressions-
bereiche wird aufgrund fehlerhafter Ergebnisse ei-
nes Ansatzes von Zharkov und Kalinin [8] ein eige-
ner halbempirischer Ansatz fiir den Potentialanteil
entwickelt, der Druck- und Energiegleichung mit ge-

niigender Genauigkeit erfillt.
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II. Hugoniotkurve

Als experimentelle Grundlage werden die Beziehun-
gen von Rayleigh fiir den Druck und von Hugoniot fiir
Energie und Enthalpie benutzt. Dabei werden die Er-
haltungsséitze von Masse, Impuls und Energie auf
die Zustidnde vor und hinter einer Stoffront ange-
wandt und Druck, Energie, Enthalpie und Kompres-
sionsverhédltnis nach dem StoB bestimmt. Es zeigt
sich, daf zur Bestimmung des Zustands nach dem
Stofl nur die Kenntnis des Ausgangszustands Py: Vg
u, sowie die Messung der Geschwindigkeit der Stof-

0

front W und der Nacheil- oder Partikelgeschwindig-

keit Wp ndtwendig sind. Es ergibt sich:

Kompressionsverhiltnis: V/vO =1 - wp/ws (1)

Enthalpie (Hugoniot): h-h_ =w w_ - wi/z (2)

0 s p

Energie (Hugoniot): u-ug = povowp/wS +

+ w22 (3)

Druck (Rayleigh): P-Pg=Ww wp/vO . (4)

Trégt man nun z.B. den Druck oder die Energie
iber dem spezifischen Volumen auf, so erh&lt man
die Hugoniotkurve. Sie ist keine Zustandskurve, son-
dern verbindet nur die Endzusténde, die mit verschie-
denen StoBstarken vom gleichen Ausgangszustand aus
erreichbar sind. Sie beinhaltet auch die beim Durch-
gang einer StoBfront immer auftretenden irreversib-
len Vorgange. Die vielfach verwendete Bezeichung
der Hugoniotkurve als StoBadiabate oder Stofisentro-
pe ist daher unzutreffend.

Eine weitere interessantie Beziehung ergibt sich,
wenn man die StoBgeschwindigkeit wo liber der Nach-
eilgeschwindigkeit wp auftragt. Die meisten festen
Stoffe lassen sich damit mit einer linearen Bezie-

hung erfassen:

wS:a+bwp (5)

a stimmt aufgrund der Irreversibilitdt eines Stofivor-
gangs nicht mit der Schallgeschwindigkeit des An-
fangszustands liberein. b ist die Steigung der Gera-
den. a und b werden mit Hilfe der linearen Aus-
gleichsrechnung ermittelt.

Bild 1 zeigt fiir Aluminium die Grofenordnung von

w und Wp, sowie die entsprechende Ausgleichsgera-
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1)
km/s

Aluminium

i
7km/s 8

Bild 1. w,, w,-Gerade fir Aluminium: a=5,42km/s,
b=1,36; ay Schallgeschwindigkeit bei Umgebungszu-

stand; S Schmelzpunkt; & Daten nach [15]; (0 Daten

nach [16]; ¢ Daten nach [17]

de. Hierbei sind W wp—Messungen verschiedener
Autoren zusammengefaft. Der Verlauf der Geraden
kann auch auf eine Anderung des Aggregatzustands
eines Stoffes hinweisen. So ist bei einem Knick oder
einer Sprungstelle immer eine Phasenédnderung, eine
Umwandlung der Gitterstruktur oder auch eine sprung-
hafte Anderung des elektrischen Verhaltens eines
Stoffes zu erwarten.

In den Beziehungen (1) bis (5) sind die experi-

mentell bestimmbaren GroRen festgehalten.

IT1. Zustandsgleichungen

Die drei Erhaltungssitze in Verbindung mit der Mes-
sung von StoB- und Nacheilgeschwindigkeit liefern,
wie beschrieben, Kompressionsverhéaltnis, Druck,
Energie und Enthalpie hinter einer StoBwelle. Sie
sagen jedoch nichts liber die Temperaturerhéhung
beim Durchgang einer Stofwelle aus, da sie nur von
v bzw. experimentellen Werten abhingen. Zur Er-
mittlung der Temperatur sind nach den Gesetzen der

Thermodynamik zwei voneinander unabhéngige GroBRen

in Verbindung mit einer geeigneten Zustandsgleichung
notwendig. Bei Gasen geniigt eine einfache p, v, T-
Beziehung (ideales Gas). Festkdrper haben dagegen
einen wesentlich komplizierteren Aufbau. Aus der
Festkdrperphysik sind zur Beschreibung des Zustands
von Festkdrpern bei Umgebungsdruck Theorien be-
kannt, die z.B. die Energie implizit als Funktion der
Temperatur darstellen. Die Ubertragung auf Atomab-
stdnde, die kleiner sind, als die bei Umgebungszu-
stand, erlaubt es, den Zustand eines Festkdrpers
durch von v und T abhédngige Funktionen zu be-
schreiben. Damit sind auch alle weiteren Zustands-
grofBen bestimmbar. i
- In der Festkdérper-Hochdruckphysik hat es sich

dazu eingebiirgert, den Zustand eines Festkérpers
aufzuspalten (vgl. (6) und (7)):

a) in einen Potentialanteil (Index c)

b) in einen Schwingungs- bzw. Temperaturanteil

(Index T) und
c) bei Metallen in einen Anteil des freien Elektro-
nengases (Index e).

Schwingungs- und Elektronengasanteil sind von v
und T abhéngig, wihrend der Potentialanteil nur eine
Funktion von v allein sein soll.

Die Untersuchung der Eignung einer Zustandsglei-
chung und die Verbindung mit dem Experiment ge-
schieht in der Weise, daB eine Grofe, z.B. T, aus
der Druckgleichung (6) oder aus der Energiegleichung
berechnet wird. Durch Einsetzen in die andere, aus
Konsistenzgriinden ebenfalls zu erfiillende Gleichung,
wird die Zustandsgleichung auf ihre Richtigkeit hin
iUberprift. Die Summe der drei Anteile muB den Druck

bzw. die Energie nach Hugoniot ergeben.

Druck: p

pC(V) + pT(v, T) + pe(v, T) (6)

Energie: u = uc(v) + uT(V, T) + ue(v, T) (7)

III. 1. Der Potentialanteil

Der Potentialanteil beschreibt das Verhalten eines
Festkorpers bei 0K. Er beinhaltet die gegenseitige
Anziehung und AbstoBung der Gitteratome untereinan-
der. Druck und Energie sind nur noch Funktionen von
v bzw. des Atomabstands allein. Sie stehen wegen

T = 0K in der Bezichung P, = —duc(v)/dv. Bei Gleich-

gewicht heben sich anziehende und abstoBende Krifte
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Bild 2. Druck p; und Energie u, bei T=0 K als Funk-
tion des spezifischen Volumens v bzw. des Atomab-
stands d. vo, spez. Vol. bei p=0bar und T=0K;

us Bindungsenergie; p, = -dug (v}/dv

auf, P, wird 0. Die entsprechende Energie erhilt an
dieser Stelle eine horizontale Tangente, wie in Bild 2
erlautert ist.

Bei starker Ausdehung des Kérpers geht die Ener-

gie in die Bindungsenergie u_, iiber.

Da der Potentialanteil iibeE;‘ den Atomabstand sehr
stark auch das Schwingungsverhalten der Gitteratome
bei hoheren Temperaturen beeinfluft, ist er Gegen-
stand vieler Untersuchungen. Die detaillierte Einbe-
ziehung der Gitterdynamik wiirde auf mathematisch
sehr unhandliche Gleichungen fiihren. Daher wird der
Potentialanteil meist durch halbempirische Anséitze
dargestellt, die alle nur begrenzt brauchbar sind.
Die untersuchten Ansétze und deren Ergebnisse wer-

den in den Abschnitten IV und V behandelt.

III. 2. Der Schwingungsanteil

Bei Temperaturen T ~ 0K fiihren die Atome im Git-
terverband Schwingungen aus, deren Amplituden bei
gleichbleibendem AuBendruck gréfer werden, je hoher
die Temperatur ist. Sie sind immer groBer als die
Amplituden der Nullpunkischwingungen. Wird gleich-
zeitig auch der AuBendruck erhoht (StoBwelle), so
werden die Schwingungsamplituden wieder gedidmpft,
da durch den Druck der Abstand der Atome im Gitter
verringert wird. Die Energie muB jedoch erhalten
bleiben. Daher erhoht sich mit steigendem Druck
auch die Schwingungsfrequenz. Diese Vorginge wer-
den durch die Theorien von Debye und Griineisen be-

schrieben.
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Der Griineisenkoeffizient 7 ist definiert als das
Verhilinis der thermischen Volumenarbeit zu der
entsprechenden Energie:

PpVv

Y= . (8)
YU
Unter Vernachldssigung des Elektronengasanteils
kann man mit statistischen Uberlegungen die freie
Energie F eines Festkdrpers als Funktion der Tem-
peratur und einer mittleren Schwingungsfrequenz v

darstellen, die nur von v abhangt:

F = U, + 3NkT In(hV/kT) . (9)

Mit Hilfe der thermodynamischen Beziehungen

p= (bf/bv)T, s= —(bf/bT)V und u =f + Ts (10)
ergibt sich eine andere Schreibweise des Grineisen-
koeffizienten:

==L (%), - (3R, -

¥

(11)

Diese Beziehung fiir y wird oft verwendet, da sie
liber die mittleren Schwingungsfrequenz v es ermog-
licht, die Abhédngigkeit vom Volumen und grob auch
den Gitteraufbau von Festkdrpern zu beriicksichtigen.
Im wesentlichen gibt es dazu 3 Theorien:

a) Theorie von Landau und Slater [9]: Die mittle-
re Schwingungsfrequenz ist der Schallgeschwindigkeit
direkt und dem Atomabstand umgekehrt proportional.
Die Schallgeschwindigkeit bei Temperaturen T > 0K
unterscheidet sich kaum von der bei 0K und kann da-
her aus der ''kalten Kompressionskurve'' berechnet
werden: a = v(—dpc/dv)l/z.

b) Theorie von Dugdall und McDonald [10]: Diese
Theorie ist der von Landau und Slater dhnlich, jedoch
etwas modifiziert.

¢) "Free Volume' -Theorie [11]: Die Atome schwin-~
gen im kugelsymmetrischen Feld ihrer Nachbarn.

Meist werden die 3 Theorien zusammengefafit, wo-
bei ein Parameter t zur Unterscheidung dient. Es er-
gibt sich die Proportionalitét:

1/2
CN‘I(Z-t)/:’,[_i(p v2t/3)]

dv [¢] (12)

i = 0: Theorie nach Landau und Slater
t = 1: Theorie nach Dugdall und McDonald

2: "Free Volume'' Theorie

o+
1]
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Der nur vom Volumen abhingige Griineisenkoeffi-

zient wird somit:

2

d 2t/3
_ '—Z(PCV / )
__dlnvy _ v dv _2-t (13)
Y -dmv - "2 a 273 3 "
—‘;(pCV )

Die Abhéngigkeit des Schwingungsanteils von der
Temperatur wird durch die Debye'sche Ndherung
dargestellt. Debye faft den F estkdrper als isotropes
Medium auf, in dem alle mdglichen Frequenzen v
kontinuierlich verteilt sind und die Teilchen harmo-
nisch schwingen. Theoretisch sind in einem Festkor-
per unendlich viele Eigenschwingungen mdglich mit
beliebig hohen Frequenzen. Aus der Bedingung, daB
in einem elastischen Korper nur 3N Eigenschwin-
gungen moglich sind (unter Vernachldssigung der
sechs makroskopischen Freiheitsgrade), findet De-
bye, daB die Verteilung der Frequenzen bei einer
spater nach ihm benannten Grenzfrequenz YD abge-
schnitten werden muf. In der Anwendung erhilt man

iiber die Definition der Debyetemperatur ©

hvy =k@ (14)
die freie Energie eines Festkorpers zu:
9 -X =
F=U_ +NKT|zx+3In(1l-e"")-D,(x) (15)
c 8 3

mit der Debyefunktion

3 h zde
D) =% [ 2 (16)

X" 5 € - 1

und der dimensionslosen Temperatur x = 8/T.

Die Debyetheorie erhebt keine allzuhohen Genauig-
keitsanspriiche, ist aber gerade in der Anwendung
auf die Hochdruckphysik wesentlich einfacher als die
Gitterdynamik zu handhaben, da sie nicht im einzel-
nen auf den Aufbau eines Kristallgitters eingeht.

Im néchsten Schritt wird die Debyesche Grenzfre-
quenz nach (14) der mittleren Schwingungsfrequenz
U nach (12) gleichgesetzt.

v aus (11) geht damit iiber in

dln®

YT Ty -

. (17)

@l =
Qia
<l®
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Die Anwendung der Beziehungen (10) auf (15)
fiihrt schlieflich auf die thermische Zustandsglei-
chung

D,(x)
3 3
p=p,+3ROL |24 J (18)
und die kalorische Zustandsgleichung
D, (x)
3 3

ufuc+3R® g+ — (19)

R ist die spezifische Gaskonstante, die auch bei
Festkorpern definiert werden kann. Die Debyetem-
peratur ist nur von v abhéngig. 3/8 beriicksichtigt
die Nullpunktschwingungen. Die Temperaturabhéingig-

keit ist in DS(X)/X enthalten.

ITII. 3. Das Elektronengas

Der Elektronengasanteil soll die Wechselwirkung der
Gitteratome mit den freien Leitungselektronen, sowie
anharmonische Effekte beschreiben. Nach [ 12] wer-
den diese durch einen Term berilicksichtigt, der dem

Quadrat der Temperatur proportional ist:

Dy = Y U/V (20)

u_ = (21)

. BTZ(Z
Yo ist der Griineisenkoeffizient des freien Elektro-
nengases mit einem mittleren Wert von 0,5. B ist
der stoffabhingige Koeffizient der spezifischen War-
mekapazitat des freien Elektronengases.

Der Elektronengasanteil ist nur bei Metallen und
entsprechend starker Kompression zu beriicksichti-

gen.

III. 4. Zusammenstellung

Fiihrt man Potential-, Schwingungs- und Elektronen-
gasanteil in die Gln.(6) und (7) ein, so ergeben sich

die thermische und die kalorische Zustandsgleichung

zZUu
D_{(x) ' 2
- r|3,.3 e B 8
p_pc+3R®v g~ X Y 2 X2 (22)
D,{(x) 2
_ 3,73 g8 @
u=u_+3R6 5t % J+2X—2. (23)
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Druck und Energie werden den nach Hugoniot ermit-
telten Werten gleichgesetzt.

Die dargestellten Beziehungen gelten nur fir den
Fall, daR nach dem StoB sich im Festkdrper wieder
vollstdndiges Gleichgewicht eingestelll hat. Diesbe-
ziigliche Experimente [13] lassen jedoch keine nen-
nenswerte Relaxation erkennen, so daf} man bei Fest-
korpern Gleichgewicht nach dem Stofy voraussetzen

kann.

IV. Untersuchte Anséatze

Im einzelnen wurden zur Darstellung der Hugoniotkur-
ve folgende Ansé&tze untersucht:
a) eine Isentropenbeziehung fiir den Bereich
schwacher Kompression [7]
b) ein Reihenansatz von Kormer und Urlin [5, 6]
¢) ein Ansatz von Zharkov und Kalinin [8], der
die Potentialtheorien von Born und Mayer beinhaltet.
Unzutreffende Ergebnisse des Ansatzes von Zhar-
kov und Kalinin filhrten schlieBlich auf die Entwick-
lung eines eigenen pC—Ansatzes, der in Abschnitt V

beschrieben wird.

IV. 1. Isentropenbeziehung fiir schwache StéBe

In [7] wird, ausgehend von der Hauptgleichung der
Thermodynamik eine Beziehung zwischen Druck, Tem-
peratur und spez. Volumen hergeleitet, die einen
StoBvorgang in der Ndhe des Ausgangszustands als
isentrop betrachtet. Es wird untersucht bis zu wel-
chem Kompressionsverhiltnis diese Annahme noch
brauchbar ist.

Der Anteil des Elektronengases wird vernachlés-
sigt. Wegen T = 0 ist die ''kalte Kompressionskurve"
zugleich eine Isentrope. Mit Up = cVT, Pr = -3; Up und
der Annahme, daB in dem betrachteten Bereich Ov
und y konstant sind, erhdlt man aus der Hauptglei-

chung

Tds = du + pdv (24)

die Entropiednderung zwischen Anfangs- und Endzu-

stand zu

¥
bg = cvln[TT—(;fv—) } .
o\ 0

(25)
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Bild 3. Relative Druck- bzw. Energieabweichung fiir
die Isentropenbeziehung fiir Al. t Parameter fir Git-
tertheorie; a p. nach Kormer/Urlin [5, 6]; b p. aus
eigenem Ansatz; y Kompressionsverhéaltnis

Als Isentrope (&8s = 0) ergeben sich die Beziehun-

gen:

v\
TTE = (_VQ) und (26)

(27)

mit dem Schwingungsanteil bei Umgebungszustand:

pTO = chTO/vO. Die Energie wird:

u = 3R@ +o T. (28)

3

08
Die Beziehungen (26) und (27) dhneln der Isen-

tropengleichung des idealen Gases. Ein Zusammen-
hang damit kann jedoch wegen der Unvertréglichkeit
der physikalischen Voraussetzungen bei Festkérpern
und dem idealen Gas nicht hergestellt werden. In
Gleichung (27) wird ein grofer Nachteil dieser Be-
trachtungsweise sichtbar. Uber 12 kommt ein w&hl-
barer Ansatz flir den Potentialanteil ins Spiel. Die
Brauchbarkeit der Isentropenbeziehung ist also auch
vom Verhalten des gewahlien pc—Ansatzes abhangig.
Bild 3 zeigt am Beispiel Aluminium die Abweichung

des berechneten Drucks bzw. der Energie von der
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Hugoniotkurve a) fiir Pe nach Kormer und Urlin {In-
dex a) und b) fiir p, aus dem eigenen Ansatz (Index
b). t ist der Parameter fiir die benutzte Gittertheo-
rie. Man sieht, da3 der Druck nach Hugoniot durch
den eigenen Ansatz wesentlich besser wiedergegeben
wird als mit dem Ansatz nach Kormer und Urlin. Der
Energieverlauf zeigt jedoch ein von pC-Ansétzen un-
abhédngiges Verhalten. Er weicht bereits bei v/v0 m
0,9 um mehr als 10% von der Hugoniotkurve ab. Die-
ser Wert wurde in der vorliegenden Arbeit als anzu-
setzendes Brauchbarkeitskriterium gewahlt.

Filr andere Stoffe ergibt sich ein &hnliches Verhal-
ten, so daRB folgende Aussage getroffen werden kann:
Der Isentropenansatz kann in einem Bereich des Kom-
pressionsverhéltnisses zwischen 0.9 und 1.0 als
brauchbar angesehen werden, wenn sowohl die ther-
mische, als auch die kalorische Zustandsgleichung
mit einer fiir den Einzelfall jeweils festzulegenden Ge-
nauigkeit erfiillt sind. Bei starkeren Kompressionen

ist diese Bedingung nie erfiillt.

IV. 2. Der pC—AnsatZ nach Kormer und Urlin

Kormer und Urlin schlagen fiir o einen Reihenansatz
vor:

v i/3+1
= a _0c i=1 7
Pe i\ v P T e

i

(29)

Voc ist das spez. Volumen am absoluten Nullpunkt.
Die 7 Koeffizienten a; sind reine Rechengréfen ohne
physikalische Bedeutung. Sie werden bestimmt

a) aus den Anfangsbedingungen am absoluten Null-
punkt fiir spez. Volumen, Bindungsenergie, Kompres-
sibilitat und Griineisenkoeffizient,

b) aus der Bedingung, da8 die Kurve pc(v) bei
Driicken ab ca. 108bar in den Bereich der Quanten-
statistik nach Thomas-Fermi einmiinden muf}, und

¢) durch Wahl eines geeigneten Referenzpunktes.

Die Uberpriifung des Ansatzes (29) mit Hilfe der
Gleichungen (22) und (23) brachte folgende Ergebnis-
se, die in den Bildern 4 bis 9 dargestellt sind:

1. Der Ansatz ist in der Regel fiir Kompressions-
verhiltnisse v/vO <ca. 0,7 mit ausreichender Ge-
nauigkeit verwendbar. Fiir mittlere und schwache
Kompressionen von ca. 0,7 < v/vo < 1 ergeben sich

meist Temperaturen, die unter der Anfangstempera-
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Bild 4. Druckanteile entlang der Hugoniotkurve als
Funktion des Kompressionsverhéltnisses fir Alumi-
nium. ps Druck nach Hugoniot; p; Potentialanteil
nach Kormer/Urlin [5, 6]; pr Schwingungsanteil;
pe Anteil des freien Elektronengases; S Schmelz-
punkt bei ps = 1,3 Mbar und v/ve =0, 62; Gittertheo-
rie nach Landau und Slater
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Bild 5. Energieanteile (Beschreibung vel. Bild 4)
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Bild 6. Temperatur, Debyetemperatur. Tw Tempera-
tur entlang Hugoniotkurve; @ Debyetemperatur;
S Schmelzpunkt: Ts = 4700K

tur liegen. Dies ist aus thermodynamischen Griinden
unsinnig.

2) Am Referenzpunkt - gewihlt wurde ein Punkt in
der N2he des Schmelzpunkts - ist einenumerische Er-
filllung der Druckgleichung (22) bis auf einen Fehler
von 0,0001% moglich, wihrend die Energiegleichung
(23) einen Fehler von ca. 1% ergibt. Mit groferer
Entfernung vom Referenzpunkt fiihrt dies zu starken
Abweichungen der berechneten von der Hugoniotener-
gie, auch wenn die Druckgleichung erfiillt werden
kann. Diese auch bei anderen Ansétzen in dhnlicher
Form auftretende Tatsache wird von den meisten Au-
toren nicht angegeben. Die Angabe der Druckabwei-
chung allein ist daher als Kriterium fiir die Brauch-
barkeit eines pC—Ansatzes nicht geniigend. Aus die-
sem Grund sind auch alle Temperaturangaben, die
auf diese Weise gewonnen wurden, mit schwer ab-

schétzbaren Fehlern behaftet.
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Aluminium
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Bild 7. Griineisenkoeffizient (Beschreibung vgl. Bild 4)
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Bild 8. Relativer Energiefehler (Beschreibung vgl.
Bild 4) :
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Bild 9. Hugoniotkurve und Schmelzkurve in der p,T-
Ebene. t Parameter fiir Gittertheorie; S Schmelz-
punkte; ¢ Steigung der Schmelzkurve bei Umgebungs-
druck nach Clausius Clapeyron

3. Fehler in den Eingabedaten werden durch an-
dere Zahlenwerte bei der Berechnung der Koeffizien-~
ten ai kaschiert, so daR sie nach auBen nicht mehr

in Erscheinung treten.
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Tabelle 1. Schmelzdaten nach (5, 6]

Stoff v/vO p(Mbar) T(K) Gittertheorie
(vgl. Kap. I 2.)

Mg 0,58 0,639 3 600 t=0

Al 0,62 1,297 4 700 t=0

Cr 0,64 3,166 7 200 t=2

Ni  0.67 2581 3900 t=0

Cu 0,65 1,970 4750 t=0

4. Die Gittertheorie nach Landau und Slater er-
weist sich als die geeignetste, da mit dieser Theorie
die Hugoniotkurve iber die grofiten Bereiche des
Kompressionsverhaltnisses mit den kleinsten Feh-
lern dargestellt werden kann.

5. Die sich ergebenden Schmelzpunktsdaten sind
fiir die untersuchten Stoffe in Tabelle 1 angegeben.

Als Kriterium fiir das Schmelzen wurde die Bedingung
der Gleichheit der thermischen mit der Potentialener-
gie verwendet (uC = up o+ ue) .

6. Fur Cr kann die Hugoniotkurve bei einem maxi-
malen Energiefehler von * 10% mit nur 2 Zustands-
gleichungen beschrieben werden

a) fir 0,93 < v/v0 < 1 mit der Isentropenbeziehung

b) fir v/vO < 0,93 durch den Kormer/Urlin-An-

satz.
Fir die ubrigen Stoffe ist eine weitere Zustandsglei-
chung notwendig.

7. Fir Al als Beispiel werden die mit diesem An-
satz ermittelten Druck- und Energieanteile als Funk-
tionen des Kompressionsverhéltnisses dargestellt,
ebenso Temperatur, Griineisenkoeffizient und der
rel. Energiefehler. Zusatzlich wurde fiir die drei
benutzten Gittertheorien ein p, T-Diagramm erstellt,
in dem auch der ungefdhre Verlauf der Schmelzkurve
eingetragen ist (gestrichelt). Zusatzlich wurde zum
Vergleich der Verlauf der Kurven fliir den Isentropen-

ansatz mit P nach Kormer/Urlin eingezeichnet.

IV. 3. Der Ansatz von Zharkov und Kalinin

Aufgrund einer Zusammenstellung verschiedener An-
satze fiir den "kalten Druck" bzw. die Potentialener-
gie, verfat von Zharkov und Kalinin [8], erschien

uns zur Darstellung des mittleren, durch denlIsentro-
pen- und den Kormer/Urlin-Ansatz noch nicht erfaB-

ten Bereichs der Hugoniotkurve der dort nach Born

W
ot

und Mayer benannte Ansatz geeignet:

1/3
- A b(1-y' ) -1/3
uC_BvO He - Ky

(30)
y ist das Kompressionsverhiltnis V/VO, A,b, K
dem Experiment und den Anfangsbedingungen anzu-
passende Konstanten. Der erste Term beinhaltet das
AbstoBungsgesetz von Mayer, der zweite das wesent-
lich schwichere Coulombsche Wechselwirkungspoten-
tial,

Zharkov und Kalinin geben in {8] A, b und K fiir
viele Stoffe an. Die Priifung dieser Werte zeigte, daf}
die Druckgleichung bis auf 0,0{% genau erfillt ist,
die Energiegleichung jedoch nicht im entferntesten.
Es ergeben sich viel zu geringe thermische Energien
und sogar negative Potentialenergien der Groflenord-
nung -10%k7/kg.

Die Ursache dafir liegt im wesentlichen in der un-
richtigen Bestimmung der Konstanten A, b und K.
Da der Ansatz aber auf physikalischen Grundlagen
beruht, versuchten wir zundchst A, b und K so zu
berechnen, daf Druck- und Energiegleichung erfiillt
sind. Aufgrund der Transzendenz des sich ergeben-
den und zu 16senden Gleichungssystems erwies sich
dies als nicht durchfihrbar und filhrte schlieflich auf
die Entwicklung eines eigenen pC—Ansatzes, der die
Potentialgesetze von Born und Mayer enthalt und
Druck- und Energiegleichung iiber dem noch offenen
Kompressionsverhiltnisbereich verifiziert. Er wird

im nachsten Abschnitt vorgestellt.

V. Eigener pC-Ansatz

V. 1. Entwicklung und "'exakte' Ldsung

Der Coulombsche Potentialanteil ist klein gegentliber
dem abstoBenden Potential. Deshalb wurde in Gl.(30)
der zweite Term vernachladssigt. Setzt man den ver-
bleibenden Term, der den Mayerschen Potentialan-
satz enthdlt, in die Gleichungen (22) und (23) ein,
so ergibt sich iber Debyetemperatur und Griineisen-
koeffizient wieder ein transzendentes Gleichungssy-
stem fiir den Koeffizienten b und die in x enthaltene
Temperatur T. Um diese Transzendenz auszuschal-
ten, wurde die Exponentialfunktion durch ein hyper-

bolisches Glied ersetzt, das im wesentlichen den Po-
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tentialansatz von Born beinhaltet. Es ergibt sich

P = Pgp + By T(y T - 1), (31)

C C

Peo ist der Potentialanteil beim Anfangszustand
(y = 1) vor dem StoB, der iiblicherweise aus dem
Umgebungsdruck Po und dem Schwingungsanteil Pro

berechnet wird:

Peo = Po ™ Pro (32)
Yo s DPalxp)

b = 3RO —[—+ (33)

TO 0 Vo 8 X

Xy = ®O/T0 (34)

Index 0: Umgebungszustand.
Die Funktion y ' - 1 bewirkt, daB fir y = 1 P, = Pgp
wird.

Zur Bestimmung von r wurde ein einfaches Mo-
dell entworfen: Ein Wiirfel erfidhrt durch eine ebene
StoBwelle eine einseitige Verkiirzung. AnschlieBend
soll sich das verzerrte Gitter soausgleichen, daR ein
dem Volumen nach dem Stofl dquivalenter Wiirfel ent-
steht. Damit wird eine dreidimensionale Kompres-
sion des Festkdorpers simuliert. Setzt man die Volu-
menanderung AV zum Volumen V nach dem StoB ins

Verhdltnis, so erhalt man
v c y -1. (35)

Ein Vergleich mit (31) ergibt
r=1. (36)

Um jedoch evtl. erforderliche Modelldnderungen
leicht durchfiihren zu kénnen, wurde der Exponent r
zunachst allgemein belassen.

Zur Bestimmung von B wird benutzt, daf die
Steigung der kalten Kompressionskurve dem Qua-
drat der Schallgeschwindigkeit proportional ist (vgl.
1II. 2), fir den Anfangspunkt also

2
dp ao
(dyc) STVt (37)

y=1

Die Kombination von (31) mit (37) liefert

1 a
B=—-. (38)

Warme- und Stoffilbertagung 11 (1978)

Die Potentialenergie erhalt man durch Integration:

yOc
uc :VO J pC(y)dy
y

Yoc ist das Kompressionsverhiltnis VOC/VO, bei dem

die Kurve pc(y) ihren Nulldurchgang hat {(vgl. Bild

2). Dies filhrt auf die Bestimmungsgleichung fiir YA -

rpcO

-n -r
Yoo (Voo ~V=- 2y
o’ Vo

Die daraus entstehende Funktion Yo = f(n) wird
im Rechenprogramm nur als Zwischenergebnis ermit-
telt und tritt im Endergebnis nicht mehr in Erschei-
nung, da sie sich als nur sehr schwach von n abhén-
gig erweist.

Es ergibt sich schliefilich folgendes Gleichungssy-

stem

v |3 Bl [ 2a)
C = 2 - 39
Druck: p = p_+3R® vy | 8 =5 = Py (39)
’ 3 D3x)
Energie: u=u_+ 3R®| 3z + = uy (40)
1 -n, -r
Mit:  p,=p s+ 5 ¥ (v -1) (41)
e = Vo poO(yOc -y) -
-(n+r-1) _—(n+r-1)
I _
r n+r-1
-(n-1) _-(n-1)
yOC _y oAy
h n-1 (42)
aZ
a]_ = _9 (43)
Yo

Debyetemperatur und Griineisenkoeffizient erhalt man

unter Verwendung einer Abkiirzung Z aus den Gln.

(13) und (17) als Funktionen des Exponenten n:
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a

Z = 2t(2t-3)p  + -r-l- v f2t(2t-3) +

+3{(n+r)(3(n+r+1)-4t)Jy T -2t(2t-3) +

+3n(4t-3(n+1)1} (44)
- 1/6
® = @Oy
a 1/2
2tp g+ = ¥ " H[2t-3(rn) Iy - (26-3n) ] 16
; 46
2tpgq ~ 38y
1 z t-2
Y=-5" COR , T3
th00+_f- y il2t-3(r+n)]y " -(2t-3n) |
(48)

Bei konstant gehaltenem r und y liegt in den Gln.
(39) und (40) also ein Gleichungssystem vor, indem
nur noch die Unbekannten n und x vorkommen. Die
punktweise, iterative Aufldosung des Gleichungssy-
stems, die im weiteren als "exakte'" Losung bezeich-
net wird, liefert alle interessierenden GroRen als
Funktionen des Kompressionsverhéltnisses y so, daf§
Druck- und Energiegleichung bis auf numerisch be-
dingte Abweichungen von < 0,01 7% erfiillt sind. In

den Bildern 12 bis 15 sind fiir Aluminium die Grés-
sen p, P, Pps W, U, Uy, ®, T, y in Abhéngigkeit
von y als dick ausgezogene Kurven dargestellt.

Bild 10 zeigt die im Ansatz (41) enthaltene Funk-
tion F(y) = y—n(y)_ Diese Funktion, in der auch
noch der Exponent n von y abhangt, ist zwar mathe-
matisch zulédssig, physikalisch jedoch nicht sinnvoll.
Daher wird F(y) spdter durch Naherungsfunktionen
f(y) ersetzt.

Die wichtigsten Ergebnisse der''exakten'' Losung:

1, Die moglichst genaue Erfiillung der thermi-
schen und der kalorischen Zustandsgleichung ist die
wichtigste Bedingung, um brauchbare Ergebnisse zu
erhalten.

2. Der EinfluB der Gittertheorie (in den Bildern
10 bis 16 nicht dargestellt) auf Druck, Energie, Tem-
peratur, Debyetemperatur und die Funktion f(y) = y "
ist sehr gering, auf den Exponenten n und den Griin-
eisenkoeffizienten jedoch etwas grofier. Die Gitter-
theorie nach Landau und Slater erweist sich aus En-
tropiegriinden als die geeignetste.

3. Der Schmelzpunkt ergibt sich flir Aluminium
zu p, = 0,808 Mbar und TS = 2730K. Er liegt hier er-

heblich niedriger als beim pC—Ansatz nach Kormer/

Urlin. Vergleiche mit anderen Autoren (z.B. Y.K.
Huang [14]) deuten jedoch darauf hin, daB die nied-
rigeren Schmelzpunktsdaten der Wirklichkeit ndher
kommen diirften.

4. Der rel. Energiefehler unterscheidet sich vom
rel. Druckfehler nur um den Faktor 10, wadhrend er

beim Kormer/Urlin-Ansatz immerhin 104 betrug.

V. 2. Die Naherungsfunktionen:

Die Funktion f(y) = y—n(y) wird nun durch Ndherungs-
funktionen f(y) ersetzt. Tabelle 2 zeigt die untersuch-
ten\ Ndherungen und ihre Darstellung in den Diagram-
men 12 bis 16.

Um die verschiedenen Naherungsfunktionen belie-
big austauschen zu konnen, wurde im Ansatz (41) der
Ausdruck y " allgemein als f(y) belassen. Die Glei-
chungen (41), (42), (44) bis (46) nehmen damit fol-

gende Formen an:

-r

a
B 1
P, =Pt 7+ ~fy)-(y -1) (47)
Yoe
&4 -r
uc:VO' pCO'(yOc:_y)+r : f ty)-(y - 1)dy
’ Y
(48)
a 2
~ 1 2, -r .\ d°t
Z = 2tpCO(2t -3) + + {Qy (y "-1) dy2 +

+6(2t-3r)y "= Zt]-y% + [(2t(2t-3) - 12tr +

+9r(r+1))-y_r—2t(2t-—3)]-f(y)] (49)

Tabelle 2. Naherungsfunktionen und ihre Darstellung

Funktion Formel Darstellung
"exakt'! F(y) = y—n(y)

Kubische Para- 3 2

vel fir F f(y) =ay +by +cy+d — —=--~— --
Quadratische £(y) = 2. b o

Parabel fir F yr=ay +by+c T
Quadratische £(y) = explay®+ o
Parabel fir InF +by+c)

Gerade tiir InF f(y) = exp(ay +b)
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Naherungsbereich

InF

A 5 6 7 .8 9y
1 1 11 ] 1 ]

Bild. 10. Funktion F = y—n(y) aus eingem p.-Ansatz
fir Aluminium. Gittertheorie nach Landau und Slater.
f Niherungen nach Tabelle 2; y Kompressionsver-
haltnis

1 z
7—-6'-

2t ! -r -r _\df
Poot T [{(2t-3r)y " -2t]f(y)+ 3y(y —1)337

t -2

+ = (50)
o 1/8
e = @Oy
1/2
! -r -r _.\df
2tpcO+T ((2t-3r)y " -2t1f(y)+ 3y(y —1)-(—1?
2tpCO - 3a1

(51)

Zunachst werden mit Hilfe der linearen Ausgleichs-
rechnung iiber die Funktionswerte der ""exakten" Funk-
tion die Koeffizienten der Naherungspolynome berech-
o ®
und y fest. Uber G1.(39) erhilt man x. Die Energie-

net. Damit liegen fiir jedes y die Gréfien P.s U

gleichung (40) fungiert wieder als Kontrollgleichung

fiir die Brauchbarkeit der Naherung.

Ergebnisse

Bild 10 zeigt die gute Ubereinstimmung der Niherungs-
funktionen mit der "‘exakten' Kurve y—n. Aus Bild 11
ist ersichtlich, daf die einfachste N&dherung

f = exp(ay + b) iiber den gréften Kompressionsbe-

Wédrme- und Stoffiibertragung 11 (1978)
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Bild 11. Relative Abweichung (F - f)/F (Beschrei-
bung vgl. Bild 10)

reich nur um 1% von der "exakten'" Funktion ab-
weicht. Auch in den weiteren Bildern kommt die Ge-
radennédherung den ''exakten'' Verldufen am nachsten,
so daB diese Naherung als die beste bezeichnet wer-
den kann.

Fiir Aluminium ergibt sich, daB die Koeffizienten
dem Betrag nach etwa gleich grof sind. Man kdnnte
somit auch ansetzen:

f(y) = eay+b _ e—2,1356y+2,1411 ~ ea(l—y) .

Diese Form der Funktion 188t eine Ahnlichkeit mit
dem ersten Term des Ansatzes (30) erkennen, wo-
mit im wesentlichen bestétigt wird, dafl die Fehler
der Methode von Zharkov und Kalinin nicht im An-
satz, sondern in der Konstantenbestimmung zu su-
chen sind.

Der Druckverlauf wird in Bild 12 sehr gut wieder-
gegeben. Im Energieverlauf (Bilder 13 und 16) tritt
jedoch eine Abweichung von der Hugoniotkurve von
ca. 12% auf. Die Ursache dafiir wird aus dem Verlauf
des Grineisenkoeffizienten y (Bild 15) erkennbar. y
der Néherungen liegt bis auf eine Uberschneidung bei
y ™ 1 erheblich unter dem Verlauf der '"exakien'' Lo-
sung. Wenn nun Y zu niedrig ist, muf, um die Druck-

gleichung (39) zu erfiillen, zwangslaufig der Tempera-
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— 4 Mbar

Schmelzpunkt :
yg = .685
ps = .8 Mbar

Bild 12. Druckanteile als Funktion des Kompressions-
verhiltnisses y aus eigenem p,-Ansatz.S Schmelz-
punkt (Beschreibung vgl. Tabelle 2 und Bild 10)

L 7000 Ty
L 6000

— 5000

Schmelzpunk t:
ys =.685
Tg=2700 K

— 4000

— 3000

Bild 14. Temperatur Ty und Debyetemperatur ® (Be-
schreibung vgl. Bild 12)

turanteil gréBer werden, da auch die Debyetemperatur
(Bild 17) gut wiedergegeben wird. Die Temperatur er-
gibt sich zu hoch bzw. x zu niedrig.

Die Ursache fiir die Abweichung des Griineisenko-

effizienten der Ndherung vom ''exakten' Verlauf ist

u
—8 MJ/kg
L 7 Ue
Ue N&
B 6 LIH..
UT N&
-5 YT Na
, Schmelzpunkt:
ys =-685
Ug = 2.47 MJ/ kg
-3
—2
-1
4 5 6 Oay
1 | ]

Bild 13. Energieanteile (Beschreibung vgl. Bild 12)

~
—
-
B
[o2]
o
<

Bild 15. Grineisenkoeffizient y (Beschreibung vgl.
Bild 12)

darin zu suchen, daf in die Berechnung von 7y Steigung

und Krimmung der Kurve pc(y) eingehen (Bild 17).
Aus Bild 13 ist auch ersichtlich, daB die Potential-

energie der Ndherungen ebenfalls unter der '"exakten"

Kurve liegt. Auch diese Abweichung hat ihre Ursache
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Bild 16. Relative Abweichung der Energie von der Energie
nach Hugoniot (Beschreibung vgl. Bild 12)

? = Yansatz

h YNﬁherung

Y

Bild 17. Zusammenhang zwischen p,-Ansatz und dem
pe-Verlauf der Niherung (Beschreibung vgl. Text)

im Verlauf der Ansdtze, wie die schraffierten Flidchen
in Bild 17 zeigen.

Als weitere Fehlerursache ist die Tatsache anzu-
sehen, daB die ''exakte' Kurve liber die Bedingungen

P =Py und u = u,, ebenfalls mit Hilfe eines Ansatzes

ermittelt wird. ;_tle nach Ansatz kann in Bild 17 der
Punkt 1C auch an der Stelle 1(': oder 1(‘3‘ liegen. Der
Verlauf pC(y) kann also zwar als brauchbar angese-
hen werden. Einen Anspruch auf tatséchliche Exaktheit
kann daher jedoch noch keine der bisher bekannten
halbempirischen Zustandsgleichungen stellen.
Vergleicht man die Ergebnisse unseres Ansatzes

mit denjenigen des Ansatzes von Kormer und Urlin

oder des Isentropenansatzes, so zeigt sich, daB die
thermische und die kalorische Zustandsgleichung in
dem noch offenen Kompressionsverhéltnisbereich
0,7 <y <0,9 fir Aluminium mit derselben Genauig-
keit erfiillt werden kénnen. Andere Stoffe diirften sich
ahnlich verhalten. Die Hugoniotkurve ist also auch in
Bezug auf die Energiegleichung im gesamten festen
Zustand bis auf 10 bis 15% genau darstellbar.

Der Vorteil unseres Ansatzes liegt darin, daB

1. nur StoffgréBen bei Umgebungszustand benotigt
werden,

2. die Ublichen Messungen aus StoRwellenversu-
chen benutzt werden, und

3. nur die einfachsten, aber physikalisch sinnvol-
len Ansétze der Potentialtheorien von Born und Mayer

notwendig sind.

VI. Schlufibetrachtung

Diese Arbeit hat gezeigt, daB es moglich ist, halbem-
pirische Zustandsgleichungen aufzustellen, die die ex-
trem hohen Driicke und Temperaturen hinter einer Stofi-
front in Festkérpern mit relativ grofer Genauigkeit be-
schreiben kénnen. Im Bereich kleiner Kompressions-
verhiltnisse (v/vO <0,7) erwies sich zur Darstellung
der 'kalten' Kompressionskurve ein Summenansatz
von Kormer/Urlin als brauchbar, im Bereich schwa-

cher Kompressionen (0,9 < v/v0 < 1) ein Isentropen-



St. Wohlhéfler und U. Grigull: Zustandsgleichungen von Festkdrpern 51

ansatz und in mittleren Bereichen (0,7 < v/vO <0,9)
der Potenzansatz dieser Arbeit.

Allen Ansétzen gemeinsam ist die Tatsache, daB,
wenn auch die thermische Zustandsgleichung bis auf
0,001 % genau erfillbar ist, die kalorische Zustands-
gleichung trotzdem nur eine Genauigkeit von ca. 10%

erreicht.
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