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Interferometrie transparenter Phasenobjekte, insbesondere
bei hohen Interferenzstreifendichten, dargestelit
an einem Beispiel aus der Wirmeiibertragung *

H. Becker und U. Grigull, Miinchen

Interferometry of Transparent Phase Objects, especially with a High Interference Fringe Density,
INlustrated by an Example from Heat Transfer

Abstract. The assumptions of 'ideal interferometry' result in formulae which are easy to use for the interpre-
tation of interferograms, but which are only valid if the interference fringe density is low. If these formulae
are used at higher fringe densities, one must focus at the so-called 'optimal focussing plane'. If the inter-
ference fringe density becomes still greater, practically any focussing position will result in deviations from
'ideal interferometry'. With the aid of an example from heat transfer a method is presented which enables

the most favourable focussing plane to be determined and which corrects the resulting deviations from 'ideal
interferometry’' by use of an iterative algorithm.

Zusammenfassung. Die Annahmen der idealen Interferometrie ergeben fiir die Auswertung von Interferogram-
men sehr bequeme Formeln, gelten jedoch nur bei geringen Interferenzstreifendichten mit ausreichender Ge-
nauigkeit. Um auch noch bei hdheren Interferenzstreifendichten mit diesen Formeln arbeiten zu kdnnen, muf
bei der Aufnahme der Interferogramme auf eine bestimmte Ebene, die sogenannte optimale Fokussierebene
fokussiert werden, die bei 1/3 der Modelldnge gemessen vom Modellende her liegt. Bei sehr groBen Interfe-
renzstreifendichten ergeben sich jedoch bei praktisch jeder Fokussierung Abweichungen von der idealen Inter-
ferometrie. An Hand eines Beispiels aus der Warmeiibertragung wird gezeigt, wie sich fiir ein spezielles
Problem die jeweils giinstigste Fokussierebene berechnen laBt und wie die bei dieser Fokussierung verblei-
benden Abweichungen durch ein iteratives Rechenverfahren beriicksichtigt werden kodnnen.
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Eines der vielen Anwendungsgebiete der Interfero-
metrie ist das Ausmessen von Brechzahlfeldern in
transparenten Objekten, wie sie z.B. durch Warme-
leitungs- und Diffusionsvorgénge entstehen kénnen.
Solange entweder nur die Temperatur oder die Kon-
zentration variiert wird, ist der Brechungsindex ei-
ne eindeutige Funktion der verdnderten GréBe. Bei

kombinierten Temperatur- und Konzentrationsfeldern,
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wie sie z.B. bei chemischen Reaktionen an einem
Katalysator auftreten, kann man die beiden Felder
getrennt auswerten, indem man entweder zuerst nur
den Warmetransport ohne chemische Reaktion unter-
sucht (z.B. [1]) und daraus dann bei den Experimen-
ten mit chemischer Reaktion den Stofftransport be-
rechnet oder indem man die sog. Zweiwellenlangen-
interferometrie anwendet (z.B. [2]), die die unter-
schiedliche Dispersion ausniitzt.

Mit Hilfe interferometrischer Untersuchungen
lassen sich sehr genaue Angaben iiber lokale und in-
tegrale Wiarme- und Stoffiibergangskoeffizienten ma-
chen, Wirmeleitfdhigkeits- und Diffusionskoeffizien-
ten bestimmen und konvektive Stromungen sichtbar
machen. Besonders anschaulich sind Interferogram-
me, falls vor dem Versuch ein sog. Nullfeld (auch
Feld mit unendlicher Streifenbreite genannt) einge-
stellt worden war. Daher soll im folgenden auf die
andere Moglichkeit, das Arbeiten mit Interferenz-
streifenvorgabe, nicht besonders eingegangen wer-
den, zumal alle Betrachtungen und Ergebnisse die an
Hand der Nullfeldinterferometrie gewonnen wurden,
auf den Fall mit Streifenvorgabe direkt iibertragbar
sind, wenn man die Streifenordnung der Nullfeldin- k
terferometrie durch die Verschiebung der Interferenz-
streifen um die Streifenordnung ersetzt.

Zweckmifigerweise baut man die Versuchsanord-
nung so auf, daB das auszumessende Brechzahlfeld
ein- oder zweidimensional ist, d.h. daB sich der Bre-
chungsindex nur senkrecht zu der Lichtstrahlrichtung
adndert. Bei der Nullfeldinterferometrie stellt dann

jeder Interferenzstreifen eine Linie konstanter Tem-

- peratur bzw. Konzentration dar. Es lassen sich zwar

auch einfache dreidimensionale Felder auswerten [31],

doch soll dieser Fall hier nicht diskutiert werden.

Die ideale Interferometie

Um aus den im Interferogramm beobachteten Gangun-
terschieden auf den Verlauf des Brechungsindexes
schliefen zu k&nnen, ist es sehr wesentlich, zu wis-
sen, auf welchen geometrischen Wegen die optischen
Gangunterschiede zustande kommen. Die einfachste
Annahme iiber den geometrischen Weg ist die der ide-
alen Interferometrie: Die Lichtstrahlen durchlaufen

das Modell geradlinig (in z~Richtung), ohne aus ihrer
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urspriinglichen Richtung abgelenkt zu werden und da-
her ist der Brechungsindex l4angs eines bestimmten
Lichtstrahles iiber die ganze Modellidnge konstant. Die
Streifenordnung k ergibt sich in diesem Fall aus der
Modelldnge 1, der Lichtwellenldnge A und dem Unter-
schied des Brechungsindexes An zwischen dem Zu-
stand vor dem Versuch (noo) und dem Zustand am
Ort x, y(n(x, y)) aus der sog. 'Interferometerglei-

chung der idealen Interferometrie'':

(ng-nlx,y)) -1

k(x,y) = - -2l (1)

n(x, y)-1 ist der optische Weg des MeBstrahles durch
das Modell, n_. -1 die entsprechende optische Weg-
ldnge des Vergleichsstrahles, g = An -1 ist der Gang-
unterschied (optische Weglédngendifferenz) zwischen
MeB- und Referenzstrahl. An der Gleichung (1) ist
besonders bemerkenswert, daf die Streifenordnung
k vollig unabhingig von der Ebene ist, in der sie be-
obachtet wird. Das kommt daher, daf man geradli~
nige Lichtausbreitung angenommen hat und aus die-
sem Grund ein bestimmter Strahl des MeBbiindels
immer mit demselben Strahl des Interferenzbiindels
interferiert, ganz unabhéngig von der Beobachtungs-
ebene. )

Da der Modellanfang als beugende Kante wirkt,
bildet man meist diese Ebene auf den Beobachtungs-
schirm bzw. den Film ab, solange die "ideale Inter-
ferometrie' anwendbar ist. Man vermeidet so, dafB
den Interferenzstreifen in der Ndhe der Modellbe-
grenzung Beugungsinterferenzen liberlagert sind.

Da voraussetzungsgemif der Gradient des Bre-
chungsindexes auf der Lichtstrahlrichtung senkrecht
steht und die Lichtstrahlen nach dem Snelliusschen
Brechungsgesetz stets in Richtung auf das optisch
dichtere Medium hin abgelenkt werden und somit
ithre urspriingliche Richtung nicht beibehalten, ist
die Annahme der idealen Interferometrie stets nur
ndherungsweise erfiillt. Als ungefidhrer Grenzwert
fiir die Anwendbarkeit der idealen Interferometrie,
der jedoch an Hand der speziellen Gegebenheiten und
Genauigkeitsanforderungen iiberpriift werden muf,
gilt eine Interferenzstreifendichte im Modell von et-
wa 3 Linien/mm, d.h. die Lichtstrahlab lenkung im
Modell darf nicht groBer sein als 5' bei einer

Lichtwellenldnge von 500nm.
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Die Parabelndherungen

Um der Tatsache, daB der Brechungsindex auf dem ge-
krimmten Weg eines Lichtstrahles durch das Modell
immer grofer wird, besser Rechnung zu tragen,
nimmt die nach der idealen Interferometrie nichst-
hohere Ndherung an, daB der Gradient des Brechungs-
indexes langs des Lichtweges konstant ist. Wie z.B.
Grigull [4] zeigte, ergibt sich mit dieser Annahme
ein parabelfdrmiger Weg der Lichtstrahlen im Mo-
dell, weshalb diese Naherung auch hiufig Parabel -

ndherung genannt wird:

)
dx 2
woxgn (B) - 1 (2)) @
0 0 0
und daher
bn)
amy o,
ox _ (0% (°x 0 dx |2
SZ‘(E)*'—_"n 1. (& . (3)
0 0 0

In den Gleichungen (2) und (3) sind die mit dem In-
dex O gekennzeichneten Gréfen am Modellanfang bei
z = 0 genommen. AuBerdem wurde ein eindimensio-
nales Brechzahilfeld in x-Richtung angenommen. Da
diese Vereinfachung ohne Einschrinkung der Allge-
meinheit moglich ist - im zweidimensionalen Fall
miifite der optische Weg aus den beiden Richtungs-
komponenten vektoriell zusammengesetzt werden -
werden alle weiteren Betrachtungen der Einfachheit
halber an dem eindimensionalen Modell durchgefiihrt.
Auf die Herleitung der Gleichungen (2) und (3) wird
an dieser Stelle verzichtet, da die Parabelndherung
in der spéter diskutierten erweiterten Parabelnidhe-
rung enthalten ist. '

Fir die optische Wegliange im Modell ergibt sich
nach Hauf und Grigull [5] bei streifendem Lichtein-

0X

tritt in das Modell ((E )0 =gy = O)

L 2
on . 1 (o -
fnds_no 1<1+3(bz)1>—

2
1 on 2
=n, .11+ — [ =] -17). (4)
0 ( 3ng <°Xo>o >

Je nach dem Verlauf des Brechzahlfeldes und natiir-

lich auch je nach den Genauigkeitsanforderungen

kommt man mit der einfachen Parabelndherung zu
befriedigenden Ergebnissen, solange die maximale
Streifendichte etwa 10 Linien/mm nicht {iberschrei-
tet. *

Es liegt nahe, zur Auswertung von Interferogram-
men mit hdheren Interferenzstreifendichten einfach
den néchsten Term der Entwicklung des Brechzahlfel-
des mit zu beriicksichtigen, so daB der Ansatz dieser
Niherung - sie sei im Folgenden die erweiterte Pa-
rabelndherung genannt - fiir das Brechzahlfeld durch

den Ausdruck

n=n+<9£) (x_x)+<ifl)(_)(__ﬁ))_2 (5)
Pot \vx /), o o2 T2

gegeben ist.

Ausgangspunkt fiir die Berechnung des Weges der
Lichtstrahlen durch das Modell ist stets das Snellius-
sche Brechungsgesetz, fiir das folgende Schreibweisen
moglich sind:

) sine ) coS g ) |/1 N tgza )

T sino ~ cose
0 V1+tg250 1/1+ (g)z

o
n

(6)

Mit dem Index O sind wieder die GréfSen am Modell-
anfang bezeichnet, die z-Achse habe ihren Ursprung
im Modellanfang und sei parallel zum Modell. Die
Lage der Winkel ergibt sich aus Bild 1. Durch Um-

formen von Gleichung (6) erhilt man:

(@) (- (2f)-

Nur im Fall der Parabelndherung ist Gleichung (7)
nach Einsetzen der Gleichung (5) einfach integrier-
bar und kann nach x - X aufgeldst werden. Fiir alle
hdheren Ndherungen empfiehlt sich fiir das Integral

der Tayloransatz:

2 3
bx) 1{03%x 2 1(0 x) 3
X-X :<__ .7 4+ = | == e Z 4= | == - Z 4
0 dz 0 2<6Z2>0 6 cz3 o

4
1 0'x 4
+ﬂ—(b_z4—).z ) ®)
0

* Die Aussage ist in dieser Form méglich, da bei
sehr vielen Experimenten d°n/dx® {iber die Grenz-
schichtdicke mit der maximalen Liniendichte ver-
kniipft ist.
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Bild 1. Zum Lichtstrahlverlauf im Modell

Die htheren Ableitungen von x nach z ergeben sich

durch Differenzieren aus Gleichung (7), z.B.

2 2
ox . 2% _n o, (ox
% 2% 3 bz<1+<bz) > (9)

wobei man dn/dz aus Gleichung (5) erhilt:
2
(ﬂ P 2R) (x-x.) (10)
Ox 2 0
0 ox 0

und nach Einsetzen von Gleichung (10) in (9) findet:

on _ dx

oz bz

Son b @)[iz) () el
2z nd 2o [V /o \ox?/, 0

(11)

so daB fir den Modellanfang gilt:

(95_) o_Lq_(1<b_)§> (12)

bzz o ng 0z

Nach Einsetzen aller Ableitungen in den Ansatz (8)
erhilt man, falls die kleinen Glieder héherer Ord-

nung vernachlissigt werden mit ¢ = 1+ (dx/ bz)(z) =

1+e§:
OX (bn/b")o 2
X-xq= 5] rzrCs g 2"+
0 0
- (2) (fg) () (ﬁn)
0z 2 0x 2
0\ dx 0 3 0\ dx 0 5 4
+ o -z" + 5 ~cTez” .
0 24no
(13)

Der Austrittswinkel (bx/bz)1 =g (der Index 1 be-

zeichnet die GréRen am Modellende) des bei x. un-

0
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ter dem Winkel e, = (bx/bz)o in das Modell eintre-
tenden Lichtstrahles ergibt sich aus der Ableitung
der Gleichung (13):

2
_ +(°_n) U R 0% N
8158 *\3%x/. n Zn 2

ox" /g

2
L () () (10)
6n0 0 \dx 0

Die beiden ersten Glieder der Gleichungen (13) und

(14) entsprechen jeweils der Parabelndherung.

Die optische Weglédnge der erweiterten Parabel-

nidherung

Die optische Wegléange fn ds des Lichtes durch das
Modell berechnet sich mit Gleichung (7) aus:

1

-1
zf nds:fn- v1+(bx/bz)2dz (15)
0

0
L
= V1 +(bx/bz)g- f -ﬁ—o dz . (16)
0

Aus dem Ansatz (5) fiir den Brechungsindex erhilt
man bei Vernachldssigung der kleinen Glieder hdhe-

rer Ordnung:

2

3'.’3

0 0x

on bzn 2
=ng+ 2(8) ox)+ [5F) x-xp)® . ()
0 0
Nach Einsetzen der Gleichungen (13) und (17) in
Gleichung (16) liefert die Integration der Gleichung

(16) fiir die optische Wegldnge mit ¢ = 1 + eg:

z=1 2 2
= on Llec (&

f nds-V-E-l‘no+lso( x>0+ 3 [n (-—x) +

0
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Falls man bzn/bx2 = 0 setzen kann, ergibt sich die
optische Weglidnge der Parabelnidherung, die sich

mit Gleichung (3) bei Vernachlissigung der Glieder
von hoherer als quadratischer Ordnung in ) und €

in folgender Form schreiben 148t:

1

_ 1 (52 2
fnds -no-l[l * B (251 + 26051 - 280)]
0

(19)

Fiir €q = 0, d.h. streifenden Lichteintritt in das Mo-
dell, geht Gleichung (19) in Gleichung (4) iiber.

Der Einflufl der Fokussierebene auf den beobachte-

ten Gangunterschied

Wegen der schon bei der Parabelndherung nicht mehr
vernachlédssigbaren Richtungsinderung der MeBRstrah-
len in der Modellzone ist nicht nur die x-Koordinate,
in der ein bestimmter Lichtstrahl die Beobachtungs-
ebene durchstéft von der z-Koordinate der Beobach-
tungsebene abhéngig, sondern es dndert sich auch je
nach der Lage dieser Ebene der im Interferogramm
beobachtete Gangunterschied zwischen MeB- und Ver-
gleichsstrahl, da nach dem Modell die geometrischen
Weglidngen der beiden Strahlen unterschiedlich sind
(durch die Richtungsanderung ist der MefRstrahl nicht
mehr parallel zum Vergleichsstrahl und daherist sein
geometrischer Weg linger).

Die Streifenordnung k im Interferogramm ergibt

sich daher auch nicht einfach als Differenz

1

f nds - 0" 1, wie fiir die ideale Interferometrie,

0

sondern héngt von der Beobachtungsebene ab. Um die-

sen Zusammenhang aufzuhellen sei im folgenden das
Zustandekommen der Interferenzerscheinung niher
erléautert.

Sowohl bei einem klassischen Interferometer et-
wa nach Mach-Zehnder (Beschreibung z.B. in [5]),
als auch bei einem holographischen (Beschreibung
z.B. in [6]) wird aus praktischen Griinden die pri-
mére Beobachtungsebene (im folgenden stets Fokus-
sierebene genannt) durch ein Objektiv auf den Film
bzw. den Beobachtungsschirm abgebildet. Im Prinzip
miite man um die Interferenzordnung an einem be-
stimmten Ort in der Filmebene zu bestimmen, die

optischen Wegléngen des dort interferierenden MeB-

und des Vergleichsstrahles zwischen der Lichtquelle
und der Filmebene berechnen. Es geniigt jedoch die

Betrachtungen auf die Modellzone zu beschrénken.

Um dies einzusehen, muB man sich vergegenwir-
tigen, daB der Vergleichsstrahl - ganz gleich, ob er
eingespiegelt (Mach-Zehnder) oder durch Rekonstruk-
tion (Holographie) erzeugt wird - virtuell das Modell
durchlduft und zwar das Modell in dem Zustand vor
dem Versuch, da ja vor dem Versuch der Phasenun-
terschied zwischen MeB- und Vergleichsstrahl in al-
len Ebenen zwischen der Lichtquelle und der Beobach-
tungsebene voraussetzungsgemif Null sein soll (Null-
feldinterferometrie! ). Auf der Strecke zwischen der
Lichtquelle und dem Modell dndert sich auch wihrend
des Versuches nichts an den optischen Wegen. Somit
verbleiben fir die Berechnung des Gangunterschiedes
die Strecken vom Modellbeginn bis zur Filmebene.

Eine wesentliche Eigenschaft fehlerfreier opti-
scher Abbildungen ist es, dafB die optischen Weglédn-
gen fir alle Lichtstrahlen gleich sind, die von einem
Gegenstandspunkt ausgehen und durch das abbildende
Instrument zum Bildpunkt vereinigt werden. Dieser
Gegenstandspunkt kann selbstverstiandlich auch vir-
tuell sein. Auf das vorliegende Problem angewandt
bedeutet dies, daBl man auch die Strecke zwischen der
Filmebene und dem virtuellen Gegenstandspunkt,
bzw. einer Kugelfldche um diesen nicht betrachten
muB, da die optischen Weglingen gleich sind, wobei
vorausgesetzt wird, daB das Medium zwischen der
Kugelfldche um den virtuellen Gegenstandspunkt und
dem Objektiv keine optischen Inhomogenitédten hat.

Es verbleibt also, wie gesagt, die in Bild 2 schema-
tisch dargestellte Modellzone. Der Einfachheit hal-
ber wurde in Bild 2 streifender Lichteintritt (so = 0)
und ein homogenes Medium vor dem Versuch ange-
nommen. Dies ist auch der stets angestrebte Fall.
Der allgemeinere Fall e # 0 dient meist nur zur Ab-
schitzung des maximal moglichen Fehlers. Die an
und fiir sich einfache Erweiterung findet sich in [7].
Dort wird auch der Fall behandelt, daf das Medium
schon vor dem Versuch einen konstanten Brechzahl-
gradienten aufweist.

Bei vielen Anwendungsfillen wird die Modellzone
durch Kiivettenfenster abgeschlossen. Im Anhang
wird gezeigt, daB diese Fenster entgegen der z.B.
von Blue [8] und auch sonst &éfter vertretenen Mei-
nung keinen Einflufl auf die optische Abbildung und
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Bild 2. Schematischer Lichtstrahlverlauf in der Mo-
dellzone (nicht maBstabgetreu)

den Gangunterschied haben, so lange die Ein- und
Austrittswinkel so klein sind, wie normalerweise bei
der Interferometrie. Die Glasfenster wurden daher
in Bild 2 gleich weggelassen.

Ein MeBstrahl trete bei A in das Modell ein, wer-
de durch das Brechzahlfeld (in Bild 2 wurde z.B. ein
durch Beheizen des Modells entstandenes Feld ange-
nommen) abgelenkt und verlasse das Modell schlief-
lich bei B unter dem Winkel € - Durch den Medien-
ilbergang auf Luft von Umgebungstemperatur am Mo-
dellende wird der Mefstrahl entsprechend dem Snel -
liusschen Gesetz gebrochen und hat dann den Winkel

£;, gegen die z-Richtung.

(20)

Die tatsdchliche Gegenstandsebene - die Fokussier-

ebene - habe die Entferung 1. vom Modellende. Der

Abstand 1_.
virt

ebene ergibt sich fiir kleine Winkel liber das Snellius-

f
der zugehorigen virtuellen Gegenstands-

sche Gesetz zu

L
irt 't n_
VT o

1 (21)

Da der Brechungsindex der Luft konstant sei, bleibt

diese virtuelle Gegenstandsebene nach einmal einge-
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stellter Fokussierung stets erhalten, ganz gleich, wie
sich die Brechzahlverhiltnisse im Modell dndern. An-
dern wiirde sich dadurch die Lage der tatsdchlichen
Gegenstandsebene, doch sind diese Anderungen bei
praktisch allen vorkommenden Fillen so klein, daB
sie vernachlassigt werden konnen.

Den virtuellen Gegenstandspunkt Pvirt des MeB-
strahles erhidlt man als Schnittpunkt der virtuellen
Gegenstandsebene mit dem von B unter dem Winkel
&L nach riickwérts verlidngerten MeBstrahl. In der
Filmebene oder auf dem Beobachtungsschirm inter-
feriert mit dem Mefstrahl gerade der Vergleichs-

strahl, der durch PVir lauft. Dieser Vergleichs-

strahl durchstéft im mekt D die Kugelfliche um
Pvirt’ die den Austrittspunkt B des MeRstrahles aus
dem Modell enthélt, d.h. daB die optischen Wege von
D und B zum Bildpunkt auf dem Film gleich lang
sind. Der Gangunterschied zwischen Mef- und Ver-

gleichsstrahl ist daher:

R
g:noo-1+6_D--nL—fnds. (22)
A
Nun ist aber mit Gleichung (20) und (21)
2
1. 1 n
=7 _ _virt 2 _ .t 271 =
CD-my = —5—e " =3¢ = CE-n_ (23)

gesetzt wurde, was an dieser Stelle
und CE sehr

wobei n, = n
1 o

zulédssig ist, da iiblicherweise schon g
kleine GréBen sind und sich daher nur Korrekturen
héherer Ordnung ergiben (vgl. auch den Anhang).

Daher folgt fiir den Gangunterschied:

B B
== 1f 2
g:noo-(1+ CE) - fnds:noo-(1+-2—el)— I nds .

A A (24)

Der Punkt E ist der Durchstofipunkt des Vergleichs-
strahles durch die Kugelfldche um den tats&chlichen
Gegenstandspunkt Pf, die den Punkt B enthalt.

Da die Lidngen der Strecken CD und CE von der
Lage der Fokussierebene abhidngig sind - sie werden
z.B. zu Null bei Fokussierung auf das Modellende -
ist es sofort einzusehen, daB durch die Wahl der Fo-
kussierebene der beobachtbare Gangunterschied be-
einfluflt wird.
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Kriterien fiir die Wahl der Fokussierebene

Friiher, als die zeitliche und rdumliche Kohirenz der
verflgbaren Lichtquellen noch sehr gering war, war
man bestrebt, die Interferometeranordnungen so zu
wéhlen, daB der Interferenzstreifenkontrast maxi-
mal wurde, um moglichst viele Interferenzstreifen
noch ausmessen zu kdnnen. Dies ist im Rahmen der
Parabelnidherung dann der Fall, wenn auf die Ebene
1f = 1/2 fokussiert wird, da dann ein mit der x-Koor-~
dinate X eintretender Lichtstrahl auch wieder mit
dieser x-Koordinate abgebildet wird [4, 5].

Nachteilig bei dieser Wahl der Fokussierebene
ist, daB bei etwas gréBeren Streifendichten nach [5]
im allgemeinen sowohl der Streifenort als auch die
Streifenordnung korrigiert werden miissen, um eine
Auswertung nach der idealen Interferometergleichung

zu ermoglichen.

Die Auswertung nach.der idealen Interferometer-
gleichung wird aber immer angestrebt, weil die Ab-
héngigkeit des lokalen Brechungsindexes von dem im
Interferogramm gemessenen Gangunterschied so ein-

fach ist.

Setzt man z.B. Gleichung (4) in (24) ein, dann
ergibt sich kein direkter Zusammenhang zwischen
g und n mehr. Man muB} erst den Austrittswinkel
aus dem Modell bestimmen (was mit einer gewissen
Ungenauigkeit aus der Interferenzstreifendichte mog-
lich ist) und erhdlt dann erst n = f(g). Ideal wire es
daher, wenn es méglich wire, die Fokussierebene
so zu legen, daB der im Interferogramm beobachtete
Gangunterschied liber die ideale Interferometerglei-
chung direkt den Brechungsindex am Ort des Interfe-

renzstreifens lieferte.

Durch die Kriimmung der MeBstrahlen im Modell
und durch den Anstieg des Brechungsindexes lidngs
des Weges durch das Modell wird der optische Weg
des MeBstrahles ldnger. Da die beim Vergleichsstrahl
zusétzlich zu beriicksichtigende Liange CE jedoch
von der Lage der Fokussierebene abhingt (Gleichung
(23}), sollte es in der Tat mdglich sein, so zu fokus-
sieren, daB der durch Gleichung (24) gegebene Gang-
unterschied gerade in den Gangunterschied iibergeht,

der durch die folgende Gleichung gegeben ist:

g:l(noo-—nf) (25)

wobei n, der Brechungsindex am Ort des Gegen-

standspunktes Pf ist.

Berechnung der optimalen Fokussierebene

Setzt man die optische Wegldnge der erweiterten

Parabelndherung (Gleichung (18)) fiir ey =0 in
Gleichung (24) ein, dann erhilt man:
( on ) 2 13
b o2 ox/
E=n\lr 5 g | -my-l- S,
%), (3)
Ox
- _7_ 0 \ex 0 .15 (26)
120 n, )
Nach Gleichung (5) 14Bt sich n, durch n; ausdriik-
ken:
2 (x, - x.)
R o) Y _ dn f "0
n, =n, ( x) (xf xo)—<-—> > (27)
0 ox” /g
wobei
Xp = Xg =X =Xy - lpce . (28)

Fir x, - X, setzt man den Ausdruck (13) und fiir g
den Ausdruck (14) ein, wobei jeweils (bx/bz)o =

g = 0 gesetzt wird. Vernachldssigt man nun nioch

alle Terme, die bzn/bx2 in héherer als linearer und
on/dx in hoherer als quadratischer Ordnung enthal-
ten, dann muB folgende Bedingung gelten, um die Glei-

chung (25) zu erfiillen:

(On(cx)z-lz{_l L1 (0%/0xR) |
£+ 3

2n n

13,2

AN
'I(El'l'lf”f) =0 . (29)

Fiir C)Zn/bx2 = 0, also im Fall der Parabelndherung
148t sich Gleichung (29) fiir 1f = 1/3 stets erfiillen,
also bei Fokussierung auf eine Ebene, die vom-Mo-
dellende den Abstand von einem Drittel der Modell-
lénge hat. Zu diesem Ergebnis gelangte auch schon
Svensson [9], allerdings auf einem etwas anderen

Weg.
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Da normalerweise bzn/bx2 in einem Experiment
nicht konstant ist, kann fiir 5°n/0x° # 0 die Glei-
chung (29) nicht mehr fiir alle Punkte einer Grenz-
schicht erfiillt werden. Falls der Brechzahlverlauf
im voraus bekannt ist, wird man die Fokussierebene
so legen, daR die Abweichungen von der idealen In-
terferometergleichung im Mittel ein Minimum er-
reichen. Bei unbekanntem Brechzahlverlauf em-
pfiehlt sich die Fokussierung auf 1f =1/3. Im Rah-
men der erweiterten Parabelndherung ergeben sich
die bei dieser Fokussierung auftretenden Abweichun-

gen von der idealen Interferometrie zu

2 2 2
2“n/dx” - (b;/bx) BE (30)
360n

88 = €i4eal ~ Breal -
d.h. im Rahmen der Parabelndherung ist zum beo-
bachteten Gangunterschied der Ausdruck (30) zu ad-
dieren, um das Interferogramm nach der Art der ide-

alen Interferometrie auswerten zu kénnen.

Ein Beispiel fiir die Behandlung sehr hoher Inter-

ferenzstreifendichten

Wieder mit den bereits dargelegten Vorbehalten lie-
fert die erweiterte Parabelnidherung gute Ergebnisse
bis zu einer Interferenzstreifendichte von etwa 20Li-
nien/mm. Das Vorgehen bei wesentlich hdheren Li-
niendichten sei an Hand einer durchgefiihrten Mes-
sung der Temperatur- und Warmeleitfihigkeit von
Kohlendioxid in der Nihe des kritischen Punktes [7]
erliutert.

Bei diesem Experiment wurde von einer ebenen
horizontalen Heizplatte vom Zeitpunkt t = 0 an ein
konstanter Warmestrom der Warmestromdichte gq
emittiert, der den unter der Heizplatte liegenden
Versuchsstoff CO2 instationdr erwarmte. Nach der
Theorie der instationdren Wiarmeleitung [10] ist das
entstehende Brechzahlfeld fiir geniigend kleine Ver-
suchszeiten gegeben durch:

n(x) =n_ + S8 -2Vat- § - ierfo (x/2Vat) (31)

<o
wobei T fir die Temperatur, a fiir die Temperatur-
und A fiir die Warmeleitfdhigkeit steht. ierfc ist die

integrierte Fehlerfunktion erfc:

Wirme- und Stoffiibertragung 10 (1977)

£
Vn

ierfc (x) = f erfc (p) dp (32)
x
wobei
o)
2
erfc (x) =1 - erf(x) = fe—p dp (33)
x

Bei Anndherung an den kritischen Punkt wird dn/dT
sehr grof und a sehr klein. A durchlauft zwar ein
Maximum, &ndert sich jedoch nicht um mehrere Zeh-

nerpotenzen wie dn/dT und a.

Bestimmung der optimalen Fokussierebene

Aus der Forderung, daB innerhalb der maximal zu-
lassigen Versuchszeit eine ausreichende Anzahl von
Interferenzstreifen (3-5) entstehen sollte, lieB sich
ableiten, daB mit einer maximalen Interferenzstrei-
fendichte von iiber 50 Linien/mm gerechnet werden
muBte. Um auch bei so hohen Interferenzstreifendich-
ten die optimale Fokussierebene zu bestimmen und
die Auswertung zu ermoglichen, hidtte man die Reihen-
entwicklung (5) fiir das Brechzahlfeld um die nichsten
Terme erweitern und fiir diese héheren Ndherungen
wieder die Lichtwege durch das Modell und die opti-
schen Weglidngen berechnen kdnnen. Setzt man jedoch
in die Gleichung (31) und in ihre Ableitungen die den
Versuchen im kritischen Gebiet entsprechenden Wer-
te ein, so ergibt sich, daB eine Entwicklung nach
Gleichung (5) nur langsam konvergiert, da auch die
héheren Ableitungen von Gleichung (31) sehr grof
werden; allerdings werden die Parabelndherungen

um so besser, je kiirzer das Modell ist.

Es lag daher nahe, anstatt Gleichung (5) um im-
mer mehr Terme zu ergianzen, das Modell in Ab-
schnitte zu unterteilen, am Ende eines jeden Ab-
schnittes x und € nach Gleichung (13) und (14) und
daraus n, dn/dx und bzn/ »x% nach Gleichung (31)
neu zu berechnen und mit diesen Werten den Licht-
weg (Gleichung (13)) und die optische Weglidnge
(Gleichung (18)) des nichsten Abschnittes zu ermit-
teln. Fiir dieses Verfahren hitte man natlirlich auch
die einfache Parabelndherung verwenden konnen, nur
hitte dann die Abschnittsteilung noch feiner sein

miissen.
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Mit dem Austrittswinkel aus dem Modell wurde
der Gegenstandsort des Lichtstrahles in mehreren
Fokussierebenen, mit Gleichung (31) die Brechzahl
an diesem Ort und daraus der sich nach der idealen
Interferometrie ergebende Gangunterschied ermit-
telt. Dieser Gangunterschied wurde mit dem tatsich-
lich beobachtbaren nach Gleichung (24) verglichen,
wobei fiir fnds die iterativ berechnete optische
Weglinge eingesetzt wurde.

Dieses Verfahren wurde fiir alle in Betracht kom-
menden Werte der CinfluBgréfen in Gleichung (31),
fir einen Satz von Werten der Eintrittskoordinaten Xq
und € und fiir mehrere Modelldngen durchgefiihrt.
Es zeigte sich erwartungsgeméfB, daB die giinstigste
Fokussierebene auch von der Modelldnge abhéngt. Die
Modelldnge darf nicht beliebig groB sein, weil sonst
die Lichtstrahlablenkungen unzulédssig grof werden
und damit die optischen Korrekturen liber die Grenz-
schicht zu stark variieren; auBerdem entstehen dann
sehr leicht Brennlinien, die dadurch zustande kom-
men, daB sich Lichtstrahlen aus den verschiedenen
Modellzonen noch vor der Fokussierebene iiberschnei-
den. Andererseits sollte die Modelldnge auch nicht zu
klein gewidhlt werden, weil sonst eventuelle Randsto-
rungen sich zu stark bemerkbar machen und/oder ein
Gleichgewichtszustand zu stark gestort werden muf,
um eine ausreichende Interferenzstreifenanzahl zu er-
zeugen.

Im besprochenen Fall wurde fiir die Modelldnge
als optimaler Wert 40 mm ermittelt und fiir die Fo-
kussierebene der Wert lf = 0.37 - 1. Das Kriterium
fiir die Wahl dieser Fokussierebene war, daR sich
auch unter den unglinstigsten Bedingungen sehr nahe
am kritischen Punkt im Mittel noch sehr kleine Ab-
weichungen von der idealen Interferometrie ergaben.
Diese Abweichungen wurden durch ein spezielles ite-

ratives Auswerteprogramm beriicksichtigt.

Die Versuchsauswertung

In der unmittelbaren Nihe des kritischen Punktes be-
trugen die maximalen Temperaturdifferenzen bei Ver-
suchsende nur 1 - 2- 10 4K (Abstand vom kritischen
Punkt: 0.2 K, kritische Temperatur von COZ: 31°C),
so daB trotz der Ndhe des kritischen Punktes die

Stoffwerte als konstant angesehen werden konnten.

Fir die Auswertung wurden die Gleichungen (31) und

(1) zusammengefaht zu

k = A-B - Vtierfc (x/AVT) (34)
wobei
A =2Va (35)
und

1,2
B=3-7l5l- (36)

Wegen der Konstanz der Stoffwerte und der Wirme-
stromdichte waren A und B fiir einen bestimmten
Vérsuch jeweils konstante Gréfien, die bei Giiltigkeit
der idealen Interferometrie (Gleichung (1) setzt ja
die Giiltigkeit der idealen Interferometrie voraus)
sich im Prinzip schon aus zwei (fehlerfreien!) k, x
und t-Wertesédtzen hitten berechnen lassen.

Nun war zwar die Fokussierebene so gewihlt wor-
den, daB das tatsédchlich beobachtete Interferogramm
einem idealen moglichst nahe kam, die Abweichungen
waren jedoch nicht vernachlédssigbar. AuBerdem sind
die gemessenen k, x und t-Wertesitze mit statisti-
schen Fehlern behaftet. Wegen der Fokussierung auf
die Ebene 1f =0.37 -1 ist z.B. dem Interferenzstrei-
fenmuster aus dem Temperaturfeld noch das Muster
der Beugungsinterferenzen vom Modellanfang iliber-
lagert, so daB die Extrema des 'thermischen' Inter-
ferenzfeldes nur mit einer Genauigkeit von * 0.1 bis
0.2 Streifenbreiten photometrisch bestimmbar wa-
ren. Der Streifenort selbst wurde mit einer Genauig-
keit von * 1um und die Versuchszeit mit £ 10 msec
(bei Versuchszeiten von 3 bis 60 sec) gemessen.

Da die Berechnung der beiden GréBen A und B
nach Gleichung (34) auf fehlerhafte EingangsgréBen
recht empfindlich reagiert, wurde ein guter statisti-
scher Fehlerausgleich angestrebt. Zu diesem Zweck
wurden bei jedem Verusch mehrere Interferogram-
me zu unterschiedlichen Zeiten aufgenommen, wobei
das einzelne Interferogramm je nach der Aufnahme-
zeit und dem Versuchszustand zwischen 2 und 20 In-
terferenzstreifen enthielt.

In einem ersten Auswerteschritt wurden nun fir
jedes einzelne Interferogramm eines Versuches in
einer sogenannten Einzelauswertung die beiden Gros-
sen A und B durch nichtlineare Optimierung der
Gleichung (34) nach der Methode der kleinsten Feh-
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lerquadrate berechnet. AuBerdem wurde noch eine
sogenannte Sammelauswertung durchgefiihrt, bei der
samtliche Mefipunkte aller Interferogramme zur Be-
rechnung der Konstanten A und B herangezogen
wurden. Die Anzahl der Interferogramme eines Ver-
suchs wurde stets so gewdhlt, daRB fiir die Sammel-
auswertung 100-250 MeBpunkte zu Verfiigung stand-
den.

Nachdem die Gleichung (34) unter Verwendung
der 'idealen Interferometergleichung' hergeleitet
wurde, diese jedoch bei den vorliegenden Versuchs-
bedingungen nur ndherungsweise gilt, sind die so op-
timierten Grofen A und B auch nur Ndherungswer-
te. So lieflen sich zwar mit den Ai und Bi der Ein-
zelauswertungen die beobachteten Interferenzstrei-
fenverteilungen der jeweiligen Interferogramme sehr
gut beschreiben, jedoch veranderten sich die Ai und
Bi mit zunehmender Versuchszeit, entsprechend dem
sich mit zunehmender Versuchszeit &ndernden Brech-
zahlverlauf. Um zu besseren Nidherungen zu kommen,
wurde das folgende iterative Einsetzverfahren ver-
wendet.

Ahnlich dem Vorgehen bei der Bestimmung der op-
timalen Fokussierebene wurde fiir jedes gemessene
Interferenzextremum der Lichtweg durch das Modell
und die optische Weglidnge nach den Gleichungen (13)
und (18) schrittweise berechnet, wobei der Brech-
ungsindex und seine Ableitungen fiir jeden Schritt
nach Gleichung (31), die Lichtstrahlneigung am Ab-
schnittsende nach Gleichung (14) neu ermittelt wur-
den. Fiir die Temperaturleitzahl wurde dabei der
Wert eingesetzt, der bei der letzten Sammelauswer-
tung berechnet worden war. Die Grdfe B lieferte
die restlichen Parameter der Gleichung (31), da

C LT (s7)
Aus der Lichtstrahlneigung am Modellende und dem
bekannten Abstand der Fokussierebene vom Modell -
ende ergab sich die x-Koordinate des Gegenstands-
punktes des Lichtstrahles. Fiir diesen wurde nach
Gleichung (31) der zugehérige Brechungsindex und
daraus nach Gleichung (1) der Gangunterschied der
idealen Interferometrie berechnet. Der beobachtbare
Gangunterschied ergab sich aus Gleichung (24), die
allerdings noch weitere Terme enthielt um die Licht-

strahlablenkung durch Dichteschichtungen in der N&i-
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he des kritischen Punktes zu beriicksichtigen, die
hier jedoch nicht interessieren. Fiir fnds wurde in
Gleichung (24) der optische Weg aus der schrittwei-
sen Lichtwegberechnung eingesetzt.

Die Differenz aus dem berechneten beobachtbaren
Gangunterschied und jenem nach der idealen Interfe-
rometrie wurde nach Multiplikation mit einem Unter-
relaxationsfaktor als Korrektur an dem tatsédchlich
beobachteten Gangunterschied angebracht, um zu ei-
nem Interferenzfeld zu gelangen, wie es bei Giiltig-
keit der idealen Interferometrie beobachtet worden
wire und um so die Voraussetzung der Gleichung (34)
besser zu erfiillen. Mit der so korrigierten Interfe-
renzstreifenverteilung wurden wiederum die GroBen
A und B und daraus neue 'ideale'' und ''reale''Gang-
unterschiede berechnet und mit den Differenzen die
tatsdchlich beobachteten Gangunterschiede abermals
korrigiert.

Die Iteration wurde so oft durchlaufen, bis sich
fir die Grofilen A und B ein konstanter Wert ergab,
d.h. bis das berechnete ''reale'' Interferenzfeld mit
dem tatsdchlich beobachteten iibereinstimmte, wozu
im kritischen Gebiet, wo die groiten Abweichungen
von der idealen Interferometrie auftraten, maximal
5 sonst 1-2 Iterationen notwendig waren.

Die Abweichungen zwischen der ersten Optimie-
rung und der letzten erreichten im kritischen Gebiet
bis zu 10 % bei der Temperaturleitzahl und bis zu 20%
bei der Konstante B. Auferhalb des kritischen Ge-
bietes blieben die Anderungen an der ersten Optimie-
rung unter 0.5%. In diesem Gebiet konnten also die
Voraussetzungen fir die Anwendbarkeit der idealen
Interferometergleichung schon durch die Wahl der

optimalen Fokussierebene erfiillt werden.

Vorgehen bei im voraus unbekanntem Brechzahlver-

lauf

Die Berechnung der optimalen Fokussierebene und
das geschilderte Auswerteverfahren waren bei dem
beschriebenen Experiment deshalb méglich, weil
die Form des Brechzahlfeldes durch Gleichung (31)
im voraus bekannt war. Bei vielen MefSproblemen
ist die Form des Brechzahlverlaufes jedoch erst das
gewlinschte Meflergebnis. Das Prinzip der beschrie-
benen Auswertung 148t sich jedoch auf solche Fille

ohne weiteres anwenden.
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El
I nds:lf-noo+d-nGl+(lf-tge +d-tga) X
Py
1 1
(sina - H) *ny, (41)
C
l.°n d-n
_ f oo Gl
fnds- cose & cosa (42)
P,
f
Ty
sine = —= . sine sinp = —= - sine . (43)
Gl

Setzt man in die Gleichungen (41)-(43) die Daten des
speziellen Experimentes ein, dann wird man immer
feststellen, daB der Gangunterschied der beiden Strah-
len weit unter der Mefigenauigkeit beim Auswerten
von Interferogrammen liegt; so ergaben sich z.B. bei
dem als Beispiel geschilderten Experiment der Mes-
sung der Temperaturleitzahl (d = 35mm; lf =14.8 mm;
n_=1.15; ng = 1.51) sella;t bei einem Winkel
€ = 1 noch nicht einmal 10 Streifenordnungen, d.h.
das Glasfenster hat keinerlei Einfluf auf den beobach-
teten Gangunterschied der Interferogramme.
Vernachlidssigt man folglich die Glasscheibe, d.h.
betrachtet man sie als unendlich diinn, dann ist Pv2
der virtuelle Gegenstandspunkt von Pf. Die Punkte
Ez und B sollen nun auf einer Kugelfldche um Pv2
liegen, Ef und B auf einer um Pf. Wiederholt man
nun die obigen Uberlegungen analog und setzt wieder
die entsprechenden Zahlenwerte ein, dann ergibt

sich, daf

PfEf-n =PfB-noo=PfH-nOO

- +HE_ *n

2 "0y (44)

wobei der Fehler der Gleichung (44) wieder weit un-
-3
ter 10

trachtungen iiber den EinfluB der Fokussierebene auf

Streifenordnungen liegt, d.h. bei den Be-

den Gangunterschied darf das Problem stets so be-

handelt werden, als ob der Vergleichsstrahl bis zum

Punkt Ef
Bei der Abbildung ist der einzige Effekt des Glas-

im Versuchsmedium liefe.

fensters, daB der tatsidchliche Gegenstandspunkt ge-
geniiber dem virtuellen weiter im Inneren des Mo~

delles liegt, was jedoch unerheblich ist, da die Op-
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tik iiblicherweise auf einen tatsdchlichen Gegen-

standspunkt scharf eingestellt wird.
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