Wiarme- und Stoffiilbertragung 8 (1975) 101-112
© by Springer-Verlag 1975

Freie Konvektion in einem flachen Behdilter mit und ohne Rotation’

G. P. Merker und U. Grigull, Miinchen

Zusammenfassung. Fiir eine horizontale Wasserschicht, deren isotherme Stirnflachen auf konstanten
Temperaturdifferenzen im Bereich 0 < AT < 50K gehalten werden und die um eine vertikale Achse ro-
tiert, wird fiir die Winkelgeschwindigkeiten § = 0, 0,934, 1,321 und 1,868 1/s das Temperatur- und
Geschwindigkeitsfeld experimentell ermittelt. Die dazu erstellte Versuchaanlage wird kurz beschrieben.
Die beobachteten Stromungsformen lassen sich fir { # O in ein Gr/Ta? - Ta? -Diagramm einordnen. Mit
einer Stabilitdtsrechnung kann die Ausbildung der Geschwindigkeitsprofile in Abhangigkeit der Tempera-
turdifferenz fiir & = 0 erklart werden; flir © # 0 liefert eine Stabilitdtsrechnung qualitative Aussagen.

Natural Convection in a Shallow Cavity with and without Rotation

Abstract. For a horizontal water layer with isothermal vertical end walls keept at a constant temper-
ature difference of 0 < AT < 50K and rotating arround its vertical axis, the temperature and velocity
field was experimentally investigated at angular velocities of { = 0, 0.934, 1.321 and 1.868 1/s. The
test facilities are discribed. The flow patterns found experimentally can be arranged in a Gr/Ta® - Ta®
diagram. For & = 0 a stability analysis results in the prediction of the velocity profiles and their de-
pendence on the temperature difference. For (. + O a stability analysis leads to qualitative results.

Bezeichnungen £ =(g,1,0) dimensionsloser Langenvektor
B . el v kinematische Zahigkeit
S =c.+ic komplexer Stabilitatsparameter 0 Dichte
G* dimensionsloser Coriolisvektor T dimensionslose Zeit
H Hohe der Wasserschicht $ komplexe Storfunktion
‘]O »J 1 J2 Integralfunktion v Stromfunktion
k Einheitsvektor in z-Richtung N Kreisirequenz
A Laplace Operator
n Wellenzahl v Nabla Operator
t Zeit a P
T Temperatur
1= (u,v,w) Geschwindigkeitsvektor
% = (x,y,2) Liangenvektor Indizes
o Wellenzahl ‘ K Kiihlplatte
B8 thermischer Ausdehnungsbeiwert .
AT =T, -T Temperaturdifferenz H Helzplatte
H K - Vektor
@=(T- TK)/AT dimensionslose Temperatur 2 zweidimensionaler Operator (Az)
1. Einleitung uber die Stabilitat einer isothermen Stromung im Ring-
spalt zweier Zylinder.
Der Einflufl der Rotation bzw. der Corioliskrifte auf In jiingster Zeit kamen Anregungen fiir weitere Unter-
Fluid-Systeme ist prinzipiell seit Newton und Laplace suchungen hauptsdchlich von der Geophysik im Hinblick
untersucht worden. Aber erst die fundamentalen theo- auf das Studium atmosphirischer und ozeanischer Stro-
retischen Arbeiten von Proudman [ 1] Anfang dieses mungen. Baker Jun. und Robinson [4] haben ein Modell
Jahrhunderts und die umfassenden experimentellen Un- zur Untersuchung der Zirkulation in den Ozeanen ent-
tersuchungen von Taylor [2] haben die spezifischen Ef-  wickelt und eine durch Windscherkrifte angeregte iso-
fekte einer Stromung mit iiberlagerter Rotation aufge- therme Strémung in einer kugelformig gekrimmten diin-
zeigt. Von Taylor [3] stammt die grundlegende Arbeit nen Wasserschicht untersucht.
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Hide [5] hat wohl als erster die freie Konvektion in-
folge horizontaler B Temperaturgradienten mit Uberla-
gerter Rotation untersucht. Er verwendete im Prinzip
die Versuchsanordnung von Taylor [3] und studierte die
Stabilitdt einer durch freie Konvektion entstehenden
Stromung im Ringspalt zweier sich starr drehender Zy-
linder wobei der duBere Zylinder beheizt und der innere
gekiihlt war. Dabei stellte er in Abhangigkeit der Ray-
leigh- und Taylor-Zahl Bereiche mit verschiedenen sta-
bilen Stromungsmustern fest. Weitere Untersuchungen
dieser Ringspaltstrémung stammen von Bowden und
Eden [ 6] und von Fowlis und Hide [7].

In der vorliegenden Arbeit wird der Einflufl der Co-
rioliskrifte auf die durch horizontale Temperaturgra-
dienten erzeugte freie Konvektion einer in einem recht-
winkligen Trog sich befindenden Wasserschicht unter-
sucht. Dieses Problem unterscheidet sich in zwei we-
sentlichen Punkten von den oben zitierten Arbeiten:

a) aufgrund des rechtwinligen Trogs ist die entste-
hende Stromung nicht rotationssymmetrisch;

b) das Verhiltnis Abstand der isothermen Stirn-
flichen zu Hohe der Fluidschicht ist mit 15: 1 wesent-
lich grofer als 1: 1 bzw. 5:1, wie das bei den zitier-
ten Arbeiten der Fall ist.

Die Arbeit soll ein Beitrag zur Klarung der Frage
sein, inwieweit durch die Wirkung der Coriolisbeschleu-
nigung auf Stromungen, die durch Temperatur bzw.
Dichtegradienten entstehen, typische Sirémungsformen
auftreten, wie sie unter wesentlich komplizierteren
Randbedingungen in der Atmosphére und in den Ozeanen

beobachtet werden.

2. Aufgabenstellung

Bild 1 zeigt schematisch das der Untersuchung zugrun-
de gelegte Modell, Die sich in einem rechtwinkligen
Trog befindende Wasserschicht konstanter Tiefe wird
an einer Stirnflache, & = 0, beheizt und an der ande-
ren, £ = 15, gekiihit. Diese isothermen Stirnflachen
werden auf konstanten Temperaturdifferenzen im Be-
reich 0 < AT < 50K gehalten. Alle librigen Berandun-
gen seien adiabat. Der sich einstellenden Stromung in-
folge freier Konvektion wird eine Corioliskraft, her-
vorgerufen durch Rotation & des Troges um die in der

Heizfldche liegende Z-Achse, iiberlagert.

* Das anders gelagerte Problem der Freien Konvektion

infolge vertikaler Temperaturgradienten, das sog.
Bénard-Problem, soll hier nicht weiter betrachtet
werden.
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Bild 1. Schematische Darstellung des Versuchsmo-
dells, €, T und { sind die auf die Hohe der Wasser-
schicht H bezogenen dimensionslosen Lédngen.

3. Verguchsanlage

Im folgenden wird die konstruktive Ausfithrung der Ver-
suchsanlage, die im wesentlichen aus einem Drehtisch

und dem Wassertrog besteht, kurz beschrieben.

3.1. Drehtisch

Der Rahmen (a) des Drehtisches (Bild 2) war aus Vier-
kantprofilen der Abmessung 100 X 100 X 5 geschweift.

In der Lagerwelle (b), die im Lagergehsuse (¢) durch
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zwei verspannte Zylinderrollenlager (d) gehalten war,
steckte eine Fiihrungshiilse (e), zur Durchfiihrung der
MeBleitungen fiir den Wassertrog. Am unteren Ende
der Fiihrungshiilse war eine Thermosflasche (f) als
Nullpunktgefa flir die Thermoelemente angebracht. Von
dieser Thermosflasche filhrten Kupferleitungen zum
Schleifringiibertrager (g), dort wurden die zu messen-
den Thermospannungen mittels Bronzebiirsten abge-
griffen. Als Antrieb wurde der Getriebemotor (h)
4-V30OM der Firma Heynau verwendet, bestehend aus
einem Drehstrommotor mit 1400 U/min Antriebsdreh-
zahl und 250 W Antriebsleitung, einem Stirnradvorge-
lege mit der Gesamtilbersetzung 48 : 1 und einem stu-
fenlos verstellbaren Reibradgetriebe mit dem Regel-
verhéltnis 1:9; die Abiriebsdrehzahl des Getriebemo-
tors war somit stufenlos zwischen 9,5 und 87 U/min
verstellbar. Uber 3 Keilriemen (i) wurde die Lager-
welle (b) angetrieben. Durch die Kombination Reibrad-
getriebe - Keilriemen-verspannte Kegelrollenlager
wurden insbesondere vom Antrieb herriihrende Schwin-
gungen geddmpft. Die Drehzahlschwankungen waren

stets kleiner als + 0,1%.

3.2 Wassertrog

Als Wassertrog diente ein rechtwinkliger Plexiglasbe-
hélter mit den Abmessungen: Linge L = 750 mm und
Breite B = 200mm. Alle Versuche wurden mit einer
konstanten Wassertiefe H = 50 mm durchgefiihrt. Da
eine freie Fliissigkeitsoberfldche in einem rotierenden
Behélter parabolisch gekrimmt ist, mufite, um eine
iUber den Radius konstante Wasserhohe zu erzielen, der
Behalterboden ebenfalls parabolisch gekrimmt sein.
Der Boden war deshalb so verstellbar angeordnet, daf
entsprechend den 3 Kreisfrequenzen & = 0,934, 1,321
und 1,868 1/s, verschiedene Parabeln in radialer Rich-
tung eingestellt werden konnten. Auf die Ausbildung
einer parabolischen Kriimmung in Umfangsrichtung wur-
de verzichtet. Der Trog war zur Drehachse (Heizplatte)
symmetrisch, in einer Hilfte wurden Temperaturen und
in der anderen Stromungsgeschwindigkeiten gemessen.

Die isotherme Flidche der Temperatur TH (warme
Seite) in der Drehachse wurde durch eine elektrisch
heizbare Kupferplatte dargestellt. Fiir die Ausbildung
der isothermen Flichen der Temperatur TK (kalte Sei-
te) an den beiden Stirnseiten des Trogs wurden Halblei-
ter-Kiihlsegmente (Peltierelemente) SIRIGOR-PKE
36 B0O2 der Firma Siemens verwendet.

Im Fliachenschwerpunkt der Heiz- und Kiihlplatte wa-

ren Thermoelemente zur Messung der beiden Tempera-
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H und TK

die Heiz~ und Kiihlleistung so geregelt, dal sich eine

turen T angebracht. Bei den Versuchen wurde

konstante Temperaturdifferenz (AT = T, - TK) einstellte.

H

Temperaturmessung

Alle Temperaturen wurden mit Nickelchrom-Nickel-Ther-
moelementen mit 0,2 mm Drahtdurchmesser {Thermo-
spannung etwa 0,405mV/K) gemessen. Zur Bestimmung
der Temperaturfeldes waren 6 Thermoelemente in den
Abstdnden x = 50, 200, 350, 500, 600 und 700 mm auf
einer Schiene montiert. Uber die Breite des Trogs konn-
te die Schiene kontinuierlich verschoben werden, uber
die Hohe der Wasserschicht war eine diskrete Verstel-
lung moglich, so daB hier die Temperaturen an den Stel-
len z =5, 15, 25, 35 und 45mm iiber dem Trogboden

gemessen werden konnten.

Geschwindigkeitsmessung

Zur Bestimmung des Geschwindigkeitsfeldes mufite ein-
mal der Verlauf der Stromlinien festgestellt und aufler-
dem die tatsdchliche Strémungsgeschwindigkeit gemes-
sen werden. Die gemessenen Geschwindigkeiten lagen,
abgesehen von der Grenzschichtstréomung an der Heiz-
bzw. Kiihlplatte, im Bereich 0 <u<2mm/s. Ein Ver-
fahren zur Messung von Stromungsgeschwindigkeiten

im Bereich 0,1 <u<5 mm/s hat Baker [8] angegeben.
Das Verfahren beruht auf der Farbanderung eines pH-
Indikators und ist im folgenden kurz beschrieben. In
1000 ml aqua dest. werden etwa 10mg Thymolblau
(Thymolsulfonephtalein) geldst. Dieser Lésung werden
solange Tropen um Tropfen (etwa 0.25ml) 1n-NaOH
zugegeben, bis die urspriingliche gelbe Farbe in dun-
kelblau umschlédgt. Gibt man einen Tropen 1n-HCL zu,
s0 schlégt die Farbe der Losung wieder in gelb um.
Bringt man in diese Losung zwei Elektroden in Form
zweier blanker Platin- oder Kupferdrihte (hier mit
einem Durchmesser von etwa 0.02mm) und legt kurz-
zeitig (etwa 1s) eine Gleichspannung von 10 bis 20V
bei einer Stromstirke von 5 bis 20 mA an, so wird an
der Kathode eine Protonenreaktion ausgeldst; der pH-
Wert dndert sich und damit die Farbe der Losung. Der
Farbumschlag von gelb nach blau ist verbunden mit einer
pH-Wert-Anderung von etwa 8,0 nach 9,6. Die an der
Kathode entstehende blaue Fliissigkeit wird von der Stré-
mung mitgenommen, ihre zeitliche Verschiebung ist ein
MaB fiir die Stromungsgeschwindigkeit. Diese von der
Stromung mitgefiihrten Farbstreifen wurden mit einem

Agfa-Agepe FF-Film, einem fiir Kontrastaufnahmen be-
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sonders gut geeigneten Film mit geringer Rot- und ho-
her Blauempfindlichkeit, fotografiert. Die Auswertung
dieser Fotografien gestattete eine Aussage iiber den
Verlauf der Stromlinien bzw. der Stréomungsgeschwin-
digkeiten.

4. Versuchsergebnisse

4.1. Ergebnisse fiir @ = 0, ohne Rotation

Bild 3 zeigt die an der Stelle £ = 7,5 fotografierten,
von der Kathode der Geschwindigkeitsmefsonde ab-
schwimmenden Farbfiden fiir die Temperaturdifferen-
zen AT = 3,10 und 50K. Die daraus resultierenden Ge-
schwindigkeitsprofile zeigt Bild 4.

Man erkennt, daB bereits fiir kleine Temperaturdif-
ferenzen, AT = 3K, ein klar ausgeprigtes Geschwin-

digkeitsprofil u(g) vorliegt. Mit zunehmender Tempe-

AT=50K

Bild 3. In Seitenansicht, x-z-Ebene, an der Stelle

x =L/2 (g =7,5) fotografierte, von der Kathode ab-
schwimmende, Farbfiden bei @ = 0 fiir AT = 3, 10
und 50K.
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raturdifferenz steigt die Strémungsgeschwindigkeit an.
Ab AT > 30K bildet sich bei ¢~ 1/2 eine Riickstrémung
aus, deren Auftreten als Instabilitit der Strémung ge-
deutet werden kann, (siehe Kap. 6.) Auffallend ist die
Tatsache, daB die Stromungsgeschwindigkeit an der frei-
en Oberflache praktisch gleich Null ist (siehe dazu
Kap.5.). In Bild 5 sind die Temperaturprofile 8(g) dar-
gestellt. Abweichungen von der Symmetriebedingung
nach Gl.(18) sind auf die verstarkte Warmeabfuhr in-
folge Konvektion und Verdunstung an der freien Ober-

flache zuriickzufiihren.

4.2. Ergebnisse bei @ *# 0, mit Rotation

Fir die drei Winkelgeschwindigkeiten & = 0,934, 1,321
und 1,868 1/s wurde das Temperatur- und Geschwin-

digkeitsfeld untersucht. Das Temperaturfeld 148t sich
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Bild 5. Temperaturprofile @(€) fiir & = 0 in Abhingig-
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Bild 4. Geschwindigkeitsprofile u(g) fiir & = 0 in Abhingigkeit der Temperaturdifferenz AT.
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durch Kurvenscharen ©(£) analog zum Fall & = 0 dar-
stellen.

Das:Stromungs- bzw. Geschwindigkeitsfeld 148t sich
am Besten durch Darstellung des Verlaufs von Stromli-
nien in den oberen, 0,5<¢<1, und unteren, 0<(<0,5,
Wasserschichten wiedergeben. Diese Skizzen werden
durch Fotografien typischer Stromungsformen erganzt.
Die Fliissigkeitsteilchen bewegen sich analog zum Fall
§& = 0 in den oberen Schichten von der Heiz- zur Kiihl-
platte und in den unteren Schichten zurilick. Dieser Stro-

mung sind jedoch typische Stromungen iiberlagert.

Bild 6. Wirbelformen bei & = 0,934 1/s und AT = 20K
im Bereich 5 < € < 10. Ansicht von oben auf die x-y-
Ebene.

105

£=0,934 1/s

Bei kleinen Temperaturdifferenzen AT = 20 K beobachtet
man ausgepragte Wirbel, wie sie Bild 6 fiir AT = 20K
zeigt. Mit zunehmender Temperaturdifferenz verschwin-
den diese Wirbel und die m&anderformigen Schleifen,
Bild 7, iberwiegen. Bei weiterer Erhdhung der Tempe-
raturdifferenz wird die Querausbildung dieser mé&aan-
derféormigen Schleifen immer kleiner, bis sie schlief3-
lich bei AT = 50K vollstédndig verschwinden unddie Stro-
mung einen dhnlichen Verlauf wie flir & = 0 annimmt
(Walzenstromung) .

Dieser Umschlag von der méanderférmigen zur wal-
zenférmigen Strémung findet im Bereich 45 < AT £50K
statt und ist insbesondere anhand der gemessenen Tem-
peraturen deutlich zu erkennen. Infolge der sich von der
Heiz- zur Kihlplatte bewegenden méaanderformigen
Schleifen schwankt die Temperatur an einer bestimmten
Stelle unregelmifig um einen mittleren Wert, Bild 8a.
Verschwinden die Médanderstrukturen, so miissen auch
die Temperaturschwankungen verschwinden. Dies wird
durch Bild 8b gut bestitigt. Dieser Ubergang von einer
Stromungsstruktur zu einer anderen bei einem bestimm-
ten Wert der Grashof- und Taylor-Zahl ist bei Versuchen
mit einem zyliindrischen Ringspalt unter anderem auch
von Hide [5] beobachtet worden und kann als Instabili-
tat gedeutet werden.

Die Bilder 9a und 9b zeigen den Temperaturverlauf
fiir AT = 20K und 50K. Man erkennt, daB sich der Tem-
peraturverlauf mit steigendem AT dem Verlauf fiir & = 0
ndhert. Im Bereich der Kiihlplatte ist das Wasser auf

der negativen 7-Seite kélter als auf der positiven Seite.

Bild 7. M#anderférmige Schleifen fiir & = 0,934 1/s und AT = 30K im Bereich 5 < § < 14, Ansicht von

oben auf die x-y-Ebene.
€ < 10: Strémung zur Heizplatte (€ = 0)
£ > 10: Strémung zur Kiihlplatte (€ = 15)
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Bild 8a,b. Gemessene Thermospannung als Funktion
der Zeit an den Stellen & = 1, 4, 7, 10 und 12 bei
N=0und ¢ =0,1 fiir @ =0,934 1/s und AT = 40 bzw.
50K. Zeitdauer pro Schub etwa 18 min.

Dies ist auf eine starkere Riickstromung zuriickzufiihren. !

Die Bilder 10a und 10b zeigen qualitativ den Verlauf der
Stromlinien flir AT = 40 und 50K.

{0 =1,3211/s

Der in Bild 11 skizzierte Verlauf der Stromlinien stellt
sich fiir Temperaturdifferenzen 30 < AT < 50K ein. Die
Hauptstromung zwischen Heiz~- und Kiihlplatie erfolgt
auf der negativen T-Seite. In den oberen Wasserschich-
ten beobachtet man dabei eine maanderférmige Stro-
mung mit Querbewegungen zwischen 10 und 40 mm. In-
teressant ist die Ausbildung eines sog. '"Totwasserge-
biet' mit einer ungeordneren Stromung und Geschwin-
digkeiten, die etwa um den Faktor 10 kleiner sind als
im Hauptstrom. Im Bereich der Heizplatte, € < 2, er-
folgt bei héheren Temperaturdifferenzen eine intensive
Verwirbelung, die Temperatur ist kaum von der Hohe
abhéngig, s. Bild 12. Der im Vergleich zu { = 0,934
vollig andere Temperaturverlauf erklart auch das beob-

achtete unterschiedliche Stromungsmuster.

= 1,868 1/s

Den skizzierten Verlauf der Stomlinien zeigt Bild 13.
Der EinfluBl der Temperaturdifferenz auf die Struktur

der Stromung ist wesentlich geringer als bei & = 0,934
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Bild 13. Skizzierter Verlauf der Stromlinien bei
2 =1,868 1/s und AT = 30K in den oberen und
——————— unteren Wasserschichten

und 1,321 1/s. Mit steigendem AT nehmen natilirlich
die Stromungsgeschwindigkeiten zu und die miander-
fdrmigen Querbewegungen werden geringer, bei AT~ 50K
sind diese Querbewegungen fast vollstdndig verschwun-
den. Die Hauptstromung von der Heiz- zur Kiihlplatte
erfolgt wieder auf der negativen 7-Seite, die Riickstro-
mung aber, im Gegensatz zu den beiden kleineren Win-
kelgeschwindigkeiten, zum groften Teil auf der positi-
ven T-Seite. Auffallen ist die Strémung von der Heiz-
zur Kiihlplatte in Bodenndhe im Bereich TN~ 0. Bei
g~ 10 steigt dieser Strom nach oben und vereinigt sich

mit der warmen Strémung zur Kiihlplatte. Die maan-
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Bild 14. Temperaturprofile ®(€g) fiir € = 1,868 1/s und
AT = 20 und 30K

derférmigen Querbewegungen sind bei der Riickstrémung
im Bereich 4 < £ < 8 stark ausgepréigt.

In Bild 14 ist der Temperaturverlauf @(g) flir AT = 20
und 30K dargestellt. Die mittleren Temperaturdiffe-
renzen zwischen Heiz- und Kiihlplatte sind gegeniiber
den beiden vorher besprochenen Winkelgeschwindig-
keiten groBer geworden, der Temperaturunterschied
zwischen den oberen und unteren Wasserschichten da-
gegen wesentlich geringer. Dies unterstlitzt die Beob-
achtung, daB hier ein senkrechter Austausch stattfin-
det.

4.3. ﬂ—TaZ—Diagramm

Verwendet man ein bereits von Fowlis und Hide [7] an-
gegebenes Stabilitdtsdiagramm, so lassen sich die be-
obachteten Stromungsformen in Abhdngigkeit der Gras-
hof- und Taylor-Zahl darstellen. Auf der Ordinate wird
dabei

* 8 - AT _ Auftriebskraft
~ Corioliskraft

a = Gr
Ta®  49°H

und auf der Abszisse das Quadrat der Taylor-Zahl

2 4l

24t Corioliskraft
Ta™ = =

v2 ~ Zdhigkeitskraft

aufgetragen.
Die in Bild 15 angegebenen Bereichelassen sich wie
folgt beschreiben:
Bereich A: Symmetrische Walzenstromung
Diese Stromungsform liegt streng nur bei
{¢ = 0 und mit guter Ndherung bei & =
0,934 1/s fiir AT > 50K vor.
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Bereich B:

Bereich C:

Bereich D:

Bereich E:
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Bild 15. n-Ta®-Diagramm

Ungeordnete Stromung

Bei { # 0 sind fiir AT < 5K die irregulédren
Bewegungen der Wasserteilchen dominie-
rend, eine geordnete Stromungsform 148t

sich nicht feststellen.

Walzenstromung mit Wirbeln
Fiir € =0,934 1/s und 5 < AT < 25K und
fiir & =1,3211/s und 5 < AT < 15K

Walzenstromung mit méanderférmigen
Schleifen ‘

fiir & = 1,321 1/s und AT > 15K

fiir & = 1,868 1/s und 5 < AT < 40K

Unsymmetrische Stromung
Diese entspricht dem in Bild 13 dargestell-
ten Stromlinienverlauf, aber ohne die mé-

anderformigen Querbewegungen.

Wie bereits erw#dhnt wurde, ist der Ubergang zwi-
schen den Bereichen A und D fiir { = 0,936 1/s sehr
klar ausgeprigt, so da man hier von einer Stabilitéts-

grenze T =f (Ta2) sprechen kann. Es ist hier an-

Krit
zunehmen, daf dieser Umschlagspunkt, der fir &

0,934 1/s bei etwa w = 0,5 liegt, bei kleineren Kreis-
frequenzen bei niedrigeren Temperaturdifferenzen bzw.
kleineren n-Werten liegt. Unterstiitzt wird diese Ver-

mutung durch die Tatsache, daB bei den Versuchen mit

héheren Kreisfrequenzen kein Ubergang zur Walzen-

stromung beobachtet wurde.

Allgemein kann man feststellen, daB die Strémung
mit steigender Temperaturdifferenz infolge der hohe-
ren Stréomungsgeschwindigkeit stabiler wird. Ferner
nimmt der Einflufl der Temperaturdifferenz auf die Ge-

stalt der Stromlinien mit steigender Kreisfrequenz ab.



G. P. Merker und U.Grigull: Freie Konvektion in einem flachen Behdlter

5. Mathematische Formulierung

Das Temperatur- und Geschwindigkeitsfeld wird durch
den Energie-, Impuls- und Massenerhaltungssatz der
Physik beschrieben. Folgende, die mathematische Be-
handlung des Problems wesentlich vereinfachende An-
nahmen sollen als zuléssig getroffen werden:

i. Die parabolisch gekriimmte Wasserschicht wird
als eben betrachtet, damit wird die Corioliskraft un-
abhingig von der x- bzw. £-Koordinate, der damit ver-
bundene Fehler bleibt stets kleiner 3%.

2. Im vorliegenden Temperaturbereich werden die
Stoffwerte als konstant betrachtet.

3. Das Wasser wird als inkompressibel angesehen.

4. In den Bewegungs-Gleichungen wird die Boussi-
nesq-Approximation verwendet, d.h., die Dichte wird
auBer im Auftriebsterm als konstant angesehen.

5. Energiedissipation wird vernachléssigt.

Man erhilt damit ein System von nichtlinearen partiel-
len Differentialgleichungen, die in vektorieller Schreib-
weise lauten:

Bewegungsgleichungen:

D—fzp—pogﬁ-—l—vp+vzxﬁ-2§?xﬁ (1)
Po Po

Energiegleichung

DL - aar (2)

Kontinuitédtsgleichung

divd = 0 (3)

Zustandsgleichung

p - pg=-pgB(T - Tp) (4)

Eliminiert man mit der Zustandsgleichung die Dichte

und fithrt die dimensionslosen Kenngrdfen

(E,T]sC) = (x,y,z)/H, 8 = (T - TK)/(TH - TK)

- - 2
u* :u/uos P*=p/pou0, (5)

2
T=v t/HY, % = (p - op)/(oy - o)
ein, dann ergibt sich folgendes Gleichunssystem

ot — - - - -
%+Re- u*vu*=% -@+K - Revp* + AU* - Ta » G*

(6)
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Pr+ Re@*vo = A0 (7)
diva* = 0 (8)

mit den Kennzahlen

u, - H 3 2
_ 0 _g+H _R4H v
Re—_\)—, Gr= \)2 B(TH"TK): Ta = v ,Pr—g
{(9)
und dem dimensionslosen Vektor
(10)

G# = (v*, -u*,0) =1 [Txu]
uOSA

Die Gi.(G) , (7) und (8) dienen als Ausgangspunkt fiir
die in Kap.6 durchgefiihrte Stabilitdtsanalyse.

Liegt keine ausgezeichnete Geschwindigkeit Uq vor,
wie das bei freier Konvektion der Fall ist, so folgt mit
der Bezugsgeschwindigkeit Ug = a/H und der

3
{oh o _gH -
Rayleigh-Zahl Ra = E5—p(Tyy - Ty) (11)

aus Gln.(6) und (7)

T - - N

QL | p@vi* = Ra- © « K - pvp# + 4% - Ta - T¥
(12)

Prg—?+ e =40 (13)

Die Randbedingungen lassen sich im vorliegenden Fall

formulieren zu

0@

g:Ound1:b—Q:O (14)
£ =0 und 15

n:iz u* = y¥ - wit =0

£=0

Kenning und Cooper [9] haben fiir die freie Wasserfla-
che, unter der Annahme eines diinnen, aus oberfldchen-
aktiven Mitteln ("surface—active—agent“) bestehenden
Films die Randbedingung

g:l:-é%{(rotﬁ*)g:]zo (15)
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abgeleitet und gezeigt, daf damit die Strémungsgeschwin-
digkeit an der freien Oberfldche eines offenen geneigten
Wasserkanals nahezu Null wird. Deshalb wurde fiir die
Stabilitdtsrechnung die Randbedingung nach Gln.(15)
durch die Randbedingungen fiir eine feste Oberfliche

C=1:u*=vkt=wh=0

(16)

ersetzt, da die beobachteten Strémungsgeschwindigkei-
ten an der freien Oberflache nahezu Null waren.
Betrachtet man nur den zweidimensionalen Fall,
mit den x- und z- bzw. € und { Koordinaten, so 148t
sich unter Verwendung der Stromfunktion ¥(£,()
+ . o P ]
u oF und w oF (17)
zeigen, daB die Losung der Differentialgleichungen (12),
(13} und (8) unter Beachtung der Randbedingungen nach
Gln.(14) und (16) fiir den Fall & = O folgende Symme-

triebedingungen erfiillen muf}

W(%:C) \lf(15— g£,1- g)

"

(18)

o(g,c) =1-0(15-¢,1-¢)

Eine allgemeine Losung dieser Differentialgleichungen
ist bis heute nicht bekannt geworden. Numerische L&-
sungen fiir den Fall @ = 0 bei H/L << 1 haben u.a.
Merker [ 10] und Cormack, Leal und Seinfeld [11] an-
gegeben.

6. Stabilititsbet rachtungen

Die experimentellen Ergebnisse lassen vermuten, daf
die bei htherer Temperaturdifferenz auftretende Riick-
stromung bei {¢ = 0 und der Ubergang von der méander-
férmigen zur Quasi-Walzenstrémung bei & = 0,936 1/s
und AT ~ 50K Stabilitdtsprobleme sind, d.h., die Struk-
tur der Ausgangsstromung dndert sich an einer sog. Sta-
bilitdtsgrenze.

Denkt man sich die Heiz- und Kiihlplatte durch ge-
eignete Zu- und Abfliisse ersetzt, so wiirden sich fiir
fd = 0 auf halber Trogliange dhnliche Geschwindigkeits—
profile u(g) wie die beobachteten einstellen. Beriick-
sichtigt man ferner, daB aufgrund der Versuchsergeb-
nisse die Strémungsgeschwindigkeit an der freien Ober-

flache praktisch gleich Null ist, so kann das Problem

1 . . . .
Im folgenden werden die dimensionslosen Koordina-

ten £ und ¢ wieder mit x und z bezeichnet, bei den
tbrigen dimensionslosen Variablen wird der * weg-
gelassen.
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wesentlich vereinfacht werden; der Stabilitdtsanalyse
fiir den Fall & = 0 wird eine zweidimensionale isother-
me und parallele Stréomung zwischen zwei ebenen Win-
den zugrunde gelegt. Der Zusammenhang zwischen
Stromungsgeschwindigkeit (Reynoldszahl) und Tempe-
raturdifferenz (Rayleigh-Zahl) wird {iber die experi-

mentell ermittelte Abhingigkeit

u oo :f1(AT) bzw. Re :fz(Ra) (19)

ma
berucksichtigt.
Aus den Gln. (6) und (8) folgt damit fiir die zweidi-

mensionale und isotherme Strémung

o .Sv.T=-Re - 3
ot Re - u v,u = Re VP + 4,0 (20)
divu = 0 (21)

Wie Lin [12] und Betchov und Criminale [13] gezeigt

haben, 148t sich aus den Gln.{20) und (21) eine Stér-

differentialgleichung, die sog. Orr-Sommerfeld-Glei-

chung

25) - Ural = 'V - 2528+ ot
(22)

i* o Rel[(U-¢c)(3" -g

fiir die komplexe Storfunktion #(z) ableiten.
« ist dabei die Wellenzahl und ¢ = CL+ i ¢ ein kom-
plexer Stabilitdtsparameter.

Fir c; > 0 wachsen die Stérungen mit der Zeit an,
fir 4 < 0 werden sie geddampft; ¢ = 0 stellt deshalb
die Stabilitatsgrenze dar.

Die allgemeine Lésung dieser Stordifferentialglei-
chung bereitet betrdchtliche mathematische Schwierigkei-
ten und analytische Lésungen sind nur fiir wenige Fille be-
kannt geworden. Fiir den Fall, da® nur eine sog. kri-
tische Grofle einer Kennzahl zur Festlegung der Stabi-
litdtsgrenze und nicht die allgemeine Losung interessiert,
hat Lin [ 12] eine ausreichende Bedingung fiir die Stabi-
litdat angegeben, die im folgenden kurz erliautert wird.

Die Stordifferentialgleichung (20) wird mit der kon-
jugiert komplexen Stérfunktion &*(z) multipliziert und
in den Grenzen z = 0 bis z = 1 integriert. Die dabei
auftretenden Integrale kénnen durch partielle Integra-
tion unter Beachtung der Randbedingung fiir die Stor-

funktion

9(0) = 8(1) = &*(0) = &*(1) = 0

(23)
$'(0) =&'(1) =e*'(0) =3*'(1) =0
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geldst werden. Nach einigen Umformungen erhidlt man

die ausreichende Stabilitatsbedingung

J§+ 2012J§'+014J(2) (24)
o« » Re - U! < MIN
max Jd
0°1
mit den Funktionen
1
2 _ 3
b5 _f@@ dz
0
1
J?I :I@'Q*'dz (25)
0

1

2 — tE e
J2 —fé gidz
0

Als Information iiber das Geschwindigkeitsprofil U(z)
der ungestorten Ausgangsstromung geht lediglich der

Maximalwert der Ableitung Um ein. Die Integrale

JO’ J1 und J2 der Storfunktion saiLﬁd so gesucht, daf die
linke Seite von G1.(24) ein Minimum wird.

Dies kénnte z.B. durch Ldsen eines entsprechenden
Variationsintegrals geschehen. Fiir den vorliegenden
Fall bietet sich jedoch eine einfachere M&glichkeit an.

Das Geschwindigkeitsprofil U(z) der ungestérten
Ausgangsstromung soll ndherungsweise durch die Funk-
tion

U(z) = sin(2wz) mit Umax

= 2n (26)
approximiert werden.

Die experimentellen Beobachtungen legen es nahe,
dem sinusformigen Geschwindigkeitsprofil héherfrequen-
te Sinusschwingungen als Stérgeschwindigkeiten zu liber-
lagern. Unter Beobachtung der Randbedingungen nach
Gln.(23) erhilt man somit fiir die Stdrfunktion
§(z) =1 - cos(2mz); n=2,3,4... (27)
Damit 148t sich, wie in Bild 16 gezeigt, der Verlauf der
Reynoldszahl als Funktion der Wellenzahl Re = Re(«)
darstellen.

Flir die minimale Reynoldszahl erhidlt man damit

Re,. ~ 49.

th
Die Ubereinstimmung mit dem experimentell er-

mittelten Wert Reexp ~ 44, siehe Bild 17, ist sehr gut,

wenn man bedenkt, dafl, einmal mit den fir diese Stabi-
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Bild 17. Vergleich zwischen theoretisch und experi-
mentell ermittelter Stabilitdtsgrenze flir & = 0

litdtsanlyse getroffenen Annahmen die tatsdchlichen
Stromungsverhiltnisse nur ndherungsweise wiederge-
geben werden und ferner die experimentellen Ergebnisse
keine scharfe Grenze fiir die kritische Reynolds-Zahl
erkennen lassen. Uber die Form des Geschwindigkeits-
profils flir Re > 49 kann die Stabilitdtsanalyse keine
Aussage liefern.

Analoge Untersuchungen fiir den Fall { + 0 ergaben,
daB hier wegen des wesentlich komplexeren Verhaltens
der Stromung nur qualitative Aussagen gemacht wer-
den konnen. Die fiir eine stabile Strémung (Walzenstrd-
mung) zulédssige Taylor-Zahl nimmt mit steigender Rey-
nolds-Zahl ab, dieses Ergebnis erscheint sinnvoll, denn
bei Re ~ 5300 wird die ebene Poiseuille-Stromung fur
Ta = 0 instabil, d.h., die laminare Stromung wird tur-

bulent. Fiir kleine Reynoldszahlen scheint die Walzen-
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stromung fiir Taylor-Zahlen Ta < 1,5 * 103 stabil zu

sein, ein Wert, der in der GroBlenordnung mit den ex-

perimentellen Beobachtungen ibereinstimmt.
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