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Zusammenfassung. Der Formkoeffizient, mit dessen Hilfe
sich der Warmestrom zwischen zwei Isothermflachen sehr ein-
fach angeben 1486, wurde fiir den gelochten Streifen bzw. Kreis-
ring mit numerischen Methoden berechnet. Gestiitzt auf diese
Ergebnisse wurde eine zweiparametrige Naherungsbeziehung
fiir den Formkoetfizienten entwickelt, die auf einem vereinfach-
ten physikalischen Modell beruht. Der relative Fehler dieser
Naherung liegt im gesamten Parameterbereich unter 3%,.

Abstraet. A numerical method is presented for the calcula-
tion of the so-called shape factor which gives the possibility of
determining the heat flux between two isothermal boundaries
for the case of a punched stripe or annulus. From these results
an approximation for the shape factor was developped based
on a simplified model. The relative deviation does not exceed
39, over the entire parameter region.
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1. Der Formkoeffizient

In einem homogenen, isotropen Festkérper, der von
zwei Isothermenflichen begrenzt wird, 14Bt sich der
stationdre Wirmestrom @ zwischen den beiden Iso-
thermen &, und 3, stets durch folgende Gleichung
beschreiben

D = SA( — Dy), (1)

wobei 4 die Warmeleitfihigkeit des Festkorpers bedeu-
tet und S den sogenannten Formkoeffizient des
Warmestroms darstellt. Dieser Formkoeffizient hangt
nur von der Geometrie des Korpers ab, da das Tempe-
raturfeld der Potentialgleichung

A9 =0 @)

gehorcht. Diese Abhéngigkeit bleibt auch erhalten,
wenn Teile der Oberfliche nicht isotherm sondern
wéarmeundurchlassig sind.

Zur Bestimmung des Formkoeffizienten mufl das
Temperaturfeld, die Lésung von Gl. (2), bekannt sein,
um daraus den Wirmestrom @ durch Integration der

Syo Formkoetfizient auf die Plattendicke d
bezogen mit 7, = 0
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Wiirmestromdichte ¢ iiber eine Isothermenfliche ¥ zu
erhalten.

& = [qdF. (3)
(")
Mit Hilfe des Fourierschen Gesetzes
q = —Agrad (4)
1aBt sich Gl. (3) umformen zu
b= — fZ grad 9 dF. (5)
()

Unter der Benutzung von Gl. (1) und Gl. (5) folgt
die Bestimmungsgleichung fiir den Formkoeffizienten,
die fiir konstante Wirmeleitfihigkeit folgende Form
hat

[ grad ¢ dF
L ) D (6)
A — 792) 191 - 192
Mit Hilfe der von KIRCHHOFF [5] angegebenen Trans-
formation

0—-1_ faao 7
= )0f i (7

7B,
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lassen sich die Gln. (1) bis (6) auch fiur temperatur-
abhingige Wiarmeleitfahigkeit 4 () auf die obige Form
zuriickfithren.

Die Laplace-Differentialgleichung (2) ist bereits fir
einfache Korper, bei denen das Temperaturfeld von
mehreren Ortskoordinaten abhingt, nur in einzelnen
Fillen analytisch exakt losbar, weshalb sowohl das
Temperaturfeld als auch das Integral (5) hédufig mit
numerischen Methoden berechnet werden. Da auch ein
grofler Teil der analytischen Losungen zu kompliziert
sind, um von Hand ausgewertet zu werden, ist es kein
entscheidender Nachteil der numerischen Verfahren,
-dall man dabei auf einen Computer angewiesen ist. Ein
Nachteil liegt eher darin, dafl der Einfluf} der einzelnen
Parameter auf den Formkoeffizienten bei der numeri-
schen Berechnung nicht klar erkennbar ist. Es wire
deshalb wiinschenswert, die Abhéngigkeit des Form-
koeffizienten von den Parametern, die die Geometrie
des Korpers bestimmen, niherungsweise mit Hilfe von
Diagrammen oder einfachen analytischen Funktionen
angeben zu kénnen.

2. Aufgabenstellung

In dieser Arbeit wird der Formkoeffizient des Wir-
mestroms von gelochten ebenen Streifen oder Kreis-
ringen konstanter Dicke d (Bild 1) berechnet. Die bei-
den Rénder werden auf den Temperaturen ¢, und J,
gehalten, die Warmeverluste in den Bohrungen und an
der Ober- und Unterseite des Streifens an die Umge-
bung werden vernachlissigt.

Bild 1. Abmessungen des gelochten Streifens.

Wir beschrinken uns im folgenden auf die Behand-
lung des gelochten Kreisrings, wie ihn z.B. Flansche
besitzen, da fir den Grenzwert r; — oo der Kreisring
in den Parallelstreifen ubergeht. Der Kreisring und
damit auch dessen Formkoeffizient setzt sich aus 2N
gleichen Sektoren zusammen, N ist die Anzahl der
Bohrungen. Dieser Sektor wird durch sechs Parameter
Tar Ti, Tty Ty &, Qg = 7/ N festgelegt (Bild 2).

Das Temperaturfeld dndert sich in Richtung der
Plattendicke nicht, die Warme strémt nur normal zu
dieser Richtung. Es ist deshalb sinnvoll, vom Wéirme-
strom je Element der Plattendicke zu sprechen und
den Formkoeffizienten S, auf die Plattendicke d zu
beziehen, fiir den eine Abhéngigkeit von den verblei-
benden fiinf Parametern zu erwarten ist:

S
Sq = i F(Ta, 75, s Ty ) (8)
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Auch bei Benutzung der Dimensionsanalyse laf3t
gich die Anzahl der unabhingigen Variablen nur auf
vier reduzieren.

Das zweidimensionale Temperaturfeld gehorcht der
Fourier-Differentialgleichung.

@29 1099 1 &9

T T = ©)

Die Randbedingungen fiir das Segment lauten
r=ry; V=1, (10)
r=ry; 9=179 (11)

94

=0; —=0 12
® v (12)
(13)
(14)

Bild 2. Grundelement des gelochten Kreisrings.

Bila 3.

Anordnung des Differenzengitters.

3. Losung des Gleichungssystems

Zur Loésung der Differentialgleichung (9) wurde ein
Differenzenverfahren verwendet. Dabei wird das Kon-
tinuum in eine endliche Anzahl diskreter Stiitzwerte
aufgelost, die die Eigenschaften einer endlich kleinen
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Umgebung reprisentieren. Wir zerlegen des Kreisring-
sektor gemiB Bild 3 in L X M Elemente (Maschen) der
GréBe Ar-r-Ag, die Schrittweiten Ar und A ¢ werden
konstant gehalten.

Der Rand der Bohrung lafit sich mit diesem Gitter
nur ndherungsweise durch einen Treppenzug wieder-
geben, doch konvergiert bei Verkleinerung der Schritt-
weite der Treppenzug gegen den stetigen Bohrungs-
rand. An den Réndern des Sektors dienen Hilfsele-
mente zur Erfillung der Randbedingungen. Da diese
Elemente nicht mehr der Differentialgleichung gehor-
chen, kann so dariiber verfiigt werden, da3 damit stets
die Randbedingungen erfiillt sind.

Ersetzen wir in Gl. (9) die Differentialquotienten
durch Differenzenquotienten, so erhalten wir fiir jeden
Gitterpunkt innerhalb des Sektors eine algebraische
Gleichung folgender Form

1
A Pri1,m — 20 ,m + Fmam) +

1
+@r= i ae T @ — G +

1 2
+ (m) G1,me1 — 20 1,m + D, m1) =0. (15)

Die abgekirzte Schreibweise bedeutet dabei

Dim = (11, Pm) (16)
mit
R Y (17)
2m — 1
g ="L""1 Ay, (18)

Zur Loésung dieses Gleichungssystems mit (L 4 2) x
X (M + 2) Unbekannten benodtigen wir auBer den M- L
Gleichungen fir die Gitterpunkte innerhalb des Sek-
tors entsprechend Gl. (15) gerade noch jene (2L - 2 M)
Gleichungen, die aus den in Differenzenform geschrie-
benen Randbedingungen folgen.

Da in diesem System linearer Gleichungen nur die
Koeffizienten nahe der Hauptdiagonale der Koeffizien-
tenmatrix von Null verschieden sind, empfiehlt sich zur
Losung das Iterationsverfahren nach GAUSS-SEIDEL.
Ausgehend von einer geschitzten Startverteilung fiir
die Temperaturen 9, wird unter Benutzung des Glei-
chungssystems die Temperaturverteilung schrittweise
verbessert. In die nach 9, ,, aufgeléste GI. (15) werden
auf der rechten Seite die aus dem k-ten Iterations-
schritt bekannten Temperaturen 9%, eingesetzt und
daraus die Temperaturen 9f;! des nichsten Iterations-
schritts berechnet.

l.:r(-nl = f( ;C+1.m: Q%C—l,rm Q%m+1’ ﬂllc,lm—l; Q%fm)' (19)

Dieses Verfahren hat eine physikalische Entspre-
chung in dem instationdren Temperaturausgleich, der
ausgehend von der Startverteilung o, gegen die
gesuchte stationire Temperaturverteilung konvergiert,
die fiir den Zeitschritt k¥ — oo erreicht wird. Wahlt man
fiir die dabei auftretende zeitliche Ableitung einen vor-
deren Differenzenquotienten, so ergeben sich fiir einen
bestimmten Wert des Zeitschritts mit Gl. (15) iden-
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tische Beziehungen zur Berechnung der Temperaturen
9f+l des k -+ 1-ten Zeitschritts. Diese Differenzen-
gleichung ist vor allem in Hinsicht auf Stabilitdt und
Konvergenz in der Literatur [1, 2] vielfach behandelt,
was die Wabl geeigneter Schrittweiten fiir Ar und Ag
erleichtert.

Zur Beschleunigung der Iteration werden noch zwei
Verfahren angewendet. Das erste ist die sogenannte
Uberrelaxation, bei der die Tendenz, die sich von 9,
nach 95! abzeichnet, um den Faktor 6 verstirkt wird,
was wegen der Monotonie der Ausgleichsvorgéinge zum
Erfolg fithrt:

Kt = O -+ SO — ). (20)
Wie Bild 4 zeigt, hat die Rechenzeit zur Ermittlung
eines stationdren Temperaturfeldes fiir den Wert

0 = 1,5 ein schwaches Minimum, fiir § = 2,2 wird das
Verfahren instabil.

Rechenzeit Rz —»

| L | 1 !
100 125 150 175 200 225
Foktor & der {berrelaxation
EinfluB der Uberrelaxation auf die Rechenzeit.

Bild 4.

Zur weiteren Beschleunigung kann man noch die
. Iteration in Einzelschritten‘* verwenden, bei der auf
der rechten Seite von GL. (19), soweit an dieser Stelle
bekannt, die Temperaturen des neuen Iterations-
schrittes 9%}! eingesetzt werden, z.B.:

?9];;1 = f( {c+1,mr ﬁ;cjll.m7 19llc.m+1’ ﬁl]f;—l—lz ﬁkm) (21)

wenn das Gleichungssystem in Richtung steigender
Indices gelost wird. Die Iteration wird abgebrochen,
wenn die relative Anderung aller Temperaturen 9,
unter einer vorgegebenen Schranke ¢ liegt.

Aus diesen Temperaturen ¢f, wird der Form-
koeffizient entsprechend Gl. (6) berechnet, wobei wegen
der diskreten Temperaturwerte das Integral in eine
Summe iibergeht. Wahlen wir als Integrationsweg die
Isotherme r = r;, so erhilt Gl (6) folgende Form,
wenn der Formkoeffizient S;, auf die Plattendicke d
bezogen, verwendet wird:

S; = S/d B &WLEM (ﬂK . ,191{ ) (22)
“ T LAr@S, —9,) =, Vi-om T 1m)

Zur Erhéhung der Genauigkeit wurde fiir den Form-
koeffizient der Mittelwert aus der Integration iiber
Innen- und AuBlenradius gewihlt.

4. Niherungsbeziehungen

Eine ausfiihrliche Tabelle der Formkoeffizienten, die
den gesamten Bereich der Parameter iiberdeckt, er-
laubt zwar dem Benutzer eine einfache Berechnung
von Formkoeffizienten beliebiger Sektoren, der Ein-
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fluB der einzelnen Parameter 1Bt sich daraus nur
schwer erkennen. Wir versuchen deshalb, diese Tabelle
durch einfache analytische Funktionen wiederzugeben.
Eine Approximation, wie z.B. die Methode der klein-
sten Fehlerquadrate, erlaubt eine beliebig genauc
Néherung, die sich ergebende Potenzreihe ist aber kei-
ner physikalischen Deutung zuginglich.

Mit Hilfe einer sehr groben Vereinfachung verringern
wir die mathematischen Schwierigkeiten, so daB sich
fir das Temperaturfeld im Sektor ein geschlossener
Ausdruck angeben 148t. Der daraus berechnete Form-
koeffizient bildet dann den physikalisch deutbaren
Kern unserer Naherungsbeziehung. Um den Fehler zu
korrigieren, der von der groben Vereinfachung her-
rithrt, muB diese Naherungsbeziehung mit Hilfe eines
Korrekturfaktors an die als exakt betrachteten Ergeb-
nisse des Differenzenverfahrens angepalit werden.

ICENC A

Bild 5a u. b. Vereinfachung des Grundelementes fiir die
Niherungsbeziehung.

Durch die Annahme einer unendlich hohen Warme-
leitfahigkeit in tangentialer Richtung,

(23)

(in radialer Richtung bleibt die Wérmeleitfahigkeit 4
weiterhin endlich), werden die Linien konstanten
Radius zu Isothermen und das Temperaturfeld ein-
dimensional. Der Formkoeffizient S; des Sektors 1aBt
sich dann aus den Formkoeffizienten der drei Teil-
bereiche (Bild 5a) zusammensetzen

1 1 1 1
S Sa + Sarx + Sarmr *

Atang = o0

(24)

Die Formkoeffizienten Sy;; und Sypp sind sofort
anzugeben, fiir den Bereich 1 folgt der Formkoeffizient
841 aus einer etwas langwierigen Integration. Die Néhe-
rungsbeziehung fiir den Formkoeffizienten liefert aber
bessere Ergebnisse, wenn im Bereich I die Teilbereiche,
in denen die tangentiale Wirmeleitung vorherrscht,
unterdriickt werden und dem Wéarmestrom nur die in
Bild 5b stark umrandete Flache zur Verfiigung steht.
Der Formkoeffizient dieses vereinfachten Bereiches I
ist ohne Schwierigkeiten zu bestimmen, zudem kann
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der Korrekturfaktor y, mit dem diese Ndherung an die
Ergebnisse des Differenzenverfahrens angepalit wird,
als Verbreiterung oder Einschniirung des Sektors
gedeutet werden.

Mit dieser Vereinfachung ergibt sich fiir den Form-
koeffizient S, folgende Beziehung:

Sy =
. 1
- 1 r—{—rb) 1 (rt~rb) 1 ( Ta )
In| = —In[t—2 )1
‘Po_?/o‘n("t_rb _I_‘Pon i +%n ry + 7
(25)
mit
x = arecsin (ﬁ’—) . (26)
Ty

Wegen r, > r, kann man folgende Naherungen benut-

zen
~ (1o
& A~ ( " ) (27)
In (———r‘ i ) ~2 0 (28)
Ty — Ty 7y

Wir fithren an dieser Stelle den Formkoeffizienten
S, fiir einen Sektor ohne Bohrung (r, = 0) ein

Sap = =1 (29)
In-2
Ui
sowie die relative Einschniirung f
& Ty
me —e 2 30
p Po T1%o (30)
womit Gl. (25) nach einiger Umrechnung ibergeht in
Sy = 141— . (31)
T, 7
Sdo i —1
yp

Fiir den Korrekturfaktor y ergab sich, wenn eine
relative Abweichung der Naherungsbeziehung von den
Ergebnissen des Differenzenverfahrens in der Hohe
von 39, zugelassen wird, folgende einfache Abhingig-
keit von der relativen Einschniirung f

0 <f=<05 y=1

05 <f<1 y = 0925 +1,2(8 — 0,75)%
Fir die am héaufigsten vorkommenden Sektoren

(8 < 0,5) liefert unser sehr grobes Modell bereits aus-

reichend genaue Ergebnisse (y = 1). Zudem héngt der

Formkoeffizient S; im gesamten Parameterbereich,

im Gegensatz zu Gl. (8), nur noch von zwei Variablen

ab,
84 = (S84, B) (33)

der Einfluf} der iibrigen Parameter liegt unterhalb der
zugelassenen relativen Abweichung von 39%,.

(32)

5. Ergebnisse

Der Formkoeffizient des Warmestroms in gelochten
Kreisringen 148t sich bei einem relativen Fehler von
3% mit einer einfachen zweiparametrigen Beziehung
(Gl. (31)) darstellen. Wie in Abschnitt 2 angedeutet,
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kann mit derselben Gleichung auch der Formkoeffi-
zient von gelochten Parallelstreifen (Bild 1) berechnet
werden.

Zur einfacheren Auswertung ist Gl. (31) in Bild 6
dargestellt, in der der bezogene Formkoeffizient S;/Sq,
iiber der relativen Einschniirung f mit S,, als Para-
meter aufgetragen ist.

Die in Bild 6 auftretenden Parameter sind wie folgt
definiert:

Kreisring
Sgp =20 = N (29)
lnr—a nﬁ
Ti Ti
(69 Ty v
= = = . 30
g Po 1 Po rya/N (30)
Parallelstreifen
Sip =+ (34)
(]
™
p="2. (35)

Die Benutzung von Bild 6 soll ein Beispiel erlautern.
Gesucht sei der Wiarmestrom durch einen stihlernen
Flanschring, dessen innerer Rand auf 100 °C, der
duBere auf 20 °C gehalten wird. Folgende Abmessun-
gen sind gegeben:

7, = 0,5 m r, = 0,46 m N =16
rp =04m ry, = 0,03 m d=0,02m

Die Wiarmeleitfahigkeit 2 von FluBistahl hat den

Wert
A =50 W/(mK).

Mit diesen Angaben lassen sich sofort die beiden
Parameter Sy, und § aus Gl. (29) und Gl. (30) berech-
nen:

7[16

)S’do - TE) —_ 0,88
ln( 04 )
0,03
p= 0,46 7/16 = 0,332,

womit aus Bild 6 folgender Wert fiir den bezogenen
Formkoeffizienten folgt:

Sq

Sao

S =8,;d =0,68-0,02m = 0,0136 m.

= 0,78; S; = 0,78-0,88 = 0,68;
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Der Warmestrom, der durch den gesamten Flansch-

ring stromt, berechnet sich entsprechend Gl. (1), wobei

noch beriicksichtigt werden muf}, da3 der Flanschring

gich aus 2N Sektoren zusammensetzt :

D =2NS8A(0 — )

D =2-16-0,0136 m-50 W/(mK)-80 K = 1754 W.

1.0

08
I 0.6
<4
oF

0.2

0 0.2 0.4 05 08 10
i f—
Bild 6. Abhangigkeit des bezogenen Formkocffizienten.
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