SONDERDRUCK aus der Zeitschrift

CHEMIE-INGENIEUR-TECHNIK

Zeitschrift fiir technische Chemie, Verfahrenstechnik und Apparatewesen

Jabrgang 1956

Nr. 819

Seite 553-556

Verlag Chemie, GmbH., Weinheim/Bergstrafle

Wdrmelbergang an nicht-Newtonsche Flissigkeiten
bei laminarer Rohrstrémung’)

Von Dr.-Ing. U. GRIGULL, Farbenfabriken Bayer AG., Leverkusen

For eine strukturviscose Flussigkeit, deren Reibungsgesetz dem Potenzansatz nach Ostwald/de Waele

entspricht, sowie fir eine Paste nach Bingham werden die Temperaturverteilungen und die NuBelt-Zahlen

der laminaren Rohrstrémung angegeben. Als Randbedingung dient der Fall konstanter Wéarmestrom-

dichte an der Wand bzw. eine linear mit der Rohrldnge ansteigende Wandtemperatur. Die Stoffwerte
werden als temperaturunabhdngig angenommen.

Die Lehre von der konvektiven Warmeiibertragung hat
sich bisher iberwiegend mit den sog.normalenFliis-
sigkeiten beschaftigt, das sind solche, deren Reibungs-
gesetz dem Ansatz von Newton gehorcht, wonach das Ge-
schwindigkeitsgefalle --—-dw/dr proportional der Schub-
spannung z sein soll:

dw 1
ar = T (1.

Die dynamische Zdhigkeit %, die beispielsweise die Ein-
heit kp s/m? hat, ist ein reiner Stoffwert, der zwar von

*) Herrn Prof. Dr.-Ing. Dr. phil. nat. h. c. R. Plank, Karlsruhe,
zu seinem 70. Geburtstag ergebenst gewidmet. — Vorgetragen
auf der internen Arbeitstagung des Fachausschusses Wéarmeaus-
tauscher und Verdampfer der VDI-Fachgruppe Verfahrenstechnik
am 23. April 1956 in Bingen. Vgl. diese Ztschr. 28, 589 [1956].

Druck und Temperatur, nicht aber von den iibrigen GréBen
der Gl. (1) abhdngen darf, die hier fiir die laminare Rohr-
strébmung angeschrieben ist. Eine groBe Zahl der in der
Natur vorkommenden oder auch kiinstlich geschaifenen,
flieBfdhigen Stoffe zeigt aber kein Newionsches Verhalten.
Die Voraussetzung, daB die Zdhigkeit konstant ist, muB
fir diese Stoffe aufgegeben werden, und an die Stelle des
Reibungsgesetzes nach Gl. (1) tritt der allgemeinere Ansatz

—_—— = 2).

o~ [0 )
Da die Funktion f mit den iiblichen Viscosimetern (z.B.
Kapillar-, Rotations- oder Fallkdrper-Viscosimeter) nicht
unmittelbar bestimmt werden kann, ist ihre Ermittiung
aus den gemessenen integralen Grofien (z. B. Menge,



Druckabfall, Drehmoment usw.) eine wichtige Teilaufgabe
der Rheologiel;?).

Andcrerseits sind auch empirische oder halbempirische
Reibungsgesetze fiir das FlieBverhalten verschiedener
Stoffgruppen vorgeschlagen worden. Von diesen Gesetzen
seien im folgenden zwei fir die Berechnung der Tempera-
turfelder und Wiarmelibergangszahlen in stationdrer, aus-
gebildeter laminarer Rohrstrémung bei temperaturunab-
héngigen Stoffwerten herangezogen.

Strukturviscositdt

Dieser von Wo. Ostwald eingefiihrte Begriff bezieht
sich auf jene Stoffe, deren Z&higkeit mit steigender Schub-
spannung abnimmt. Das FlieBverhalten eines solchen
Stoffes kommt nach der Auffassung von Ostwald durch die
standige Bildung und Zerstorung orientierter ,Strukturen”
zustande. Es kann durch das besonders einfache, von Os!-
wald und de Waele vorgeschlagene empirische Rei-
bungsgesetz
dw
dr
wiedergegeben werden?®). Die Konstante k hat eine von n
abhingige Dimension, die nur flir n = 1 mit der von 1/3
ibereinstimmt. Der Bereich der Strukturviscositdt wird
durch n > 1 gekennzeichnet.

Aus Gl. (3) 14Bt sich in der tblichen Weise die Ge-
schwindigkeitsverteilung einer laminaren,
stationdren Rohrstrémung ableiten. Bezeichnet man mit r
die radiale Koordinate, mit R den Rohrradius und mit 7’
den Druckgradienten in Achsenrichtung, so wird

k r\at1
W =5 my g PURY [ 1— ( R'> ] (4).
Die Maximalgeschwindigkeit in der Achse (r = 0) ist
—_— k —
Wmax = g0 (n 4 1) P
wahrend das Verhaltnis zwischen mittlerer und maximaler
Geschwindigkeit den einfachen Ausdruck
w n+1

T n+3 ©

annimmt. Fiir n = 1 wird aus Gl. (4) die Hagen-Poiseuille-
sche Beziehung.
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Bild 1. Geschwindigkeitsverteilung einer strukturviscosen Flis-
sigkeit mit einem Reibungsgesetz nach Ostwald / de Waele bei
laminarer Rohrstrémung

In Bild 1 ist die Geschwindigkeitsverteilung tiber den
Rohrradius nach den Gln. (4) und (5) dargestellt. Dabei ist
auch der Bereich n < 1 eingezeichnet, der dem FlieBverhal-
ten sog. dilatanter Stoffe entspricht, bei denen die
Zahigkeit mit steigender Schubspannung zunimmt. Der
(praktisch nicht erreichbare) Grenzwert n = 0 stellt das
einfache Kegelprofil dar. Fiir n = oo erhélt man die Pfrop-
fen- oder Kolbenstrémung. Fiir alle Profile ist die Haft-
bedingung an der Wand eingehalten. Bild 2 enthalt die
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Bild 2. Verhilinis von mittlerer zu maximaler Geschwindigkeit
der Rohrstrémung nach Bild 1.

Darstellung von Gl. (6). Das Verhdltnis von mittlerer zu
maximaler Geschwindigkeit kann die Grenzwerte 1/3 fiir
n = 0 und 1 fiir n = oo annehmen.

Temperaturverteilung und Wéirmeibergang

Die Gleichung fiir den Wéarmetransport in ausgebildeter

laminarer Rohrstromung bei konstanten Stoffwerten lautet:
w 9 o929 1 d9
a 3x  aAr r or @)

Hierin ist & die Temperatur und a = A/co die Tempe-
raturleitzahl. Als Randbedingung werde eine konstante
Warmestromdichte in der Rohrwand eingefiihrt, wie sie
etwa durch elektrische Beheizung zu verwirklichen wdre.
Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit einem linearen
Temperaturverlauf iiber die Rohrldnge x und kann durch
den Losungsansatz

9=, 1+ Ax (8)
beriicksichtigt werden, der erstmalig von Callendar (1902)
angewendet wurde. Fiihrt man 34/dx = A = const in Gl
() ein, so wird aus der partiellen eine gewoéhnliche Diffe-
rentialgleichung, die in vielen Fallen in geschlossener
Form losbar ist%). &, (r) ist die von x unabhéngige Uber-
oder Untertemperatur des stromenden Mediums, die im
folgenden allein betrachtet und mit 9(r) bezeichnet werden
soll.

Durch Einsetzen der Geschwindigkeitsverteilung nach
Gl (4) in Gl (7) erhdlt man folgende Beziehung fir die
radiale Temperaturverteilung, wenn an der
Wand ¥ = 0 gesetzt und ferner beriicksichtigt wird, daB
in der Achse eine endliche Temperatur herrschen muB:

w A R2 4 " r\?
[ 1 T)_

4 r \n+3
T (n+3)2 (T) ] ©-

Diese Beziehung ist in Bild 3 fiir den ganzen Bereich
0 < n < oo dargestellt. Die Kurve n =1 entspricht wie-
derum der Newionschen Fliissigkeit. Die Zahlenwerte der
Ordinate miiBten eigentlich ein negatives Vorzeichen er-
halten, da fiir positives A, also Temperaturanstieg in Stré-
mungsrichtung, im Rohr naturgemdB Untertemperaturen
herrschen.

B (r) =

Bild 3 kann dazu dienen, um die Temperatur-
differenzen beurteilen zu konnen, die in der stro-
menden Fliissigkeit nach Verlassen des Wérmeaustau-
schers noch herrschen.

Aus den Gln. (4) und (9) 1aBt sich die Mitteltemperatur
berechnen, auf die die Wérmeiibergangszahl bezogen wird.
Als Mitteltemperatur & soll dabei die sog. Mischtem-
peratur benutzt werden, die durch die Gleichung

R
2z fH(yw()rocdr
g=—2 (10)
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Bild 3. Temperaturverteilung der Rohrstromung nach Bild 1 bei
konstanter Warmestromdichte an der Rohrwand
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Bild 4. NuBelt-Zahl, bezogen auf die Mischtemperatur und den
Rohrdurchmesser, fiir eine strukturviscose Fliissigkeit nach
Bild 1 und 3

definiert ist. Die NufBlelt-Zahl 146t sich durch die Gleichung

2 R (dd/dr)g

Nu = 5 (11

berechnen, wenn der Rohrdurchmesser 2 R als Bezugs-
. ldnge gewdhlt wird. Man erhélt fiir Nu den Ausdruck

_ 2(n+1)?
Nu—_5+ 2 4tmta @t 12
"Th+3T  a+s5 4

der in Bild 4 dargestellt ist. Fiir n = 1 (Newtonsche Fliis-
sigkeit) entsteht der schon bekannte Wert Nu = 48/11 ==
4,36, wihrend fiir n — oo (Kolbenstréomung) sich der asymp-
totische Grenzwert Nu = 8 ergibt, der iibrigens nur lang-
sam erreicht wird; auch fiir n = 100 ist erst Nu = 7,7, Fir
den unteren Grenzwert n = 0 wird Nu = 3,87.

Bingham-Paste
Als zweites Beispiel nicht- Newfonschen Verhaltens
werde ein plastischer Korper betrachtet, der erst oberhalb
einer gewissen Mindestschubspannung, der FlieBgrenze 7,
zu flieBen beginnt. Nimmt man an, daBl im FlieBbereich der
Kérper Newtonsches Verhalten zeigt, so ergibt sich als
Reibungsgesetz der Ansatz von Bingham:

dw
— o= —, (T—71)

13).
= (13)
Die Zihigkeit in Gl. (13) werde mit #’ bezeichnet, um sie
deutlich von der Zdhigkeit der Newlonschen Fliissigkeit »
aus Gl. (1) zu unterscheiden.
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Bild 5. Geschwindigkeitsverteilung der laminaren Rohrstrémung
einer Bingham-Paste, dimensionslos gemacht mit der Geschwin-
digkeit der Kernstromung w
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Bild 6. Geschwindigkeitsverteilung nach Bild 5, dimensionslos
gemacht mit dem Druckgradienten P~

Die Rohrstrémung einer solchen Bingham-Paste weist
zwel getrennte Bereiche auf: im Kern bildet sich ein
Pfropfen, der sich mit konstanter Geschwindigkeit w, vor-
wadrtsschiebt, wihrend in einer Randzone, aulerhalb eines
Radius r,, die Geschwindigkeit auf den Wert Null an der
Rohrwand abféllt. Auf dem Radius r; herrscht gerade die
Schubspannung z,, so daf sich durch eine einfache Gleich-
gewichtsbetrachtung die Beziehung '

(14)

ergibt. Fir ein bestimmtes Rohr (Radius R) und einen

bestimmten Druckgradienten P’ ist also bei gegebenem 7,
auch der dimensionslose Grenzradius
T, 2z,

= EES 15

N R P'R (15)

als gegeben zu betrachten. Die Geschwindigkeitsverteilung

der Randstrémung ergibt sich mit diesen Abkiirzungen zu

2 p’

I r*
e (1—2N+2N R ~§5) 16y,
wéhrend die Geschwindigkeit des Kerns w,, die zugleich
die Maximalgeschwindigkeit ist,

R2pP
Vo Ty

wr) =

1 — Ny 17)

wird. Zur Berechnung der mittleren Geschwindigkeit muf
man getrennt {iber die beiden Strémungsbereiche integrie-
ren und erhalt

(18).

Fiihrt man den Druckgradienten p” ein, der gerade an der
Wand die Schubspannung 7, erzeugt, so wird 7, = p’ R/2

oder N =1 /R = p'/P’ (15a).
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Bild 7. Mittlere Geschwindigkeit einer Bingham-Paste

Mit dieser Abkiirzung wird Gl. (18) in der Literatur auch
als Buckingham-Reiner-Gleichung bezeichnet. In den Gln.
{16) bis (18) entsteht fiir N = 0 die Hagen-Poiseuille-Stro-
mung.

Die Geschwindigkeitsprofile der Bingham-Paste sind in
Bild 5 wiedergegeben. Die Kurve der Randstrémung geht
obne Knick in die Kernstréomung iiber. Anschaulicher ist
die Darstellung in Bild 6, in der w mit dem Druckgradien-
ten P’ dimensionslos gemacht ist. Hier wird deutlich, daB
mit steigendem N bei im ibrigen gleichen Verhéaltnissen
auch die durchgesetzte Menge abnimmt, bis bei N = 1,
also P’ = p’, jedes Fliefen aufhort. Das geht auch aus
Bild 7 hervor, das die mittlere Geschwindigkeit w als
Funktion von N gemdB Gl. (18) zeigt.

Temperaturverteilung und Wirmeibergang

Zur Berechnung der Temperaturverteilung muf Gl. (7)
einzeln in den beiden Strémungsbereichen angewandt
werden mit w, = const fiir die Kernstrémung und w (1)
nach Gl (16) fur die Randstréomung, Die beiden daraus
erhaltenen Funktionen werden so zusammengesetzt, dab
an der Grenze (r = 1,) sowoh! der Funktionswert ¢, als
auch die Neigung d ¢/dr ibereinstimmen, da GIl. (7)
Spriinge und Knicke in der Temperaturverteilung ver-
bietet.

Damit erhalt man fiir die Kernstrémung

W AR (E ) 4w 19
0= 4a R o (19)
und fir die Randstrémung
_BARP (40 4 8
PO =gy \T Ty 5 B 3 Nt
32 N s 1 4 N1 r 20
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Bild 8. Temperaturverteilung in der laminaren Rohrstrémung
einer Bingham-Paste bei konstanter Warmestromdichte an der
Rohrwand
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Bild 9. Nufelt-Zahl, bezogen auf die Mischtemperatur und den
Rohrdurchmesser, fiir die laminare Rohrstrémung einer Bingham-
Paste

Der Wert 4, in Gl. (19) entsteht dadurch, daB in Gl. (20)
r = r, bzw. r/R = N gesetzt wird. Bild 8 zeigt die hieraus
berechnete Temperaturverteilung. Auch hier sind die Ordi-
natenwerte negativ zu nehmen, da bei positivem A=d&/dx
im Rohr Untertemperaturen herrschen.

Die Mischungstemperatur ¥ wird entsprechend Gl. (10)
berechnet, nur daB jetzt wiederum {iber die beiden Bereiche
getrennt zu integrieren ist. Hiermit 186t sich nach Gl (i1)
eine NuBelt-Zahl ausrechnen, die nur von N abhéngt. Die-
ser Ausdruck, auf dessen Wiedergabe seiner Linge wegen
verzichtet sei, ist in Bild 9 dargestellt. Fiir N = 0 ergibt
sich der Grenzwert Nu = 48/11 = 4,36 der Newtonschen
Flissigkeit. Auch fiir N = 1 ergibt sich iberraschender-
weise ein endlicher Grenzwert, der mit dem Wert der
Piropfenstrémung Nu = 8 {ibereinstimmt. Auffdllig ist auch
der geringe Anstieg von Nu bei kleinem N.

Eingeg. 4. Mai 1956 [B 743]
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Benutzte Abkiirzungen

a = A/cp [m?/s]
A = df/dx [grd/m]
¢ [kcal/kg grd]

"

Temperaturleitzahl
Temperaturanstieg in Achsenrichtung
spezifische Warme

Konstanten im Potenzansatz nach Osiwald/
de Waele, nach Gl. (3)

N = tO/R dimensionsloser Grenzradius

P’ [kp/m? m] Druckgradient in Strémungsrichtung

r [m] radiale Koordinate im Rohr

I, [m] Grenzradius der Piropfenstrémung einer
Bingham-Paste

R [m] Rohrradius

w [m/s] Geschwindigkeit

x [m] axiale Koordinate im Rohr

a [kcal/m2h grd] Warmeibergangszahl

n [kp s/m? dynamische Zahigkeit

P [grd] Temperatur

A [kcal/m h grd] Waérmeleitzahl

0 Tkg/m3] Dichte

7 [kp/m2] Schubspannung

Nu = ¢ 2 R/A NuBelt-Zahl



