néichst die entsprechenden reduzierten Temperaturen bilden und
zu diesen nach Teil II, Tab. 1 die Werte von y/y, entnehmen.
Damit ergibt sich Yo und V5 = M/y0 = 81,4 bzw. 80,8 cm3/Mol,
Fir lg (T“/V(,) erhalten wir schliefilich die nahezu ibereinstim-
menden Werte 0,685 bzw, 0,689, die mittels Bild 3 praktisch die
gleiche Kurve liefern. Diese f&llt, wie Bild 5 zeigt, fast mit
der Y-Kurve zusammen, weshalb es keinen Vorteil bietet, beide
Kurven einzutragen, es sei denn, dafl man damit eine gewisse
Kontrolle gegeniiber unzuverldssigen MeBwerten oder Rechen-
fehlern hat. .

Sehr wesentlich ist dagegen noch die Auswertung von Dampf-
druckmessungen oder Angaben {iber die damit zusammenh#n-
gende Verdampfungswérme, Nach Stull) liegen die zu Drucken
von 10 und 100 mm Hg gehorigen Siedetemperaturen fiir diesen
Stoff bel 13,8 bzw. 61,3°C, woraus sich Tl(l/Ts = 0,728 und
T10o/Ty = 0,848 ergibt, Flir die Verdampfungswirme am Siede-
punkt wird der Wert 8,30 kcal/Mo! angegeben?). Damit erh#lt
man fiir die Troutonsche Konstante W, /T, = 21,0 cal/Mol °C.
Mit Hilfe von Bild 2, 3 und 4 tragen wir auch die zu diesen
Werten gehérigen Kurven auf dem Pauspapier ein. Bild 5 zeigt,
dall alle benutzten MeBdaten zu dem gleichen Schnittpunkt
fithren, dem nach Bild 1 (angedeutet in Bild 5) folgende Werte
entsprechen: a, = 7,00; lg p;. = 1,645 und $, = 0,640. Damit
wird pp = 44,2 Alm und T, = 616 °K.

Dieses graphische Verfahren besitzt den grofien Vor-
teil, daB man ein anschauliches Bild von der Zuverldssig-
keit der Ergebnisse bekommt. Haufig werden sich die ver-
schiedenen Kurven nicht in einem Punkt schneiden, son-
dern ein mehr oder weniger ausgedehntes Gebiet liefern,
aus dem sich die wahrscheinlichen Fehlergrenzen der ein-

zelnen GréBen ablesen lassen. Nachteilig ist hauptsich-
lich, dafl man die Siedetemperaturen fiir 10 oder 100 mm Hg
kennen mufl, wofir im allgemeinen keine direkten MeB-
ergebnisse vorliegen. Die umfangreichen, durch Interpola-
tion und graphischen Ausgleich der MeBwerte gewonne-
nen Tabellen von D. R. Stull") entsprechen leider héufig
den fiir diese Zwecke zu stellenden Genaunigkeitsanforde-
rungen nicht ganz. Es empfiehit sich daher im allgemei-
nen, die mit Hilfe des graphischen Verfahrens gewonne-
nen Ergebnisse zu priifen, indem man damit einige Dampf-
drucke berechnet, fiir die unmittelbare sorgfiltige Mes-
sungen vorliegen. -Eingeg. 28. April 1955 [B 648]
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Wdrmeibergang in laminarer Strémung mit Reibungswéirme®)

Von Dr.-Ing. U, GRIGULL, Farbeniabriken Bayer AG., Leverkusen

Fir die laminare Kanalstrdmung lassen sich bekannilich die Differentialgleichungen soweit vereinfachen,

daB sie for einige Félle in- geschlossener Form |ésbar sind. Das bekannteste Beispiel ist die Hagen-

Poiseuillesche Gleichung. Aber auch fir die Warmeibertragung existieren einige geschlossene
Ausdricke. Im folgenden werden derartige Losungen fir Strémungen mit Reibung abgeleitet.

Die Energiegleichung fir die ausgebildete
laminare Rohrstrémung mit konstanten Stoffwerten
lautet

el =i \am tT ar
wenn, wie liblich, 3%%/8x? gegen das viel gréBere 320/0r
vernachldssigt wird. Zu GIl. (1) tritt noch die Ge-
schwindigkeitsverteilung

o 1 ( o 1 2 ) ),

— o
wirn=2w(l— -~Ei—“) (la).

Hat die Rohrwandtemperatur bei x = 0 einen Sprung
und ist im iibrigen konstant, so haben wir das von Graelz
und NuBelt behandelte Problem vor uns. Obwohl die
Temperaturverteilung fiir alle x > 0 von x abhiingt, strebt
die NuBeli-Zahl einem Endwert (3,65) zu. ’

Eine sehr einfache L 8 s un g entsteht, wenn 39/3 x=A
= const gesetzt wird, Das bedeutet, daB aus der partiellen
Differentialgleichung [GI. (1)] eine gewdhnliche wird, die
dem Lésungsansatz .

9 = Ax + 9,(1) (2)
entspricht. Die Temperaturverteilung #,(r) ist unabhingig
von x und ergibt die ebenfalls von x unabhingige NuBeli-
Zahl') Nu = 48/11 = 4,364, die sich im Gegensatz zum
Graetz-NuBelt-Problem in geschlossener Form ausrechnen
1&8t. Die Annahme 3%%/3x2 = 0 ist Hir diesen Fall korrekt.

- Die Méglichkeiten einer geschlossenen Lésung von
Gl (1) durch den Ansatz nach Gl (2) werden offenbar
dadurch nicht gefdhrdet, daB zu der rechten Seite von

*) Vorgetragen auf der internen Arbeitssitzung des Ausschus-
ses , Wérmeaustauscher und Verdampfer* der VDI-Fachgruppe
Vertahrenstechnik am 25. April 1955 in Bad Homburg; vgl, diese
Ztschr, 27, 436 [1955).
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GL (1) weitere Funktionen von r hinzugefiigt werden,
solange sich diese Funktionen integrieren lassen. Das ist
aber z. B. fiir den Ausdruck % (dw/dr)® der Fall, der in
ausgebildeter rotationssymmetrischer Strémung als ein-
zlger aus der Dissipationsfunktion {brigbleibt. Demnach
lautet die Energlegleichung mit Berlicksichtigung der
Reibungswirme filr das Kreisrohr

2WA ” ¢ 1 oAb ew'y P
)ttt @
In dieser Gleichung ist der Ldsungsansatz nach Gl (2)
benutzt, wobei & fiir . geschrieben werden soll, da wir
uns im folgenden nur noch mit den von der Rohrldnge x
unabhidngigen Temperaturverteilungen beschiftigen wol-
len. Ferner wird die Temperaturleitzahl a = A/cg verwen-
det und die parabolische Geschwindigkeitsverteilung nach
Gl. (1a) eingesetzt. )

Losungen fiir das Kreisrohr

Durch diese einleitenden Betrachtungen, die die Mag-
lichkeiten geschlossener Lésungen demonstrieren sollten,
haben wir in GL (3) bereits die Ausgangsgleichung fiir
das Kreisrohr bereitgestelit. Setzt man die Temperatur
der Rohrwand gleich Null (J = 0 fir r = R) und beriick-
sichtigt, daB in der Rohrachse (r = 0) eine endliche Tem-
peratur herrschen mu8, so lautet die Lésung von Gl, (3}
1) 3 1 e , r
=(—t+1% 4 i) e (1-%) @

Darin sind die Abklirzungen

— -2
wna _onw
TARE und BC = g
verwendet. Die durch die Reibungswarme herrithrende
Temperaturverteilung B C (1 — r¥/RY) iiberlagert sich dem

C=
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Bild 1. Temperaturverlauf im Kreisrohr nach Gl (4)
C = 0 bedeutet reine Konvektion ohne Reibungswirme. Der
Temperaturanstieg in Achsenrichtung (A = d@/dx) ist positiv

angenommen

Temperaturfeld fiir reine Konvektion (C = 0), wie es in
Bild 1 dargestellt ist. Dabei freten éine Reihe von Beson-
derheiten auf.

Fir C = /s wird (dd/dr) = 0 fiir r =R, so daB keine
Wirme durch die Wand hindurchireten kann, obwohl die
Mitteltemperatur im Rohr unterhalb der Wandtemperatur
liegt. Unter Mitteltemperatur sei dabei das gewogene
Massenmittel verstanden, das durch die Gleichung

(5)

definiert ist. Mit den Gln, (4) und (la) errechnet sich fiir .

das Kreisrohr .
~—11+40C
— T ).
18 (6)
Diese Mitteltemperatur & iWird fir C = 11/40 zu Null, so
dafl damit trotz endlichen Warmestroms durch die Wand
eine auf ¥ bezogene Wéirmeiibergangszahl o . unendlich
groff wiirde, Fiir C = 3/3 wird die Achsentemperatur ge-
rade Null, Bild 1, fir gréBere C-Werte ist das ganze
Temperaturfeld positiv. Eine Nufleli-Zahl 148t sich durch
folgende Gleichung definieren: o ‘

| 2R (—g}{)a (),

wenn der Rohrdurchmésser D=2R als Be211gslange ge-
wihlt, wird, Mit den Gln. (6) und (4) erhalt man

=B

: 48 (1—8C)
= o E T 8).
. Nu T —40¢ (8)

Deﬁ “Verlauf def:so erréchneten Nuflelt-Zahl fiir verschie-
dene Werte des- Parameters C zeigt Bild 2. Fir C = 0

entsteht der bereits genannte Wert Nu = 48/11 = 4,364,

fiir C = 1/ = 0,125 ist Nu = 0, wihrend fiir C = 11/40
== 0,275, Nu = oo wird. Fiir C-Werte zwischen 1/8 und 11/40
werden die NuBelt-Zihlen hegativ, da in diesem Bergich
Wirme von der Fliissigkeit an die Wand abgegeben wird,
obwohl die Mitteltemperatur, definiert nach Gl. (5), unter-
halb der Wandtemperatur liegt, wie es aus Bild 1 erkenn-
bar ist. Fiir sehr groBe C strebt Nu gegen den Wert 48/5
= 9,6, wie man leicht aus der Umiormung- ‘

1
1) ,
" 48 (sc 7 0]
Nu =75~ (11 .
erkennt.
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Bild 2. Verlauf der NuBelt-Zahl beim Kreisrohr, bezogen aut dic

Mengenmitteltemperatur nach Gl (5), als Funktion des Para-
meters C [vgl. Gl (8)]

Bild 1 zeigt die Temperaturprofile fiir positives A, also
fiir Temperaturanstieg in Strémungsrichtung. Tiir nega-
tives A sind die Verhiltnisse weniger kompliziert, weil
die Temperaturen auch fiir C = 0 positiv sind, Bild 3.

In der Darstellung von Bild 1 und 3 146t sich die Rei-
bungsstrdmung ohne Konvektion, also mit konstanten
Temperaturen in x-Richtung (A = 0), nicht darstellen,
man muf} vielmehr die Darstellung von Bild 4 wihlen, da
der Ausdrudk BC den Wert A nicht enthilt; A = 0 bedeu-
tet gleichzeitig C = oo,

Die Kurve fiir C = oo stellt sich also dann ein, wenn
der Anstieq der Temperatur in x-Richtung, A = d¥/dx,
den Wert Null annimmt. Man kann diese Kurve aber auch
als Endwert eines Einlaufvorgangs ansehen, wie es in

14 S
72 [,
.______\ _7,0
: Z,U - 0}’7?\ \
%l%aa M‘ﬁ" \\
a6 % X
e -“‘2 ) < \\
02 £=0 N N\
ez a6 ¥ w
®

Bild 3, Temperaturverteilung im Kreisrohr wie Bild 1, jedoch
mit negativem A

0 =~
(=c0
08 AN
7
] N

(,)[Qaﬁ \

B

o ,
I
[BE%74 7

Bild 4. Tempevraturvefrlanf im Kreisrohr nadh Gl {#4), dimen-
sionslos gemacht mit dem Produkt BC. € == o0 bedeutet kon-
stante Temperaturen in X-Richtung (A == 0)

Bild 5 gezeigt ist. Die dort fir 3 Parameter X/R Pe einge-

geichneten Kurven stammen aus einer Rechnung von
Brinkmann®). Trotz duferlicher Ahnlichkeit haben die bei-
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Bild 5. Einlaufvorgang im Kreigrohr mit Reibungswirme
{nach Brinkmann), Pe = W 2 R/a

den Vorgénge keine gegenseitigen. Beziehungen; Bild 4
zeigt die Lésungen einer gewdhnlichen, Bild 5 die einer
partiellen Differentialgleichung,

Lésungen fiir den ebenen Spalt
Die Energiegleichung fl'ir den ebenen Spalt lautet

dw ) g
(& ©)
dd/dx und der zugehongen Geschwindigkeits-

- 3—(1_"&)
7w 52

worin 2 s die Spaltbreite bedeutet. Die beiden Integrations-
konstanten erlauben hier eine gréBere Mannigfaltigkeit
als beim Rohr, und zwar kénnen entweder die beiden Tem-
peraturen der Winde (4, ¥) oder auch die Warmestrom-
dichten q als gegeben betrachtet werden, Bild 6.

5 %

WocA =

mit A =
verteilung

(10),

ﬁ‘ yes 7 -~
¥ y=s
EETE =0 7,

Bild 6. Bezeichnungen beim ebenen Spalt

Temperaturend, undd,gegeben

Ohne Einschrénkung der Allgemeingiiltigkeit kann &,
= 0 gesetst werden. Dann lautet die' Gleichung fitr das
Temperaturfeld mit Reibung

2 (y)

5,37V 1V 3 v
B_”""B—*‘T'ST_B“STJFTC(I—T;T)""
dy Y »
+ﬁ(1‘ —i"—-—)
— — —3
o WASE L wya _nw
mit B A ,C~1A2undB = (11)

Bildet man eine Mitteltemperatur & analog zu Gl. {5)

und damit eine auf 2 s bezogene NuBeIt Zahl, so wird

diese im allgemeinen Falle
- 140 (1 —3 C)
34—48C—35%,/B

Fir C=0 und ¢ =0 entsteht der schon bekannte
Wert?)

Nu =

(12).

Nu = 70

YTy

Der Fall, daB Reibungswirme allein, also ohne Konvek-

tion, auftritt (A = 0), wurde bereits von Schlichting®) be-
handelt.

= 4,12 (13).
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Das Temperaturfeld nach Gl. (11) ist fir positive A in
Bild 7 dargestellt. Die Kurve C =0 und &, = 0 entspricht
der reinen Konvektion ohne Reibung mit beiderseits
gleichen Wandtemperaturen. Fir C = 1/3 wird auf beiden
Seiten durch die Reibungswérme der Warmedurchgang ge-
sperrt (Nu = 0), wéhrend fiir C = 5/6 die Achsentempera-
tur gleich den Wandtemperaturen wird, Der Fall Nu = oo
188t sich auch mit C = 0 fiir ¢,/B = 34/35 erzeugen. Auch
diese Temperaturverteilung ist in Bild 7 eingezeichnet. Aus
Gl (12) erhélt man noch Nu = 35/4 = 8,75 fiir C = oo und
¥y =0, also fiir reine Reibungswédrme mit A =0 und bei-

* derseits gleichen Wandtemperaturen,

70

06

d ~S4/B=s
7 4
0]2 ’___/'\9;=0

R 0

EYANESN & -
" R
" N [ Z0=0
-06) -\?7""0

08150606 0% -0z 0 07 G4 06 05 70
[BE8L7.7] .‘Ty'

Bild 7, Temperaturverlauf im ehenen Spalt nach Gl (11)
Gegeben sind die beiden Wandtemperaturen (), = 0 gesetzt)

Temperatur® und Widrmestromdichte q
gegeben
Im allgemeinen Falle errechnet sich folgendes Tempe-
raturprofil:

7 (y) 1 Y 3y Ly
3 y v i 4
+ I(;'(5_.4__&‘._._ST)_;_._Er._o2 (1——:-') (14).

Aufler den auch fiir Gl. (11) gebrauchten Abkiirzungen
bedeutet hier noch Q, = ¢,8/1B, wenn g, die Warmestrom-
dichte an der Wand y = — s ist. Negatives Q bzw. q ent-
spricht einem Wérmestrom von der Wand in die Flissig-
keit, Die Temperaturprofile zu Gl. (14) sind fiir positives
A in Bild 8 dargestellt, wobei der besseren Ubersicht
wegen % = 0 gesetzt ist. Fiir C = 0 und Q, = 0 ergibt sich
der einseitig beheizte Spalt ohne Reibung (unterste Kurve),
ftir den 9y/B=-~2 wird, Fiir C= 1/3 ist wieder der
Warmedurchgang Null, fir C = 2/3 wird die Temperatur
0,/B = + 2. Alle Kurven fiir endliche C-Werte haben wie
auch auf den friiheren Bildern die charakteristischen bei-
den Wendepunkte., Weiter sind in Bild 8 noch die beiden
Kurven Q, = —1/2 und Q, = — 1 eingezeichnet und zwar
fiir C =0 (ohne Reibung). Wegen der 3 Parameter in Gl
(14), némlich C, & und Q,, lassen sich sehr mannigfaltige

Profile zeichnen, wofiir Bild 8 nur Beispiele angeben soll,

Ein positiver Wert von Q, wiirde hier bedeuten, daB

der Fliissigkeit auf der einen Seite W&rme zugefithrt und

auf der anderen entzogen wird. Das ist durchaus vertrig-
lich mit einem allgemeinen Anstieg der Temperaturen in
x-Richtung, also mit positivem A = d¥/dx.

Es muB nur die Wérmebilanz auf der Kanalldnge L ein-
gehalten werden:

WQCA 28L = — (q1 + QQ) L (15)1
woraus auch
g+ q, _ Bl
T S (15a)

folgt.
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Mit der Mitteltemperatur &, die wieder analog zu Gl
(5) gebildet werden soll, wird fiir den allgemeinen Fali
die aul die Kanalbreite 2 s bezogene NuBelt-Zahl

3 70(1—3C
Nu = ;“‘Ms‘sv‘ s (16).
—129C +— ("i vﬂrl)
20

6=2%
46 -0

-08
Q=15 _
bop O

T4

’

78

(7] %0
Bild 8. Temperaturverlauf im ebenen Spalt nach Gl (14)
Gegeben sind eine Wandtemperatur und eine Wirmestromdichte
(¥}, ist zur hesseren Ubersichtlichkeit = 0 gesetzt)

\

Wird ¢, = 0 gesetzt, also der einseitig heheizte Spalt
mit wérmedichtem AbschluB auf der anderen Seite be-
trachtet, so muB die NuBelt-Zahl nach GI. (16) verdoppelt
werden, wenn als Bezugsflache fiir die Warmeiibergangs-
zahl die wédrmedurchstrémte Fléche beibehalten werden
soll, wie es allgemein iiblich ist. Wird gleichzeitig auch
9, = 0 gesetzt, so entsteht aus Gl. {16) der Ausdruck

_1o(t—3C) 9
Nu= 1% ¢C (17)

Bei verschwindender Reibungswiérme (C = 0) wird dar-
aus der schon bekannte Wert Nu = 140/52 = 2,69, Fiir das
Auftreten von Reibungswirme ohne Konvektion (A =0,
C = oo) wird Nu = 140/43 = 3,26.

Auch die NuBelt-Zahl nach Gl (17) hat als Bezugsldnge
die Spaltbreite 2 s. .

Zahlenbeispiele :
Um den Einfluf der Reibungswirme einfach Gbersehen zu kon-
nen, ist die Darstellung nach Bild 4 am meisten geeignet. Als

—2
mafgebender Parameter erscheint der Ausdruck BC = pw/},
der die Dimension einer Temperatur hat und im Kreisrohr die
Ubertemperatur in der -Achse bedeutet. Um libereinstimmende
Einheiten zu erhalten, rechnet man die Dimension der Wirmeleit-
zaht | zweckmiBig nach folgender Gleichung um:

1 kcal/m h grd = 0,1186 kp/s grd.
Dann kann 7 in kp s/m2 und W in m/s eingesetzt werden, Beim
einseitig beheizten Spalt mit konstanter Wandtemperatur
(A=0undd =0und Q, == 0 wird die Temperatur der dso-

lierten Wand §, = 6 5w /A nach Gl (14).

Wir betrachten die Strémung von Glykol von etwa 20°C
in einem Rohr vom Radius 2,5 mm, wobet ein Druckabfall von
elwa 1 at/m zugelassen sei. Dem entspriche eine Geschwindig-
keit von 3,7 m/s. Mit 4 = 0,215 keal/m h grd = 0,0255 kp/s grd
und 77 = 2130 107 kp s/m? wgrgi‘b\t sich

/MR

A

Beim Spalt wiirde also die isolierte wWand etwa 7° Ubertempera-~

tur annehmen. Uberzeugender tritt der Einfluf der Rgribl.}‘ng:s-
wirme bei sehr zéhen Olen in Erscheinung, % B. bei einem
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Flugmotorensl mit % = 80000-107% kps/m2. Die
Waérmeleitzahl betrage 1 = 0,125 kcal/m h grd = 0,0148 kp/s grd.
Dann wird die Ubertemperatur in der Rohrachse
'
A
und die der Spaltbegrenzung 32,4°, wenn eine Geschwindigkeit
von 1 m/s zugrunde gelegl wird, Die genannten Temperaturen
gelten Gbrigens unabhingig vom Rohrradius bzw. der Spaltbreite,
Es ergibt sich also, daB die Reibungswirme auch in techni-
schen Fillen von Bedeutung scin kann,

= 54°

Zusammenfassung

Am Beispiel des Kreisrohres und des ebenen Spaltes
wird bewiesen, daB auch bei gleichzeitigem Auftreten von
Konvektion, Wirmeleitung und Reibungswérme in lami-
narer Kanalstrémung einfache Losungen der Differential-
gleichungen bestehen, wenn die Temperaluren geradlinig
mit der Kanalldnge ansteigen. Alle mitgeteilten Ergebnisse
(auBer Bild 5) stellen exakte und geschlossene Lésungen
der Differentialgleichungen dar. In &hnlicher Weise liefle
sich auch der Ringspalt behandeln. Das angegebene Ver-
fahren wére auch noch fiir andere Félle brauchbar, bei-
spielsweise fir rdumlich verteilte Wéirmequellen, die
nach anderen Funktionen angeordnet sind, als es bei der
Reibungswirme der Fall ist. Auch braucht die Geschwin-
digkeitsverteilung nicht dem Hagen-Poiseuilleschen Ge-
setz zu gehorchen. Das erdffnet den Zugang zur Berech-
nung des Wiérmeiibergangs an nicht-Newfonsche Fliissig-
keiten.

Die Bedingung d?/dx = const bedeutet im allgemeinen
keine Einschrinkung, da in Wirmeaustauschern die Wand-
temperaturen hufiger geradlinig oder angendhert gerad-
linig ansteigen, als daBl sie konstant sind.

Eingeg. 2. Mai 1955 (B 647]

Verzeichnis der benutzten Abkiirzungen

a = Mcg [mh] Temperaturleitzahl
A = d¥/dx [grd/m] Temperaturgradient in Achsenrichtung

wAR
B = p [grd} s. Gl (4) bzw. G, (11)

bzw

w A s? .

B = a [grd] s. GL (4) bzw. Gl (11)
—2

BC = "Wl lgrd] s Gl (4) baw. GL (1)
c [kcal/kg grd] spez, Wirme
¢ = —;'—%% s. GL (4) baw. GL (11)
D [m] Rohrdurchmesser
L [m] Kanalldnge
g {kcal/m? h) Wiarmestromdichte
Q =gqs/lB vgl. Gl (14)
r [m] ' Koordinate in rad. Richtung beim Rohr
R [m] Rohrradius
] [m] halbe Spaltbreite
w [m/s] bzw. {m/h] Geschwindigkeit in Achsenrichtung
X [m] Koordinate in Achsenrichlung
y [m] Koordinate morm, zur Achse beim Spalt
N (kp s/m?] dynamische Zahigkeit
9 {grd] Temperatur bzw. Temperaturdifferenz
) [kcal/m h grd]

bzw. [kp/s grd] Wérmeleitzahl
0 [kg/m?] Dichte
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