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1 Einleitung

In den vergangenen Jahrzehnten erfolgten verschiedene innovative Weiter-
entwicklungen im Bereich der Energie- und Antriebstechnik, nicht zuletzt
auch vor dem Hintergrund deutlich verschirfter politischer, wirtschaftlicher
und 6kologischer Forderungen. Die bestmogliche Erfiillung der unterschied-
lichen und teils kontroversen Anforderungen an moderne Verbrennungssys-
teme stellt jedoch bis heute eine Herausforderung dar. Dies bezieht sich ins-
besondere auf die Reduzierung von Emissionen bei gleichzeitiger Erh6hung
der Zuverldssigkeit und der Effizienz neuer, aber auch bestehender Anlagen,
in Verbindung mit der Forderung nach einer generellen Minderung von Ent-
wicklungsrisiken.

1.1 Verbrennungsinstabilititen und Thermoakustik

Eine spezielle Rolle kommt dabei den Gasturbinen zu. Als Triebwerke von
Flugzeugen finden sie breite Anwendung in der Verkehrstechnologie. Im bo-
dengebundenen Betrieb dienen sie, als stationdre Gasturbinen, in der Regel
dem Abfangen von Lastspitzen der Stromversorgung. In Kombination mit ei-
nem Dampfturbinenprozess (GuD-Anlage) konnen sie jedoch auch zur Siche-
rung der Grund- und Mittellast beitragen. Dies resultiert in hohen Wirkungs-
graden bei gleichzeitig deutlich geringerem Emissionsausstoly im Vergleich
zur Verstromung mit Kohle, Miill oder Erdol mittels Dampferzeugern.

Als nachteilig galt lange Zeit jedoch der hohe StickoxidausstoR von Gasturbi-
nen. NO, entsteht dabei im Wesentlichen durch die hohen Verbrennungstem-
peraturen und die langen Verweilzeiten der Verbrennungsprodukte im Brenn-
raum, wie sie im Rahmen der Diffusionsverbrennung in dlteren Brennkam-
mern iblich waren [1]. Um dies zu umgehen, wurden Magerverbrennungs-
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technologien entwickelt. Diese ermdoglichen eine Reduzierung der Verbren-
nungstemperaturen und folglich der Stickoxidemission durch einen hohen
Luftiiberschuss wihrend der Verbrennung [1, 2]. Um die Leistung der Anla-
gen bei verkleinertem Bauraum zu steigern, wurden gleichzeitig Brenner mit
stark drall- bzw. turbulenzbehafteten Flammen (weiter-) entwickelt. Der Ein-
satz von Magerverbrennungssystemen fiihrte zu einem Durchbruch beziig-
lich der Umweltvertrdglichkeit solcher Systeme [2]. Gleichzeitig erwiesen sie
sich aber als anfillig hinsichtlich der Ausbildung thermoakustischer Schwin-
gungen bzw. Verbrennungsinstabilitdten [2].

Unter thermoakustischen Prozessen versteht man allgemein Wechselwirkun-
gen zwischen der Warmefreisetzung und der Akustik eines Systems, wobei
auch stromungsmechanische Vorgange, wie Turbulenz und Wirbelablosung,
eine entscheidende Rolle spielen konnen. Durch diese Interaktionen kénnen
solch hohe Schwankungen der akustischen Feldgrofen erzeugt werden, dass
der Betrieb einer technischen Anlage stark beeintriachtigt bis unméglich ge-
macht wird. Auswirkungen thermoakustischer Instabilititen sind zum Bei-
spiel mechanische Schwingungen bis starke Vibrationen, eine erhohte ther-
mische Beanspruchung der Brennkammerkomponenten, erhohte Emissions-
werte oder auch ein Verloschen der Flamme bzw. Flammenriickschlag. Dies
kann wiederum zu einer verringerten Leistungsfidhigkeit oder auch Lebens-
dauer der Anlage fithren, zum Beispiel durch vorzeitiges Ermiiden bzw. Versa-
gen von Bauteilen [3,4].

Die einzelnen physikalischen Wirkmechanismen thermoakustischer Prozesse
und ihr Zusammenspiel sind in der Regel sehr komplex, insbesondere im Rah-
men hochverdrallter Stromungen mit Warmefreisetzung, wie sie in der tech-
nischen Praxis zumeist vorkommen [3]. Die Griinde fiir das Auftreten von Ver-
brennungsschwingungen sind zwar im Grundsatz verstanden, jedoch gelingt
es bis heute kaum, die einzelnen Mechanismen quantitativ zu erfassen und
somit exakte oder auch nur ndherungsweise genaue Werte fiir Stabilitdtsgren-
zen zu finden [3].

Wesentliche Effekte, die zur Ausbildung von thermoakustischen Instabilitdten
beitragen konnen, sind [2]:



1.1 Verbrennungsinstabilitdten und Thermoakustik

e Der turbulente Verbrennungsldrm, als eine unmittelbare Eigenschaft
der turbulenten Verbrennung. Er entsteht dadurch, dass das turbulen-
te, reagierende Stromungsfeld selbst ein breitbandiges Lirmspektrum
aufgrund lokaler Fluktuationen der Warmefreisetzung erzeugt. Dieses
Larmspektrum wird direkt vom Turbulenzspektrum in der Warmefrei-
setzungszone beeinflusst. Je nach Flammenart kann dabei die eigentli-
che Lirmquelle aus der lokalen zeitlichen Anderung der Flammenober-
fliche resultieren oder auch aus lokalen zeitlichen Schwankungen der
Brennstoff-Luft-Mischung (Luftzahl).

* Daneben konnen kohérente Strukturen thermoakustische Instabilitdten
bedingen. Dabei handelt es sich im Wesentlichen um abgel6ste Wirbel
in turbulenten Scherschichten oder Wirbelstromungen. Diese kénnen
zu einer Modulation des konvektiven Transports des Brennstoff-Luft-
Gemischs in die Flamme fiihren und somit Warmefreisetzungsschwan-
kungen generieren.

e Thnen gegeniiber stehen Mechanismen, die durch Riickkopplungseffek-
te bestimmt werden und somit selbstverstarkend wirken kénnen. Trei-
bende Krifte konnen auch hier kohidrente Strukturen sein, die nun je-
doch durch eine pulsierende reaktierende Strémung erzeugt wurden,
oder auch die klassischen Mechanismen selbsterregter Verbrennungs-
schwingungen. Riickkopplungsmechanismen zeichnen sich im Gegen-
satz zum breitbandigen Verbrennungsldarm durch eine tonale Systemant-
wort aus [2, 3]. Das System schwingt dann in der Regel in der Nihe ei-
ner oder mehrerer seiner natiirlichen akustischen Moden, der Eigenmo-
den [3].

Oben genannte Riickkopplungmechanismen sind dadurch gekennzeichnet,
dass Schwankungen in der Strémung und/oder den thermodynamischen Zu-
standsgro8en zu Warmefreisetzungsschwankungen fiihren [4]. Die Warme-
freisetzungsschwankungen erzeugen akustische Storungen, welche wieder-
um die Stromung und die thermodynamischen Zustandsgréfen beeinflussen
konnen [4]. Dadurch wird der Riickkopplungsmechanismus geschlossen (vgl.
Abbildung 1.1).
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Warmefrei-
setzungs-
schwankungen

Stérungen der
Stréomung und der
Brennstoff / Luft -
Mischung

Akustische
Fluktuationen

Abbildung 1.1: Riickkopplungsmechanismus zur Ausbildung von Verbren-
nungsinstabilitdten [4]

Ist das System, wie in realen technischen Anlagen, nicht perfekt vorgemischt,
so konnen Schwankungen der Luftzahl einen entscheidenden Beitrag zur
Ausbildung und Anfachung thermoakustischer Instabilitdten leisten [1, 2].
Luftzahlschwankungen kénnen durch verschiedene Mechanismen generiert
werden, wie zum Beispiel einem fluktuierenden Brennstoff- oder Luftmas-
senstrom oder auch instationdren Mischungs-, Verdampfungs- und Zerstédu-
bungsvorgédngen [4]. Auch kohdrente Strukturen kénnen aufgrund ihrer Be-
einflussung des konvektiven Transports des Brennstoffgemisches zu Luftzahl-
schwankungen fiihren [2]'. In Abbildung 1.2 sind zusammenfassend verschie-
dene Effekte dargestellt, die zur Ausbildung thermoakustischer Schwingun-
gen in realen technischen Verbrennungssystemen beitragen kénnen.

Eine erste qualitative Formulierung der physikalischen Zusammenhinge zur
Ausbildung thermoakustischer Instabilitdten stammt aus dem 19. Jahrhun-
dert von Lord Rayleigh?. Das sogenannte Rayleighkriterium (bzw. das Ray-
leighintegral) stellt einen lokalen Zusammenhang zwischen der Druckfluk-
tuation p’ und der Warmefreisetzungsschwankung 4’ her.

ISchwankungen in den Zufuhrleitungen des Brennstoffes sind generell als wenig entscheidend einzustufen,
da solche Leitungen in der Regel akustisch steif ausgefiihrt sind, im Gegensatz zu den Versorgungssystemen der
Luftzufuhr [1].

2Die Erlauterungen hierzu folgen den Ausfithrungen von Zinn und Lieuwen [4].
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Luftzahl-
schwankungen

Schwankungen des

Brennstoffmassenstroms
¢ Schwankungen der

/ Flammenoberflache
und der Reaktionsrate

/N
— (/4—»\
|
Schwankungen des | <> e
Luftmassenstroms | | »
— W\ d
/

Instationare Mischung,
Verdampfung,
Zerstaubung

Wechselwirkungen
zwischen Turbulenz
und Flamme

Abbildung 1.2: Stromungs- und Flammenprozesse, die Verbrennungsinstabi-
litdten in Gasturbinen bedingen konnen [4]

fp’(t)c’]’(t)dt>0. (1.1)
t

Es gibt an, ob eine akustische Storung im betrachteten Zeitintervall aufgrund
thermoakustischer Riickkopplung lokal angefacht oder gedampft wird. Ent-
scheidend ist dabei bei harmonischen Schwingungen insbesondere die Pha-
senlage zwischen den beiden Schwankungsgroen p’ und 4. Sie bestimmt
das Vorzeichen des Integrals. Wenn der Betrag der Phasendifferenz gréer 90°
ist, ist es negativ. Es bildet sich keine akustische Instabilitdt aufgrund ther-
moakustischer Riickkopplung aus. Wenn der Betrag der Phasendifferenz je-
doch kleiner 90° ist, ist das Vorzeichen positiv. In diesem Fall wird Energie
vom Wirmefreisetzungsprozess auf die akustischen Schwankungen iibertra-
gen. Dies kann zur Ausbildung thermoakustischer Instabilitidten fithren®. Vor-

3Allgemein gilt fiir nichtharmonische Schwingungen, dass sich eine thermoakustische Instabilitét prinzipiell
ausbilden kann, wenn das Integral aus Gleichung 1.1 bei einer Integration iiber eine vollstandige Schwingungs-
periode positivist. Es bildet sich hingegen keine thermoakustische Instabilitdt aufgrund solcher Riickkopplungs-
effekte aus, wenn das entsprechende Integral negativ ist [5].
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aussetzung dafiir ist, dass die den Schwankungsgroflen zugefiihrte Energie
die gleichzeitig im System existierende Ddmpfung betragsméllig tibersteigt.
Eine solche Ddmpfung kann zum Beispiel aus Abstrahlung und Konvektion
akustischer Energie an den Rdandern, aus viskoser Dissipation oder auch aus
Wirmelibertragung resultieren. Das (oben genannte, klassische) Rayleighkri-
terium ist folglich eine notwendige, aber nicht hinreichende Voraussetzung
fiir die Ausbildung thermoakustischer Instabilitdten. Im Fall einer akustischen
Instabilitdt steigen die Amplituden der Schwingungsmode so lange an, bis
nichtlineare Effekte zu einer Sdttigung und damit zur Ausbildung eines Grenz-
zyklus fithren. Anfachende und dampfende Effekte halten sich dann die Waa-
ge. Eine entsprechend erweiterte Formulierung des Rayleighkriteriums, auf-
bauend auf einer Formulierung von Zinn und Lieuwen [4], lautet zum Bei-
spiel:

ffp'(x, g (x, t)dthzf Y Lix, t)dth+ffZLR,j(x, HdtdA.
VJE VJT AJT
(1.2)

V entspricht dem Brennkammervolumen, € der Periode einer Schwingung,
L;(x, t) dem i-ten Verlustprozess akustischer Energie im Inneren des betrach-
teten Gebiets und Ly, ;(x, £) dem j-ten Verlustprozess akustischer Energie {iber
die zugehorige Randfliche A des Gebiets. Im Gegensatz zu Gleichung 1.1 ist
diese Formulierung auf das gesamte System bezogen. Das Gleichheitszeichen
symbolisiert den Grenzzyklus.

Erste Beobachtungen von Verbrennungsinstabilitdten (sog. singende Flam-
men) stammen aus dem Jahr 1777 (vgl. hierzu u. a. [3, 4]). Lange Zeit galten
thermoakustische Schwingungen jedoch als ein tiberwiegend akademisches
Problem bzw. im Wesentlichen limitiert auf Nischen wie militdrische Anwen-
dungen oder die Raumfahrt. Bekanntestes Beispiel hierzu ist das F1-Triebwerk
der Saturn-Rakete, welches entscheidender Bestandteil der ersten bemann-
ten Mondmission war [4]. Aber auch diverse weitere Fest- und Fliissigbrenn-
stoffraketen, wie z. B. die Booster des Space Shuttles oder auch der Antrieb der
ARIANE-Trégerrakete wiesen teils thermoakustische Instabilitdten auf [4, 6].
Ahnliche Probleme sind auch aus dem Bereich der Nachbrenner bekannt [4].
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Erhaltungsgleichungen
Masse + Impuls + Energie
URANS Linearisierte Gleichungen
LES DNS + Flammenverhalten

Moden- . Modenformen
formen ACLIEIEE Harmonisch
Netzwerk-
modelle
‘ Berechnung im Zeitraum H Berechnung im Frequenzraum ‘

Modellierungsbedarf

Berechnungsaufwand

Abbildung 1.3: Ubersicht iiber verschiedene Verfahren zur Berechnung von
Verbrennungsschwingungen nach [6] bzw. [3]

Insbesondere durch die Einfiihrung von industriellen Verbrennungstechnolo-
gien hoher Leistungsdichte in Kombination mit Magerverbrennungskonzep-
ten treten Verbrennungsschwingungen heute auch vermehrt im Bereich der
Stromerzeugung (stationdre Gasturbinen), der Dampferzeuger, der Heizsys-
teme und der industriellen Feuerungen auf [4].

1.2 Modellierungsansiitze

Zur Analyse thermoakustischer Instabilitdten und zur Erstellung von Vorbeu-
gemalinahmen wurden in den letzten Jahrzehnten diverse Modellierungsan-
sidtze entwickelt [6]. Ein Uberblick iiber verschiedene Berechnungsverfahren
hierzu wird unter anderem von Pankiewitz [3] gegeben. Pieringer [6] greift die-
sen auf und diskutiert die verschiedenen Ansédtze hinsichtlich ihrer Anwend-
barkeit auf die Berechnung von Verbrennungsinstabilitdten in Raketenschub-

7
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kammern. In beiden Féllen reicht das Portfolio von der Verwendung von Netz-
werkmodellen bis zu komplexen CFD-Ansédtzen (Abbildung 1.3) mit den je-
weiligen Vor- und Nachteilen bzw. Grenzen.

In Anlehnung an Pankiewitz [3] und Pieringer [6] wird im Folgenden eine kur-
ze Zusammenfassung der bestehenden Modellierungsansitze gegeben. Fiir
eine detailliertere Darstellung sei auf diese beiden Arbeiten verwiesen.

Die Berechnungsverfahren zur Bestimmung thermoakustischer Prozesse ba-
sieren stets auf den Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie
(vgl. Abbildung 1.3). Je nach Art des verwendeten Simulationsverfahrens er-
folgen die Untersuchungen im Frequenz- oder auch im Zeitbereich. Der nu-
merische Aufwand der einzelnen Methoden variiert dabei betrdchtlich in Ab-
héngigkeit vom Modellierungsbedarf.

Die Verfahren mit den geringsten Anforderungen hinsichtlich des Rechenauf-
wandes, bei gleichzeitig hohem Modellierungsbedarf, stellen Netzwerkmo-
delle dar. Dabei wird ein komplexes System in ein Netzwerk einzelner akus-
tischer Elemente unterteilt [7] (vgl. Abschnitt 2.5). Das Transferverhalten der
einzelnen Elemente kann generell analytisch (z. B. [7-10]), numerisch (z. B.
(3,9, 11, 12]) oder auch experimentell (z. B. [8, 9, 13, 14]) bestimmt werden.
Voraussetzung dafiir ist im klassischen Fall neben einer harmonischen, ei-
ne ebene Wellenausbreitung an den Schnittstellen zwischen den Elementen.
Die urspriingliche Limitierung auf ein ausschlief8lich eindimensionales akus-
tisches Feld wurde inzwischen erweitert auf eine eventuell bendotigte qua-
si 2D- bzw. quasi 3D-Betrachtung [15, 16]. Auch die Analyse komplexer Mo-
denformen in komplexen Geometrien ist mittlerweile moglich, unter ande-
rem durch Ansdtze im Zustandsraum [17, 18]. Zur Bestimmung der Stabilitat
der betrachteten Systeme werden regelungstechnische Ansitze verwendet (z.
B. [9, 10, 12, 18, 19]). Entscheidend fiir die Qualitidt des Verfahrens ist insbe-
sondere die korrekte Wiedergabe des Ubertragungsverhaltens der Flamme [3],
die sogenannte Flammentransfermatrix (z. B. [18,20]), welche haufig tiber den
Umweg der Flammentransferfunktion bestimmt wird (z. B. [8, 11, 13,21-24]).
Netzwerkmodelle werden seit den 60er Jahren zur Bestimmung der Stabilitat
thermoakustischer Systeme verwendet [10]. Seit dem Ende der 90er Jahre fin-
den sie in diversen Formen und Erweiterungen verstéarkt Einsatz zur Vorher-
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sage der Stabilitdt von Nachbrennern, Gasturbinenbrennkammern bzw. ent-
sprechenden Priifstandskonfigurationen [10] (z. B. [9, 13,17, 18,22, 25, 26]).

Das andere Extremum hinsichtlich der Berechnung thermoakustischer Insta-
bilitdten sind instationdre CFD-Rechnungen reaktiver Stromungen in kom-
plexen, dreidimensionalen Geometrien. Der Modellierungsbedarf ist da-
bei deutlich geringer, da insbesondere die physikalischen Zusammenhinge,
Wechselwirkungen und Nichtlinearitdten zwischen den akustischen Groflen
und der schwankenden Warmefreisetzung direkt durch das Losen der Erhal-
tungsgleichungen bestimmt werden kénnen. Jedoch sind auch hier in der Re-
gel noch Modelle beziiglich der Verbrennung und der Turbulenz erforderlich,
da eine detaillierte Auflésung dieser Zusammenhénge fiir komplexe Verbren-
nungsvorgange bis heute noch nicht realisierbar ist. Bei Verwendung eines
DNS-Ansatzes ist der Bedarf an numerischer Rechenzeit und -leistung ge-
nerell enorm. Der Aufwand reduziert sich fiir die Durchfiihrung einer LES-
bzw. einer URANS-Simulation, ist aber nach wie vor als vergleichsweise sehr
hoch einzustufen. Untersuchungen anhand vereinfachter Konfigurationen,
unter Verwendung von LES [27] und insbesondere URANS [28], konnten je-
doch bereits erfolgreich realisiert werden, auch mittels einer kommerziellen
Software [29]. Die entsprechende Betrachtung von Hantschk und Vortmey-
er [29] z. B. musste jedoch noch auf ein zweidimensionales, achsensymme-
trisches Rechengebiet beschrdnkt werden (URANS). In jlingster Vergangen-
heit ver6ffentlichten Staffelbach et al. [24] nun jedoch dreidimensionale LES-
Berechnungen der thermoakustischen Stabilitédt einer komplexen Helikopter-
Ringbrennkammer mit 15 Brennern. Die Rechnungen fanden unter Verwen-
dung einer enormen Anzahl von CPUs statt. Dies unterstreicht zwar die gene-
relle Realisierbarkeit des Vorgehens, zeigt jedoch gleichzeitig auch die Gren-
zen der Einsetzbarkeit dieser Methode fiir derzeitige Entwicklungsprozesse in
Unternehmen auf.

Neben diesen ausschlie8lich auf CFD-Methoden basierenden Stabilitédtsbe-
trachtungen von gesamten Verbrennungssystemen, finden entsprechend re-
duzierte Ansdtze auch breite Anwendung zur Bestimmung des komplexen
Ubertragungsverhaltens einzelner akustischer Elemente, wie zum Beispiel
Flammen, Liner oder Flichenspriinge. Das so bestimmte Ubertragungsver-
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halten kann dann im Rahmen von Netzwerkmodellen verwendet werden. Die
Berechnung der Stabilitédt eines gesamten Verbrennungssystems mittels CFD
wird jedoch, wie oben beschrieben, auch in ndherer Zukunft noch enorm auf-
windig bleiben. Daher scheinen solche Ansétze bis heute fiir praktische An-
wendungsfille hinsichtlich komplexer Vorginge in realen Turbinenkonfigura-
tionen, insbesondere in Ringbrennkammern, kaum praktikabel bzw. im Rah-
men von flexiblen Designsystemen auch nicht zielfiihrend.

Zwischen den beiden oben beschriebenen Extrema existieren diverse weite-
re Ansdtze zur Bestimmung der thermoakustischen Stabilitdt von Verbren-
nungssystemen (Abbildung 1.3). Allen diesen Ansdtzen gemeinsam ist, dass
sie auf den linearisierten Erhaltungsgleichungen beruhen und dass das Uber-
tragungsverhalten der Flamme explizit modelliert werden muss [3,6]. In vielen
Féllen ist die Vorgabe der Modenform und/oder der Ausbreitung der Wellen
von Noten.

1.3 Berechnungsverfahren nach Pankiewitz

Ein damals neuartiges Berechnungsverfahren zur Bestimmung der ther-
moakustischen Instabilitdt von Verbrennungssystemen wurde von Pankie-
witz entwickelt [3, 16, 30]. Ziel dabei war, langfristig ein hybrides, numeri-
sches Auslegungswerkzeug zu erstellen, mit dem die Ausbildung thermoakus-
tischer Instabilitdten in komplexen Mehrbrennersystemen unter moglichst
geringem numerischen Aufwand realitdtsnah erfasst werden kann. Nach ent-
sprechenden Weiterentwicklungen sollte das Berechnungsverfahren den Ent-
wicklungsprozess von Brennkammern zeitnah unterstiitzen und damit das
Entwicklungsrisiko moderner Verbrennungssysteme deutlich vermindern.

Der dreidimensionale Ansatz von Pankiewitz basiert auf einer erweiterten
Form der Wellengleichung. Er grenzt sich damit einerseits von den reinen
CFD-Modellen ab, welche in der Regel dullerst aufwéndig hinsichtlich des nu-
merischen und damit auch des zeitlichen Bedarfs sind (vgl. Abschnitt 1.2). An-
dererseits unterscheidet er sich aber auch von den Netzwerkmodellen, die iib-
licherweise auf ein- oder auch zweidimensionale Ansitze im Frequenzbereich
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Flammen-
modell
. Warmefreisetzungs-
Wellengleichung rate (Quellterm)
Anfangliche Losung im
Stérung Zeitbereich

Entwicklung Stabilitat
der [— Modenform
Storungen Grenzzyklus

Abbildung 1.4: Schematischer Aufbau des Berechnungsverfahrens nach Pan-
kiewitz [3]

beschriankt sind. Die generelle Funktionalitit seines Ansatzes belegt Pankie-
witz anhand einer Modellringbrennkammer, die zu experimentellen Zwecken
am Lehrstuhl fiir Thermodynamik der Technischen Universitdit Miinchen ge-
nutzt wird. Validierungen gegen modale Ansitze belegten deutlich das Poten-
tial des neuartigen Verfahrens [16]. Die vorliegende Arbeit kann als direkte
Weiterentwicklung des Modellpakets von Pankiewitz verstanden werden. Da-
her erfolgt hier zunéchst eine kurze Zusammenfassung der Vorgehensweise
und Ergebnisse von Pankiewitz [3, 16, 30].

Der prinzipielle Aufbau des transienten Berechnungsmodells ist in Abbildung
1.4 dargestellt. Die Akustik der Brennkammer wird durch die Wellengleichung
der folgenden Form bestimmt [30]:

_ op'\ . _ , ~ 1_ )\ x-1D¢g
+2u-V E +u-(@-V)(Vp)|-pV- EVp =

c2 Dt

2./
! (6 d (1.3)

c2\ o
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Da in Gasturbinenbrennkammern die Machzahlen in der Regel sehr gering
sind, verwendet Pankiewitz jedoch, gemdl} der in der Literatur iiblichen Vor-
gehenweise, anstelle von Gleichung 1.3 zumeist die vereinfachte Variante fiir
u = 0. Der Einfluss von Verbrennung wird mittels einer externen Warmezufuhr
modelliert (rechte Seite in Gleichung 1.3). Der entsprechende Quellterm kann
prinzipiell auf analytischen, numerischen oder auch experimentellen Ergeb-
nissen beruhen. Pankiewitz verwendet ein generisches Modell - das soge-
nannte n —7-Modell - in Anlehnung an Bloxsidge et al. [31] bzw. Dowling [32]:

1 dq; _
w_oﬁ_qu_ nf(uB,j(l’—‘[)), J= 1,..., m. (1.4)

Diesem legt er folgende Annahmen zugrunde:

e Die Wiarmefreisetzungszone ist ein fester, vordefinierter Bereich kon-
stanten Volumens hinter dem Austritt eines jeden Brenners. Es findet kei-
ne Flammenbewegung statt.

* Die momentane volumetrische Warmefreisetzungsrate ist ausschliel$-
lich von der Brenneraustrittsgeschindigkeit uz des zugehorigen Brenners
(und keines anderen Brenners) abhingig. Es ist eine einzelne, feste Ver-
zugszeit (Totzeit) T wirksam.

e Die Intensitdt der Antwort der Flamme auf Geschwindigkeitsfluktuatio-
nen nimmt mit wachsender Frequenz zunehmend ab.

 Die Stiarke der Warmefreisetzungsschwankungen ist limitiert, respektive
bedingen Sittigungseffekte eine Nichtlinearitit.

Gleichung 1.4 beschreibt das nichtlineare Verhalten der Warmefreisetzung
an einem Brenner j. c'];. ist die Schwankung der volumetrischen Warmefrei-
setzungsrate. Der Verstarkungsfaktor bzw. Interaktionsindex n folgt der Glei-
chung n = §/iiz. Die Funktion f bestimmt die nichtlineare Abhingigkeit der
fluktuierenden Warmefreisetzungsrate von der Schnelle und somit die Satti-
gung gemal:

12
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ujg,j(t—r) ,falls |u%,j(t—T)|S/,tL_tB

sign(ug,j(t—r))uaB ,falls Iug’j(t—r)l > Uilp (1.5)

flug ;(t-1) ={

Im Gegensatz zum Ansatz von Dowling [32] ist in Gleichung 1.5 zusétzlich der
Parameter p enthalten. Er erlaubt, den Einfluss der Sattigung bereits dann zu
realisieren, wenn die akustischen Schwankungen noch kleiner als die mitt-
lere Geschwindigkeit sind. Der Wert von p wurde von Pankiewitz willkiirlich
auf u = 0.75 festgesetzt*. Das dynamische Verhalten der Flamme(n) wird mit-
tels der Zeitableitung in Gleichung 1.4 abgebildet. Bei langsamen Vorgéin-
gen bt dieser Term kaum einen Einfluss aus. Das Modell verhilt sich dann
nahezu analog zum analytischen Zeitverzugsmodell von Crocco und Cheng
(1956) [33]. Bei schnelleren Anderungen hingegen nimmt dadurch die Am-
plitude der fluktuierenden Warmefreisetzungsschwankung mit der Frequenz
stetig ab. Im Abhéngigkeit von der Eckfrequenz wy, macht sich dieses Tiefpass-
verhalten bereits bei niedrigeren oder erst bei hoheren Frequenzen deutlich
bemerkbar. uj, reprasentiert die Geschwindigkeitsfluktuation im Brenner so-
wie T eine konvektive Verzugszeit. Von 7 hangt gemaR des Rayleighkriteriums,
tiber die Bestimmung des Phasenverzugs, wesentlich die thermoakustische
Stabilitdt des Systems ab. Trotz der Einfachheit des Modells erwies es sich fiir
Pankiewitz [30] als ausreichend zur generellen Verifizierung seines Ansatzes
und zur Untersuchung der Grundmechanismen von Verbrennungsinstabili-
taten.

Die einzelnen Flammen im Ringbrennkammermodell von Pankiewitz wer-
den als kompakt betrachtet und als ortlich feste, konische Geometrien mo-
delliert. Eine schematische Skizze des Aufbaus der von Pankiewitz untersuch-
ten Ringbrennkammer sowie eine dreidimensionale Ansicht der implemen-
tierten Geometrie sind im verwendeten FEM-Code, FEMLAB, ist in Abbildung
1.5 gegeben. Aufgrund der groen Wellenldngen der untersuchten Frequen-
zen kann dabei generell, im Gegensatz zu den in Abschnitt 1.2 beschriebenen
CFD-Ansitzen, auf eine exakte Darstellung von geometrischen Details weit-
gehend verzichtet werden.

4Pankiewitz bemerkt hierzu, dass im Bezug auf die Literatur ein geringerer Wert von ca. i = 0.3 oder u = 0.4
wahrscheinlich realistischer gewesen wére [3].
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Abbildung 1.5: Geometrie der von Pankiewitz betrachteten Modellringbrenn-
kammer aus [3]. 1: Eintrittsebene, 2: Vorkammer, 3: Bereich
der Brenner (Drallerzeuger), 4: Brennkammer, 5: Austrittsebe-
ne der Brennkammer
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Abbildung 1.6: Entwicklung einer selbsterregten Instabilitdt in einem System
mit Sdttigung, aber ohne Verluste (entdimensioniert) [3]

Als Randbedingungen wurden von Pankiewitz tiberwiegend akustisch har-
te Wande angenommen. An den stirnseitigen Ein- bzw. Ausldssen wurden
jedoch auf der gesamten Fliche homogene Verlustrandbedingungen imple-
mentiert, gemal:

/

op
Kii,+1/p 0t

n-Vp'=- (1.6)
n ist dabei der Normalenvektor und i,, der entsprechende Anteil der mittle-
ren Geschwindigkeit. K entspricht einer Proportionalitdtskonstanten, welche
sich aus dem mittleren Druckverlust iiber dem Ein- bzw. Auslass bestimmen
lasst [30]. Fiir M = 0 entspricht K = 0 einem geschlossenen und K — oo einem
offenen Ende. Die Modellierungen und Berechnungen von Pankiewitz erfolg-
ten in entdimensionierter Form (Index E). Die mittleren Gro8en wurden als
abschnittsweise konstant iiber den einzelnen Bereichen des Verbrennungs-
systems angenommen (vgl. Abbildung 1.5).
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Die ortliche Diskretisierung erfolgte mit Hilfe eines unstrukturierten Gitters.
Fiir die zeitliche Diskretisierung wurde ein impliziter L6ser mit automatischer
Schrittweitenkontrolle verwendet, welcher auf einer Backward Differential
Formula (BDF) zweiter Ordnung beruht. Die Anfangsbedingung entsprach
einer zufédlligen Verteilung der Druckschwankungen, aus der sich im Laufe
der Zeit eine Instabilitidt entwickeln konnte. Die Berechnung der Flammen-
antwort erfolgte extern in MATLARB fiir jeden Zeitschritt. In Abbildung 1.6 ist
beispielhaft die Entwicklung der Schallschnelle und der Warmefreisetzungs-
schwankung iiber der Zeit fiir eine ausgepragte Instabilitidt gezeigt (K = 0).
Deutlich ist der Einfluss der Sittigung auf die Warmefreisetzungsschwankung
zu erkennen. Da in diesem Fall mit K = 0 keinerlei Verluste im System enthal-
ten sind, steigt die Schnelle trotz Sdttigung tiber alle Grenzen an.

Im Rahmen einer parametrischen Studie zum Einfluss der Verzugszeit T konn-
te Pankiewitz mit Hilfe dieses Berechnungsverfahrens, neben der Bestim-
mung der Modenform, qualitative Aussagen beziiglich der Stabilitidt des Sys-
tems, der Wachstumsraten und der maximalen Amplituden in der Sattigung
ableiten.

1.4 Zielsetzung der Arbeit

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, das Modellpaket von Pankiewitz weiter zu
entwickeln, um damit kiinftig den Entwicklungsprozess von Brennkammern
zeitnah, bei vergleichsweise geringem Aufwand, durch quantitative Aussagen
beziiglich der thermoakustischen Stabilitdt unterstiitzen zu konnen. Damit
soll schliellich das Entwicklungsrisiko moderner Verbrennungssysteme deut-
lich gemindert werden. Dazu ist es essentiell, den Energiehaushalt der akus-
tischen Schwingungen realistisch zu erfassen. Wesentlich sind dabei die Wir-
mefreisetzung und die akustischen Verluste (sowohl im System als auch an
den Riandern). In dieser Arbeit liegt der Fokus auf den letztgenannten Mecha-
nismen. In Abhéngigkeit vom jeweils betrachteten Validierungsfall erfolgt die
Modellierung im Zeit- oder auch im Frequenzbereich.
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In Kapitel 2 und 3 wird zunéchst ein Einblick in die Grundlagen der Akus-
tik und der FEM-Methode gegeben, inklusive einer Bestimmung der nume-
rischen Verluste im vorliegenden Anwendungsfall. Im Rahmen von Kapitel
4 findet eine ausfiihrliche Analyse der Wellen- bzw. der Helmholtzgleichung
statt. Verglichen wird der Einfluss verschiedener Terme unterschiedlicher Va-
rianten der beiden Gleichungen. Der Fokus liegt dabei auf der Modellie-
rung von Dichtegradienten sowie dem Einfluss der mittleren Geschwindig-
keit. Die Untersuchungen haben zum Ziel, die gesamte Methode einerseits so
»schlank” wie moglich zu gestalten, aber andererseits so geringe Abweichun-
gen wie moglich zu generieren, um so eine optimale Funktionalitdt des Ausle-
gungswerkzeugs zu gewihrleisten. Zusétzlich finden allgemeine Studien zur
Einbindung von Verlusten in die Helmholtzgleichung statt.

In Kapitel 5 wird schlieflich ein neuartiger Ansatz vorgestellt, mit dem akus-
tische Verluste in Brennkammern, trotz der Verwendung der isentropen
Wellen- bzw. Helmholtzgleichung, realititsnah erfasst werden kénnen. Die
Validierung erfolgt im Frequenzbereich, anhand verschiedener Testfédlle un-
terschiedlicher Komplexitit. Neben den akustischen Verlusten im System sind
Verluste an den Rdndern von grof3er Bedeutung fiir die Stabilitdt und somit die
korrekte Modellierung des thermoakustischen Systems. Daher wird im Rah-
men von Kapitel 6 die Berechnungsmethode durch einen Ansatz zum Trans-
fer komplexer frequenzabhédngiger Randbedingungen vom Frequenz- in den
Zeitbereich erweitert. Konkret erfolgt dies anhand der Modellierung eines Li-
ners, welcher in modernen Turbomaschinen u. a. zu Kithlzwecken verwen-
det wird. Die erfolgreiche Implementierung der einzelnen Teilmodelle sowie
die generelle Funktionalitédt der verschiedenen getétigten Erweiterungen und
Verbesserungen des gesamten Stabilitditsmodells werden schlieflich in Kapi-
tel 7 belegt, anhand eines Einzelbrennerpriifstands des Lehrstuhls fiir Ther-
modynamik. Die Validierung der Ergebnisse erfolgt gegen experimentelle Da-
ten. Eine Restimee wird im Rahmen von Kapitel 8 gegeben.
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2 Akustische Grundlagen

Im Folgenden findet eine kurze Zusammenfassung der akustischen Grund-
lagen statt. Zundchst werden die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten
Grundgleichungen hergeleitet. Da die Validierung der verschiedenen Model-
lierungsansitze iiberwiegend im Frequenzbereich erfolgt, werden anschlie-
Bend die Grundlagen harmonischer und ebener Wellenausbreitung beschrie-
ben, ebenso wie die grundlegenden Zusammenhénge beziiglich akustischer
Netzwerke und Transfermatrizen. Ein wesentlicher Anteil dieser Arbeit befasst
sich mit der korrekten Beschreibung des Energiehaushalts eines (thermo-)
akustischen Systems. Daher werden zudem die Begriffe der akustischen Ener-
gie und der akustischen Intensitit erldutert, ebenso wie die Grundlagen von
Fluid-Schall-Interaktionen. Fiir detailliertere Erliuterungen zu diesen The-
men sei jedoch auf die entsprechende Fachliteratur verwiesen.

2.1 Linearisierte Eulergleichungen

Grundlage fiir die Beschreibung strémungsmechanischer und akustischer
Vorgidnge sind die fluidmechanischen Erhaltungsgleichungen fiir Masse,
Impuls und Energie. In sehr allgemeingiiltiger Form entsprechen sie den
Navier-Stokes-Gleichungen. Diesen wird im Wesentlichen nur die Existenz
eines newtonschen Fluids vorausgesetzt [34]. Die Losung der Navier-Stokes-
Gleichungen erfolgt in der Regel numerisch, hdufig unter einem betrachtli-
chen Berechnungsaufwand (vgl. Abschnitt 1.2).

Oft konnen fiir die Betrachtung der akustischen Wellenausbreitung Dissipa-
tionseffekte vernachlédssigt werden [3, 34, 35]. Die Navier-Stokes-Gleichungen
vereinfachen sich dann zu den Eulergleichungen!. Sie lauten in kartesischer

Im physikalisch vollkommen korrekten Sinn sind die Bezeichnungen Navier-Stokes-Gleichung sowie Euler-
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2.1 Linearisierte Eulergleichungen

Tensorschreibweise [6]:

a—p+V (pu) =0 (2.1)

ot prr="5 '
6_u+(u V)u+lV =0 (2.2)

ot 0 p=5 '
1P, L vpspvou= 2L, (2.3)
20t prpov-u=—r"4 '

Die Eulergleichungen gelten allgemein fiir ein reibungsfreies Fluid ohne Vo-
lumenkréfte [35]. Einfliisse aufgrund von Gravitation und Warmeleitung so-
wie viskoser Dissipation werden vernachlédssigt [3]. Die Entropie der Fluidteil-
chen dndert sich hier somit nicht aufgrund von Zdhigkeitseffekten bzw. Irre-
versibilitdten [3]. Anderungen der Entropie kénnen aber aufgrund externer,
volumetrischer Warmezufuhr 4’ erfolgen. Dies ermoglicht unter anderem die
Modellierung von Verbrennungseffekten [3,6]. In der oben dargestellten Form
ist die Energiegleichung (Gleichung 2.3) auf die Betrachtung idealer Gase be-
schrinkt?. Wird keine Wirmefreisetzung beriicksichtigt, ist die Strémung bei
Verwendung der Eulergleichungen isentrop.

Zur Beschreibung akustischer Phinomene mittels der Eulergleichungen wird
eine Linearisierung der stromungsmechanischen Gro8en vorgenommen. Fiir
den Druck lautet diese [3, 6, 35]:

p=p+p. (2.4)

Die FeldgroBen werden demnach als Superposition ihres Mittelwertes (—) und
der zugehorigen Schwankungsgrolle (') beschrieben. Terme hoherer Ordnung

gleichung lediglich auf die Impulserhaltung beschréankt. In der Regel werden diese Begriffe jedoch im Plural
verwendet. Sie bezeichnen dann den gesamten Gleichungssatz, bestehend aus Massen-, Energie- und Impuls-
erhaltung, in ihrer jeweils verwendeten Variante. Diese Konvention wird auch hier verwendet.

2Fiir eine detaillierte Herleitung des Gleichungssystems (insbesondere von Gleichung 2.3) sei auf Pankiewitz
[3] verwiesen.
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Akustische Grundlagen

werden vernachlidssigt. Dies setzt primdr voraus, dass die Schwankungsgro-
Ben klein im Vergleich zu den jeweiligen Mittelwerten sind: z. B. p’ < p;
u, v, w < c; p’ < p. Damit resultiert aus Gleichungen 2.1 bis 2.3 [3, 6]:

0/), — ! / - = ' o -~
E+u-Vp +u-Vp+pV-u+p'V-u=0, (2.5)
ou’ vp' (Vp)p'
M @+ -vas L VP (2.6)
ot p p°
!/
—p+ﬁ-Vp'+u’-V;§+1<;§V-u'+1<p’V-ﬁ:(K—l)c']’. 2.7)

ot

Die so genannten linearisierten Eulergleichungen beschreiben die Ausbreitun-
gen von Storungen in einer gegebenen, mittleren, nicht gleichférmigen Stré-
mung [6].

2.2 Wellengleichung

Bei vielen technischen Anwendungen findet die Ausbreitung akustischer Wel-
len in einem weitgehend homogenen Medium statt bzw. in einem Medium,
das entweder in Ruhe ist oder sich nur geringfiigig bewegt. Somit ist es oft
zuldssig, Gradienten der mittleren Geschwindigkeit und des mittleren Drucks
bei den Berechnungen des akustischen Feldes zu vernachléssigen. Ist zudem
die mittlere Geschwindigkeit, respektive die Machzahl, gering (M < 0.2), kann
der Einfluss des mittleren Geschwindigkeitsfeldes (oft) vollkommen vernach-
lassigt werden. Damit reduzieren sich die Gleichungen 2.5 und 2.6, respektive
die Kontinuitéts- und die Impulsgleichung, auf:

0P V5t 5V =
—+u-Vp+pV-u =0, (2.8)
ot
o lep=o (2.9)
ar 5 P '
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2.2 Wellengleichung

Leitet man Gleichung 2.8 nach der Zeit ab und subtrahiert davon die Diver-
genz von Gleichung 2.9, so folgt:

azp/
or?

—pV- (%Vp') =0. (2.10)

Um daraus einen Ausdruck herzuleiten, der ausschlie8lich von der akusti-
schen Druckschwankung p’ abhédngt, muss eine entsprechende Beziehung
zwischen Druck und Dichte gefunden werden [35]. Linearisiert man dazu das
totale Differential der Zustandsgleichung p = p(p, s) unter der Annahme ei-
nes isentropen Mediums und unter Verwendung der Definition der Schallge-
schwindigkeit

0
2= (%) , (2.11)
N
so folgt [18, 34]
p'=c*p (2.12)
bzw.
18P oy (lv ’) —0 (2.13)
2o P 0 i e '

Dies ist die Wellengleichung fiir inhomogene Medien. Sie gilt fiir kleine
Schwankungen in einem ansonsten ruhenden, isentropen Medium [35]. Be-
schrinkt man die Betrachtung weiter auf homogene Temperaturfelder, so
folgt:

1 0%p' L
Sy AP =0. (2.14)

Dies entspricht der am héufigsten verwendeten Form der Wellengleichung.
Daneben existieren diverse weitere Varianten zur Einbindung verschiedener
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physikalischer Mechanismen. Fiir die Ausbreitung von akustischen Wellen in
einem homogenen Geschwindigkeitsfeld kann Gleichung 2.14 beispielsweise
um konvektive Terme erweitert werden (vgl. Kapitel 4.2). Zudem kann direkt
aus den Gleichungen 2.5 bis 2.7 eine Variante der Wellengleichung zur Bertick-
sichtigung externer Warmezufuhr hergeleitet werden [3]:

1 azp/
c? 0t?

! ’):K_la—dl (2.15)

—pV-(EVp 2 a1
Diese Variante ist grundsitzlich geeignet zur Bestimmung des akustischen
Felds in einem Verbrennungssystem bei niedrigen Machzahlen [3]. Sie kann
demnach zur Untersuchung von thermoakustischen Instabilitdten in Gastur-
binenbrennkammern, Kleinbrennern, u. A. eingesetzt werden. Dies zeigt, dass
die Wellengleichung trotz ihrer Einfachheit durchaus zur generellen Beschrei-
bung von akustischen Zusammenhingen in komplexen, technischen Syste-
men verwendet werden kann.

2.3 Harmonische Wellen und Helmholtzgleichung

In vielen Fillen ist es moéglich, die akustischen Gréfen als harmonische
Wellen darzustellen. Sie besitzen dann einen sinusférmigen Verlauf in Zeit
und/oder Raum. Ein Vorteil des harmonischen Ansatzes ist, dass damit zeit-
liche und 6rtliche Schwankungen voneinander entkoppelt betrachtet werden
konnen [36]. Ein allgemeiner Ansatz beziiglich des Schalldrucks lautet z. B.:

p'(t,¢) = Pcos(wt + ). (2.16)

P entspricht der reellen Amplitude, w = 27 f der Kreisfrequenz. ¢ reprisen-
tiert die Phasenverschiebung des Schalldrucks im Vergleich zur Ausgangslage
(vgl. Abbildung 2.1). Zur Analyse akustischer Felder ist es oft vorteilhaft, die
akustischen Schwankungsgro8en in mathematisch komplexer Schreibweise
mittels Exponentialfunktionen darzustellen [3, 6, 35]:
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2.3 Harmonische Wellen und Helmholtzgleichung
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Abbildung 2.1: Darstellung der Zusammenhédnge anhand der komplexen
Zahlenebene [37]

p'(t) = R(pe'?). 2.17)

p entspricht der komplexen Amplitude: p = p(x) = P(x)e!*™® [3]. P(x) repri-
sentiert die riumliche Verteilung der Amplitude von p(x) sowie e’¢® die Ver-
teilung der Phasenlage ¢(x). In Abbildung 2.1 sind diese Zusammenhénge
schematisch anhand der komplexen Zahlenebene dargestellt [37]. Die Projek-
tion des Zeigers pe'®! auf die reelle Achse entspricht der trigonometrischen
Darstellung in Gleichung 2.16 (vgl. Gleichung 2.17).

Neben dem zeitlich harmonischen Ansatz kbnnen viele Schwingungen dem-
nach zusdtzlich als ortlich harmonisch betrachtet werden. Aus Gleichung 2.16
resultiert dann z. B. [35]:

p'(x,t) = P cos(wt —kx) (2.18)
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bzw. in exponentieller Form [35]:

p'(x, 1) = R(Pe'®! %), (2.19)

k ist der Wellenvektor. Bei eindimensionaler Betrachtung entspricht er der
Wellenzahl k. Diese beschreibt das Verhéltnis der Kreisfrequenz w zur Schall-
geschwindigkeit ¢ und ist umgekehrt proportional zur Wellenldnge A = ¢/ f
[35]:

k=—=— (2.20)

w 271
c

Gleichung 2.20 ist giiltig, wenn der Einfluss einer mittleren Strémungsge-
schwindigkeit u vernachldssigbar ist. Die Welle bewegt sich dann ausschlieR3-
lich mit der Schallgeschwindigkeit ¢ fort. Existiert hingegen ein nennens-
werter Einfluss der mittleren Stromungsgeschwindigkeit, so sind beziiglich
der Ausbreitungsgeschwindigkeit der akustischen Gro8en zusétzlich entspre-
chende Geschwindigkeitsanteile zu berticksichtigen (vgl. Abschnitt 4.2).

Zum Transfer der Gleichungen vom Zeit- in den Frequenzraum wird die
Fourier-Transformation verwendet, gemdl [3]: 0/0t — iw bzw.
0%/0t* — i*w* = —w*. Ubertrigt man dies auf die Wellengleichung, so folgt:

K*p+Ap=0. (2.21)

Gleichung 2.21 ist bekannt als Helmholtzgleichung. k* entspricht k* = kZ+kJ+
kZ [36].

Auch wenn akustische Fluktuationen aus einer Uberlagerung mehrerer
Frequenzanteile bestehen, ist es méglich, sie mittels eines harmonischen
Ansatzes darzustellen, da jedes (akustische) Signal durch eine Fourier-
Transformation in harmonische Komponenten konstanter Frequenz zerlegt
werden kann [3]. Diese Komponenten folgen jeweils der Darstellung in Glei-
chung 2.17. Im hier betrachteten Bereich der linearen Akustik verhalten sie
sich unabhdngig voneinander [3]. Jede einzelne Komponente erfiillt folglich
isoliert von den anderen die Grundgleichungen [3].
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2.4 Ebene Wellen

Besteht keine externe Anregung, stellt Gleichung 2.21 ein Eigenwertproblem
dar [3]. Eine Losung ist nur fiir bestimmte Werte des Wellenvektors k bzw.
der Wellenzahl k moglich, die sogenannten Eigenwerte [3]. Die Losungen fiir
die komplexe Druckamplitude p reprdsentieren die zugehorigen Eigenmo-
den [3]. Eine Losung von Gleichung 2.21 liefert die rein akustischen Eigen-
moden des betrachteten Systems [3]. Wird hingegen ein System mit akusti-
schen Quellen (Senken)- ebenfalls ohne externe Anregung - betrachtet, sind
die Eigenwerte, respektive die jeweiligen Wellenzahlen, komplex [3]. Verwen-
det man einen solchen Ansatz zur Bestimmung der (thermo-)akustischen Sta-
bilitdt eines Systems, kann z. B. aus dem Realteil des Eigenwerts die Frequenz
der Schwingung abgeleitet werden [3, 6]. Der Imaginérteil bestimmt dann die
Wachstumsrate und legt durch sein Vorzeichen fest, ob die Amplitude iiber
der Zeit exponentiell zu- oder abnimmt [3, 6].

2.4 Ebene Wellen

Ein technisch wichtiges und zugleich anschauliches Modell zur Untersuchung
verschiedener physikalischer Zusammenhinge ist die eindimensionale Wel-
lenausbreitung. Sie dient u. a. der Beschreibung akustischer Felder in Rohren.
Ohne weitere Vereinfachung wird im Folgenden angenommen, dass sich die
Wellen ausschlielllich entlang der x-Koordinate ausbreiten. Ein moglicher An-
satz zur Losung der Wellengleichung (Gleichung 2.14) lautet dann:

p'(x, 1) =pcf(x—ct)+g(x+ct)). (2.22)

Dies entspricht der Uberlagerung einfacher, eindimensionaler Wellen in (f)
und gegen (g) die Achsrichtung [35]. Beide Wellen breiten sich mit der Schall-
geschwindigkeit ¢ aus, solange der Einfluss einer mittleren Geschwindigkeit
vernachldssigt werden kann. f und g werden hdufig als Riemann Invarianten
bezeichnet. Sie symbolisieren nahezu beliebige Funktionen, die jedoch unter
anderem zweimal differenzierbar sein sollen [35]. Entsprechen Wellen prinzi-
piell der Form von Gleichung 2.22, werden sie eben genannt, da ihre Wellen-
fronten ebene Flachen sind [35].
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Unter Verwendung der linearisierten Impulserhaltung (Gleichung 2.6 mit
Vp = 0) kann aus Gleichung 2.22 die zugehorige Schnelleschwankung u' ab-
geleitet werden [3]. Damit folgt fiir p’ und u’ [10, 38]:

p' = pcf+g), (2.23)

W o= §-g. (2.24)

Die pu- bzw. die fg-Notation sind dquivalente Darstellungsformen. Fiir ebene
Wellen kdnnen sie problemlos ineinander iiberfiihrt werden. Fiir g = 0 exis-
tiert nur eine stromab laufende Welle. Mit u = 0 gilt dann: p’ = pcu/; fiir ei-
ne ausschlielllich stromauf laufende Welle (f = 0) dndert sich lediglich das
Vorzeichen (p' = —pcu') [3]. Beide Fille entsprechen der sogenannten Frei-
feldannahme?. p’ und v’ besitzen dann die gleiche Phasenlage. Die Konstante
Zy = pc ist die charakteristische Impedanz des betrachteten Fluids [3].

Diese Zusammenhinge sind auch auf harmonische Wellen, respektive auf ei-
ne Darstellung im Frequenzbereich, tibertragbar. Das akustische Feld an ei-
nem Ort ist dabei eindeutig bestimmt, wenn seine komplexe Druckamplitude
p und die komplexe Schnelleamplitude &t bekannt sind [3]. Als charakteristi-
sche GroRe dient dabei die Impedanz:

(2.25)

Z ist folglich richtungsabhéngig. Die Orientierung wird vom Normalenvektor
n bestimmt. Vorteilhaft ist die Verwendung der Impedanz insbesondere fiir
die Definition von Randbedingungen [3]. Eng damit ist der Reflexionsfaktor r
verbunden. Er setzt die am Rand auslaufende Welle ins Verhéltnis zur einlau-
fenden. Folglich gilt fiir ein akustisch passives System stets |r| < 1.

3Diese existiert prinzipiell auch fiir @ # 0.
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Art der Randbedingung \ Impedanz [kg/(s m?) | \ Reflexionsfaktor [-]

schallhart (p =0) Z=0 r=-1
schallweich (&1 = 0) Z — 00 r=1
nicht reflektierend Z=pc r=0

Tabelle 2.1: Einfache Randbedingungen (a1 = 0)

Die Umrechnung zwischen Impedanz und Reflexionsfaktor erfolgt unter Ver-
wendung der Gleichungen 2.23 und 2.24. Dabei ist auf die jeweilige Definition
von f und g sowie auf die Richtung des Normalenvektors zu achten. Fiir einige
einfache Randbedingungen (i1 = 0) kann der Reflexionsfaktor und die zuge-
horige Impedanz direkt angegeben werden (Tabelle 2.1) 3, 36].

2.5 Akustische Netzwerke und Transfermatrizen

Das Ubertragungsverhalten akustischer Systeme kann in recht einfacher Wei-
se mittels eines Netzwerks bestehend aus einzelnen, akustischen Elementen
bestimmt werden [8]. Prinzipiell sind die Voraussetzungen dafiir, dass sich die
Elemente unabhéngig voneinander verhalten und dass die Wellen an den Re-
ferenzebenen zwischen den Elementen eben sind [8]. Jedes Netzwerkelement
beschreibt dann eine Komponente des akustischen Gesamtsystems, wie zum
Beispiel ein Rohr, eine Blende, einen Flachensprung oder auch eine Flamme
[10]. Unter Annahme harmonischer Wellenausbreitung sowie linearer Akus-
tik kann dann ein gesamtes Netzwerk systematisch als eine Linearkombinati-
on einzelner akustischer Elemente aufgebaut werden (low-order-system) [10].
Mathematisch gesehen entspricht es einem linearen Gleichungssystem [10].
Die Unbekannten sind die (fouriertransformierten) SchwankungsgroBen p
und # an den Ein- und Ausgédngen der einzelnen Elemente [10]. Anstelle von
p und @ konnen alternativ auch die Riemann Invarianten f und g verwendet
werden [8, 10].

Die Koppelbeziehungen zwischen den akustischen Gréf3en am Ein- und Aus-
lass eines jeden Elements werden in der Regel mittels sogenannter Transfer-
matrizen in pu- (Gleichung 2.26) oder auch fg-Notation bzw. alternativ mit-
tels Streumatrizen (Gleichung 2.27) beschrieben [8, 10]:
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A A

pu pd

G U
u d

Abbildung 2.2: Schematische Darstellung eines Transfermatrixelements in
pu-Notation [8]

p p p
7 = T Tz ) 7
pc =T...| PC = .| oc , 2.26
(ﬂ)d Lol 7] (T21 1> (ﬁ) ( )
u u
( fd ):ng. fu :( Tuda Tdu ) ( fu ) (2.27)
Gu v Tud ldu 9d

Wie in Abschnitt 2.4 erldutert, sind die drei Darstellungsarten dquivalent. Die
Parameter ¢ und r in Gleichung 2.27 entsprechen den Transmissions- bzw.
den Reflexionskoeffizienten des betrachteten Elements [8]. [hre Orientierung
kann den zugehorigen Indizes (u fiir stromauf (upstream); d fiir stromab
(downstream)) entnommen werden. Weitere Details hierzu sind Fischer [8] zu
entnehmen. Die allgemeinen Zusammenhénge an einem Transfermatrixele-
ment in pu-Notation sind beispielhaft in Abbildung 2.2 veranschaulicht.

Klassischerweise werden Netzwerkmodelle im Rahmen der eindimensionalen
Akustik verwendet. Trotz der Einfachheit des generellen Ansatzes konnen da-
mit nahezu beliebig komplexe Systeme modelliert werden. Die Transfermatri-
zen der einzelnen akustischen Elemente konnen fiir einfache Komponenten,
wie Rohre oder teils auch Flachenspriinge, analytisch hergeleitet werden. Fiir
komplexere Konfigurationen sind sie experimentell (z. B. [8,18]) oder auch nu-
merisch (z. B. [9, 12]) zu bestimmen. Die Transfermatrix eines reibungsfreien
Rohrs konstanten Querschnitts lautet beispielsweise [8]:

2\ ( costkl) isin(kD) (L
(/O ) _( i sin(kl) cos(kl) ) pﬁ u- (2.28)
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2.5 Akustische Netzwerke und Transfermatrizen

[ ist die Lange des Rohrstiicks. Aus der zugehorigen Streumatrix [8]

(o )=(%0 o) (3) 029

erkennt man unmittelbar, dass die Amplitude der akustischen Schwankungen
tiber dem Element unverdndert bleibt. Bewegt sich eine harmonische Welle
durch ein verlustfreies Rohr, so dndert sich folglich lediglich ihre Phase in Ab-
héingigkeit von der Linge des betrachteten Elements.

Ein weiteres, hdufig verwendetes Netzwerkelement ist das sogenannte [ — (-
Modell*. Es beschreibt ein kompaktes akustisches Element mit Verlust, basie-
rend auf der instationdren Bernoulligleichung, respektive dem zugehorigen
hydrodynamischen Druckverlustbeiwert ¢. Im Rahmen des [ — {-Modells er-
folgt eine Beschrankung auf Stromungen mit niedriger Machzahl sowie eine
Vernachldssigung von akustischen Moden hoherer Ordnung. In einer oft ver-
wendeten Form lautet es [8, 9]:

u

P 2 _ i A
(pc) :( 1 [1-¢-a*| M, lcleff),(Pf)_ (2.30)
d u u

A > W

a entspricht dem Flachenverhiltnis a = A,/ A,. Der Verlustkoeffizient { be-
schreibt ndherungsweise akustische Verluste, die zum Beispiel durch eine
Kopplung von Strémung und Akustik an scharfen Kanten aufgrund von Wir-
belablésung auftreten. Fiir Details beziiglich der Herleitung des Modells so-
wie fiir Varianten sei auf Fischer [8], Gentemann et al. [9], Polifke [10] oder
auch Schuermans [18] verwiesen. Wie vielen akustischen Netzwerkelemen-
ten liegt auch dem [ — (-Modell eine sogenannte Kompaktheitsannahme zu-
grunde (lumped parameter). Dies bedeutet, dass die Abmessungen des akus-
tischen Elements [ als vernachldssigbar klein gegeniiber den Wellenldngen A
der betrachteten Frequenzen angesehen werden (I < A). Das Element wird
folglich zunéchst fiir eine fiktive Lange von [ = 0 modelliert. Die entsprechen-
den Phasenverziige zum Ausgleich dieser Annahme werden hier durch die Pa-

1Die Beschreibungen folgen weitgehend den Darstellungen von Polifke [10] und Fischer [8].
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rameter ;¢ und [,.4, der effektiven und der reduzierten Linge, berticksich-
tigt.

In diversen Untersuchungen konnte bereits erfolgreich gezeigt werden, dass
mittels des [ — {-Modells das Ubertragungsverhalten generischer Fille, wie z.
B. verlustbehafteter Flachenspriinge (z.B. [8,9]), aber auch komplexer akusti-
scher Elemente, wie z. B. Diisen [8], bis hin zu Einzelbrennerkonfigurationen
(z. B. [8,13,18]) in zufrieden stellender Weise nachgebildet werden kann.

2.6 Akustische Energie und akustische Intensitat

Die akustische Energie kann prinzipiell mit Hilfe einer Linearisierung der
Energiegleichung hergeleitet werden [39]. In einem isentropen, eindimensio-
nalen System ohne oder auch mit konstanter mittlerer Geschwindigkeit setzt
sie sich aus einem potentiellen und einem kinetischen Anteil der folgenden
Form zusammen [6, 35, 36]:

e=—-pu +-—s. (2.31)

Existieren weder Quellen noch Verluste im Feld, so bleibt die Summe aus den
beiden Anteilen tiber der Zeit konstant.

William [40] bzw. Ibrahim et al. [41] leiten eine ausfiihrliche, dreidimensio-
nale Form der akustischen Energieerhaltung her®. Sie dient der energetischen
Betrachtung thermoakustischer Systeme und umfasst Effekte wie Warmefrei-
setzung, Dissipation und Konvektion. Sie lautet:

oe

0t+V-(p'u')+V-(eﬁ)—F:O. (2.32)

SGemiR Pieringer [6] gilt diese fiir die Erfassung der akustischen Energie in einem System mit konstanter
mittlerer Stromung. Die folgenden Erlduterungen entsprechen im Wesentlichen den Ausfiihrungen in Ibrahim
etal. [41] und Williams [40]. Fiir eine detailliertere Beschreibung sei auf diese Arbeiten verwiesen.

30



2.6 Akustische Energie und akustische Intensitét

e ist eine skalare GroRe. Fiir 1 = 0 bzw. @1 = konst. folgt sie Gleichung 2.31 [6]°.
I' entspricht einem Quellterm, der die Anfachung, aber auch die Dadmpfung
akustischer Energie beschreibt:

K—1 (Y]
I= S P — f(D). (2.33)

Der erste Term auf der rechten Seite in Gleichung 2.33 wird durch Warme-
freisetzung bestimmt, zum Beispiel durch Verbrennung. Der zweite Term re-
prasentiert die viskose Ddmpfung der akustischen Energie als Funktion des
Schubspannungstensors 7. Integriert tiber das Brennkammervolumen lautet
Gleichung 2.32 unter Verwendung des Divergenztheorems (Satz von Gauss):

if(e)dV:—f(p’u')-ndA—f(eﬁ)-ndA+f(F)dV. (2.34)
dat Jv A A 174

Die eckigen Klammern stellen den Mittelwert iber einen Schwingungszyklus
dar. Williams [40] bemerkt hierzu, dass die Integration iiber einen Zyklus nur
im Fall monochromer Wellenausbreitung zuldssig und zielfiihrend ist. Im Fall
eines nicht monochromen Wellenfeldes, d. h. wenn sich mehrere Wellen tiber-
lagern, muss fiir die Integration eine Zeit verwendet werden, die grol$ gegen-
tiber der gro8ten enthaltenen Schwingungsdauer ist.

In Gleichung 2.34 auf der rechten Seite reprasentiert

 der erste Term den Arbeitsstrom (Leistung), der akustisch iiber die Rdn-
der flief3t,

» der zweite Term die akustische Energie, die mittels der mittleren konvek-
tiven Geschwindigkeit tiber die Kontrollflache transportiert wird,

e der dritte Term, wie oben beschrieben, die Differenz zwischen einem An-
fachungsmechanismus und viskoser Ddmpfung.

SFiir die Analyse der Zusammenhinge in einer isentropen Potentialstromung miissten zusitzliche Terme be-
riicksichtigt werden. Ein Uberblick hierzu ist in der Arbeit von Pieringer gegeben [6].
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n entspricht in Gleichung 2.34 dem nach aullen gerichteten Normalenvektor
an der betrachteten Fladche.

Aus obigen Zusammenhéngen lédsst sich dariiber hinaus die akustische Inten-
sitdt I ableiten. Sie ist generell ein Mal$ fiir den Fluss akustischer Energie tiber
eine Kontrollfliche [38]. In einer homogenen, ruhenden Stromung lautet sie’:

I=p'u (2.35)

bzw. unter Verwendung der Riemann-Invarianten (Gleichung 2.23 und Glei-
chung 2.24) [38]

I=pc—gd. (2.36)

2.7 Fluid-Schall-Wechselwirkungen

Die Quantifizierung der Wechselwirkungen zwischen Stromung und Akustik,
insbesondere unter Beriicksichtigung des Einflusses turbulenter Strémung
und Warmefreisetzung, ist dullerst komplex. Fiir praktische Anwendungen
werden solche Wechselwirkungen bei kleinen Machzahlen zumeist vernach-
lassigt. In Bereichen, die jedoch stark von Turbulenz geprégt sind, wie zum
Beispiel Grenzschichten oder Gebiete des Ablosens und Wiederanlegens von
Stromungen oder auch beim turbulenten Strahlzerfall, konnen aber auch be-
reits bei relativ kleinen Machzahlen die Interaktionen zwischen Akustik und
Turbulenz bedeutend werden [42-44]. Bei hoheren Stromungsgeschwindig-
keiten sind sie generell zu berticksichtigen.

“Fiir einen Uberblick iiber den Einfluss einer mittleren Geschwindigkeit auf die akustische Intensitit sei wie-
derum auf die Arbeit von Pieringer [6] verwiesen.
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2.7.1 Aeroakustische Analogie

Durch die Veroffentlichungen des englischen Mathematikers Sir Michael Ja-
mes Lighthill zum Strahllirm [45] wurde die Stromungs- bzw. Aeroakus-
tik Mitte des 20. Jahrhunderts hinsichtlich der Beschreibung von Fluid-
Schall-Wechselwirkungen revolutioniert®. Lighthill legte mit seinen Arbei-
ten die Grundlage zur Losung des Problems der Schallerzeugung durch
Stromung und begriindete damit das Verfahren der sogenannten Aeroakus-
tischen Analogie (bzw. Lighthill-Analogie). Mit Hilfe dieser Analogie kén-
nen die realen Stromungszustdnde innerhalb eines abgegrenzten Gebiets,
die durch eine komplexe Interaktion der Stromung mit der Akustik zu-
stande kommen, durch eine fiktive Anordnung von akustischen Elementar-
strahlern (Monopole, Dipole, Quadrupole) nachgebildet werden. Dafiir lei-
tet Lighthill aus den stromungsmechanischen Grundgleichungen (Navier-
Stokes-Gleichungen) die sogenannte inhomogene Wellengleichung der Stro-
mungsakustik her:

p ,0°p odm 0 _ 0° )
02 O axz = or om Pl U F G puitt ¥ pijm 7O (2:37)
T;i

L. >

Q

Die drei Terme des Quellterms Q weisen unterschiedliche Anregungscharak-
tere auf (Monopol-, Dipol-, Quadrupolstrahler). Der Ausdruck in der Klam-
mer im dritten Term wird hédufig als Lighthill-Tensor T;; bezeichnet. Prinzi-
piell beinhaltet der Quellterm Q sdamtliche instationdren Stromungseffekte.
Durch Anwendung des integralen Ansatzes nach Kirchhoff kann mit Hilfe von
Gleichung 2.37 der Schalldruck am Aufpunkt im Fernfeld bestimmt werden
(Abbildung 2.3).

Aufbauend auf diesen Erkenntnissen von Lighthill ver6ffentlichte unter ande-
rem Howe, neben zahlreichen Arbeiten zum Stromungsldrm, einige Grundla-
genstudien beziiglich der Absorption akustischer Energie aufgrund der Stré-
mung. Wie spéter auch Boij [48] beschreibt er die akustische Ddmpfung als

8Die Ausfithrungen hierzu folgen den Darstellungen von Kéltzsch in [46,47].
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real fiktiv real

Strémung ~ akustische ) Schallfeld
mit Turbulenz Modell Elementar- Schal mit Aufpunkt
—
! strahler
bildung (Multipole) abstrahlung

Abbildung 2.3: Grundidee der Lighthill-Analogie [46]

urspriinglich nichtlinearen Vorgang, der durch die Existenz einer mittleren
Geschwindigkeit jedoch linear und gleichzeitig signifikant starker wird (vgl.
Abschnitt 2.7.3). Gemald Howe [44] lassen sich dabeiim Wesentlichen drei ver-
schiedene Dampfungsmechanismen unterscheiden®:

e Schallddmpfung durch Wirbelbildung an scharfen Kanten,

e Absorption durch Turbulenz sowie

e Schallddimpfung durch turbulente Wandgrenzschichten.

2.7.2 Akustische Mode, Vorticity-Mode und Entropie-Mode

Die Stdarke und die Art der Fluid-Schall-Wechselwirkungen kann alternativ
auch unmittelbar aus den linearisierten Eulergleichungen (vgl. Abschnitt 2.1)

9Fiir eine detailliertere Darstellung sei auf Howes Arbeiten verwiesen (insbesondere [44]).
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abgeleitet werden. Gemdl$ Chu und Kovaszney [49] bzw. Pierce [50] kann je-
de Storung, deren Ausbreitung durch diese Gleichungen beschrieben wird, als
Uberlagerung dreier verschiedener Moden interpretiert werden [3]: der akus-
tischen Mode (a), der Vorticity-Mode (v) und der Entropie-Mode (e)!°. Da-
zu werden zunédchst die Dichteschwankungen in einen isentropen und einen
Restanteil aufgeteilt:

p'=p%+p". (2.38)

Der isentrope Anteil entspricht dem rein akustischen Beitrag. Der Restanteil
ist der Entropie-Mode zugeordnet. Die Vorticity-Mode triagt nicht zur Ande-
rung der Dichte bei. Da nur die akustische Mode mit Druckschwankungen
verbunden ist, gilt p’ = ¢?>p“. Analog erfolgt eine Zerlegung der Geschwindig-
keitsschwankungen in einen wirbelfreien Anteil und einen Restanteil:

u=Vo+u'. (2.39)

Der wirbelfreie Anteil kann allgemein mittels des Gradienten eines Potenti-
als ¢ ausgedriickt werden. Da der Restanteil u” nicht zwingend als quellenfrei
angenommen werden muss, ist die Zerlegung hier nicht eindeutig. Folglich
konnen die Druckschwankungen zundchst ganz allgemein und ohne weitere
Einschrdnkungen aus dem akustischen Potential abgeleitet werden [52]:

_D¢
"= —p—. 2.40
p Ph; (2.40)
Damit folgt schlieRlich [3]:
2(i2)_lv (-v)](p—f ', p" (2.41)
Di\c2Dt) p PP TIAR '

10Der entsprechende Ansatz basiert auf einer Separation der Variablen. Angedacht wurde er gemaR Pierin-
ger [6] von Ewert et al. (u. a. [51]), konkret durchgefiihrt von Pankiewitz [3] und spéter von Pieringer [6]. Die
folgenden Darstellungen bauen auf den Arbeiten der beiden letztgenannten Autoren auf. Fiir eine detaillierte
Beschreibung sei auf diese Quellen verwiesen.

35



Akustische Grundlagen

ou’ — r r — r
3 +@-Viu' + -Viu=f,(p,p), (2.42)
apr — r r = r 4
37 +u-Vp' +p'V-u= f(o,u’, q). (2.43)

Die jeweiligen Ausbreitungsterme stehen auf der linken Seite der Gleichun-
gen. Die Quellterme auf der rechten Seite lauten in detaillierter Form [3]:

1(0p" _ _ _
fa(ur,pr):—_( Y +u-Vpr+prV-u+V-(urp)), (2.44)
Folpp") = - x Vb + pp , (2.45)

r . _ = 2 - . r _ 2 )D¢ _ K ].
felp,u',q) =(Vp—c“Vp)-(Vp+u') ((K DV-u+ Cu Ve D &
(2.46)

In einem homogenen mittleren Feld ohne Warmequellen findet keine Kopp-
lung zwischen diesen drei Modenformen statt, mit Ausnahme von Vorgdngen
an den Ridndern des Stromungsgebiets [3]. Durch Gradienten der mittleren
Grolen, z. B. durch inhomogene Stromungsfelder und durch Warmequellen,
kommt es jedoch zu einem Austausch von Energie zwischen den einzelnen
Moden [3].

Im Rahmen der Betrachtung von Gasturbinenbrennkammern kénnen Entro-
pieschwankungen aullerhalb der Warmefreisetzungszone hiufig vernachléas-
sigt werden. Obiges Gleichungssystem reduziert sich damit auf (g = 0):

2(i2)__v (0 v)l V ( )) (2.47)
Dt \ ¢ Dt P </>— wo '
- +@-Vu' + W -Vu=-o x V. (2.48)

Unter Annahme von Isentropie und einem gleichférmigen mittleren Ge-
schwindigkeitsfeld (w = 0) resultiert fiir die akustische Mode, wie erwartet,
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eine Vorstufe der konvektiven Wellengleichung in einem inhomogenen Me-
dium [3]. Eine externe Warmezufuhr fiihrt unter der Voraussetzung gleich-
formiger mittlerer Felder lediglich zu einer Erweiterung des Quellterms der
akustischen Mode um den letzten Term in Gleichung 2.46 [3]. Betrachtet
man hingegen ein rotationsbehaftetes mittleres Geschwindigkeitsfeld (g = 0),
so zeigt sich, dass eine Kopplung zwischen der akustischen Mode und der
Vorticity-Mode einerseits durch rotationsbehaftete Geschwindigkeitsschwan-
kungen zustande kommt, andererseits durch eine rotationsbehaftete mittlere
Stromung (w # 0). Ein Austausch von Energie kann dabei folglich durch Tur-
bulenzeffekte, sowohl im Stromungsfeld, als auch an den Rdndern erfolgen.
Indikator ist dabei die Wirbelstirke (engl. vorticity)'!.

2.7.3 Akustische Verluste am Freistrahl

In der Praxis treten Fluid-Schall-Interaktion unter anderem bei der Ausbil-
dung eines Freistrahls auf, wie zum Beispiel an einer abrupten Querschnitts-
erweiterung (z. B. am abrupten Ubergang zur Brennkammer), einer Blende
(z. B. an perforierten Platten) oder einer Diise. Unter Vernachldssigung von
Riickkopplungseffekten, wie z. B. dem Trailing Edge Noise, fiihrt dies im All-
gemeinen zu einer Ddmpfung der akustischen Schwankungen, insbesondere
aufgrund von periodischer Wirbelabl6sung an der Kante [53]. Die abgelosten
Wirbel werden mit der mittleren Geschwindigkeit stromab getragen, wo sie z.
B. in Innere Energie umgewandelt und/oder aus dem System heraus getragen
werden [43].

Genauere theoretische Untersuchungen hierzu stammen unter anderem von
Howe, der z. B. die Durchstrémung kreisformiger Blenden in diinnen, star-
ren Platten analysierte [43]. Er beschrédnkt sich dabei auf Stromungen hoher
Reynolds-, geringer Machzahl und geringer viskoser Dissipation. Mit Bezug
auf die experimentellen Arbeiten Becherts [53] sagt er, dass bei einer solchen
Art von Durchstromung der Einfluss der Viskositdt auf die Erméglichung der
Wirbelablésung an der Kante beschrinkt werden kann; stromab davon sind

UDer statische Druckverlust in Gasturbinenbrennern kann allgemein als klein betrachtet und hier somit in
erster Ndherung vernachldssigt werden.
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viskose Effekte vernachldssigbar [43]. Diese Aussage ist insofern bedeutend,
als dass sie besagt, dass akustische Verluste prinzipiell auch mittels der li-
nearisierten Eulergleichungen und nicht ausschlie8lich mit Hilfe der Navier-
Stokes-Gleichungen bestimmt werden konnen (mit Ausnahme der Zustande
am AblOsepunkt (s.0.)). Im Rahmen einer integralen Betrachtung leitet Ho-
we [43] daraus die sogenannte Rayleigh-Konduktivitdit her (vgl. Kapitel 6). Da-
bei ist die akustische Wellenldnge weit groRer als der Radius der Offnung. Un-
ter der Annahme kleiner Machzahlen kénnen die physikalischen Zusammen-
hinge an der akustisch kompakten Offnung dann auch durch die Gleichungen
fiir inkompressible Medien dargestellt werden. Wie oben beschrieben, fiihrt
eine entsprechende Modellierung jedoch zur Ausbildung von Singularititen
der Schwankungsgrof8en an der Kante, da dort die Stromung stark von der
Viskositdt gepragt ist. Dem wird, gemall der Tragfliigeltheorie, durch die Im-
plementierung einer Kutta-Bedingung Rechnung getragen.

Gemdl3 Howe [43] entspricht das Ablésen von Wirbeln an sich einem nichtli-
nearen Prozess, da es auf den Reynoldschen Schubspannungen pu; u; beruht,
welche quadratisch mit der Geschwindigkeit u skalieren. Existiert jedoch eine
mittlere Geschwindigkeit im Feld, so gehen die fluktuierenden Reynoldschen
Schubspannungen linear in die Impulsgleichung ein. Es resultiert eine erh6h-
te akustische Dampfung aufgrund der Mechanismen der Wirbelablosung [43].
Demnach ist es auch beziiglich dieses Kriteriums mdoglich, akustische Verlus-
te in durchstromten oder auch umstromten Bauteilen im Wesentlichen mit
Hilfe der linearisierten Eulergleichungen abzubilden (mit Ausnahme der Zu-
stdnde am Abldsepunkt (s.0.)) [43]: Die Divergenz der Impulsgleichung fiir in-
kompressible reibungsfreie Stromungen kann prinzipiell in folgender Form
dargestellt werden [43]:

V’B=-V-(w xu). (2.49)

Dies basiert auf der Bernoulligleichung. B reprdsentiert die Totalenthalpie
(pro Masse) an einem Ort [43]:

u’. (2.50)
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Eine Linearisierung ergibt ndherungsweise fiir die rechte Seite von Gleichung
2.49 (ausschliellich fiir den Term in Klammern) [43]:

wxu=0xu+o0 xtu+oxu. (2.51)

Vereinfachend wird angenommen, dass die Hauptmechanismen der Stro-
mungsablosung im Hinblick auf die akustischen Verluste durch den zweiten
Term in Gleichung 2.51 beschrieben werden [43]. Damit gilt ndherungsweise:

V’B' = V. (@' x 01). (2.52)

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der entsprechenden Form der Wellen-
gleichung ist demzufolge die Eulergleichung fiir ein homoentropes, nicht
(warme-)leitendes, reibungsfreies Fluid in der Formulierung von Crocco [34]:

ou
—+VB=-wxu. (2.53)
ot

Zusammen mit der Kontinuitdtsgleichung ergibt sich unter Bertiicksichtigung

von Gleichung 2.52:

1 D?B’

2D —V?B'=V- (@ xu). (2.54)

Die Totalenthalpie B kann alternativ auch durch eine entsprechende Formu-
lierung des Totaldrucks ersetzt werden. Die Eulergleichung sowie die Wellen-
gleichung konnen folglich auch als eine Funktion des Totaldrucks dargestellt
werden. Diese Erkenntnisse werden spédter im Rahmen von Kapitel 5 genutzt,
um einen neuartigen Ansatz zur Modellierung entsprechender akustischer
Verlustmechanismen herzuleiten.
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3 Berechnungsverfahren

Nach der Zusammenfassung der wesentlichen akustischen Grundlagen er-
folgt nun ein Einblick in das verwendete numerische Verfahren.

3.1 Entwicklungsumgebung und Finite Elemente Methode

Zur Realisierung seines Berechnungsverfahrens wihlte Pankiewitz [3] den
Finite-Elemente-Code FEMLAB (vgl. Abschnitt 1.3), heute COMSOL MULTI-
PHYSICS. Das Programm ermoglicht die Modellierung mehrdimensionaler
Aufgabenstellungen und die Losung weitgehend beliebiger Systeme partieller
Differentialgleichungen [3, 54]. Die zusitzlich enthaltenen Umgebungen zur
Definition und Vernetzung komplexer Geometrien sowie zum Postprocessing
unterstiitzten die Verwirklichung des langfristigen Ziels, ein numerisches De-
signsystem zur Auslegung moderner Brennkammern zu entwickeln. Fiir die
Einbindung selbst verfasster Routinen existiert u. a. eine enge Verbindung zur
numerischen Programmierumgebung MATLAB [3, 54].

Die Methode der Finiten Elemente (FEM) zeichnet sich hierfiir durch ihre Flexi-
bilitdt in der Losung allgemeiner partieller Differentialgleichungssysteme aus
sowie in der leichteren Anpassung der Rechenfille an komplexe Geometri-
en [3]. Gegentiber alternativen Ansdtzen (insbesondere Finite-Volumen- oder
auch Finite-Differenzen-Verfahren) weist sie zudem eine deutlich hohere nu-
merische Stabilitit bei unstetigen Anderungen der ZustandsgroRen im Be-
rechnungsgebiet auf [3]. Im Folgenden wird - in Anlehnung an Pankiewitz [3] -
ein kurzer Uberblick iiber die FEM sowie den verwendeten Berechnungscode
gegeben. Fiir einen detaillierteren Einblick sei auf seine Arbeit verwiesen und
auf den User’s Guide der verwendeten Simulationssoftware [54].

Ausgangspunkt einer FEM-Rechnung ist die Vernetzung des Berechnungsge-
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biets. Bei eindimensionaler Betrachtung wird dazu die Geometrie in kleine-
re Intervallstiicke unterteilt. Bei der Erzeugung eines unstrukturierten Git-
ters werden fiir eine zweidimensionale Untersuchung Dreiecke und fiir eine
dreidimensionale Betrachtung Tetraeder verwendet [3, 54]. Im Rahmen der
FEM wird auf diesen Elementen die eigentliche Losung durch sogenannte An-
satzfunktionen ®; approximiert. Je nach Typ der verwendeten Ansatzfunktion
konnen neben den Eckpunkten der Gitterelemente diverse weitere Punkte im
Element oder am Rand definiert werden. Im Rahmen dieser Arbeit werden
als Ansatzfunktionen ausschlieBlich Lagrange-Elemente verwendet. Sie wei-
sen allgemein folgende Eigenschaften auf [3]:

1. auf dem i-ten Knoten des Netzes gilt ®; = 1;
2. auf allen anderen Knoten des Berechnungsnetzes gilt ®; = 0;

3. innerhalb der Elemente, denen der i-te Knoten des Netzes zugeordnet
ist, ist ®; ein Polynom bestimmter Ordnung.

Die Ordnung des verwendeten Polynoms ergibt sich aus der Anzahl der Kno-
ten innerhalb eines Elements. Dienen beispielsweise nur die Eckpunkte der
finiten Elemente als Stiitzstellen, sind die verwendeten Lagrange-Elemente li-
near bzw. erster Ordnung. Die Wahl der ortlichen Diskretisierung nimmt di-
rekt Einfluss auf die Qualitdt und die Geschwindigkeit des numerischen Be-
rechnungsverfahrens. Die approximierte Losung g des eigentlichen Problems
ergibt sich schlieflich aus einer Linearkombination der Form [3]:

N
g=> G, (3.1)
i=1

Die Summation erfolgt iiber die Anzahl der Freiheitsgrade N. Die Koeffizi-
enten G; entsprechen den Unbekannten des Systems. Zur Lésung partieller
Differenzialgleichungen stehen im verwendeten FEM-Code diverse vorimple-
mentierte Gleichungssitze sowie unterschiedliche explizite und implizite Ver-
fahren zur Verfligung.
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3.2 Numerische Verluste

Bevor das Ziel weiter verfolgt werden kann, die Methode von einem quali-
tativen zu einem quantitativen Werkzeug zu erweitern, muss zunichst die
durch die Diskretisierung generierte, numerische Dadmpfung erfasst werden.
Verschiedene Ergebnisse hierzu existieren bereits von Pankiewitz [3]. Im Fol-
genden werden mittels eines alternativen Ansatzes zusétzliche Untersuchun-
gen unter Verwendung aktueller Versionen des Softwarepakets durchgefiihrt,
um daraus allgemeine Modellierungsregeln abzuleiten.

3.2.1 Modellierungsansatz

Die Quantifizierung der numerischen Verluste erfolgt hier mit Hilfe der zeit-
lich gemittelten akustischen Intensitit. Die akustische Intensitét ist allgemein
ein Mal} fiir den Fluss akustischer Energie iiber eine Kontrollflache [38] (vgl.
Abschnitt 2.6). Ihr lokaler Momentanwert berechnet sich fiir 1 = 0 gemal Glei-
chung 2.35; ihr entsprechendes lokales zeitliches Mittel gemal3:

tmax
(I) = f p'udt. (3.2)
0

max

Fiir u = 0 ist (I) in einem verlustfreien, passiven System mit perfekt reflektie-
renden Randern im idealen Fall an jedem Ort gleich Null [38]. Abweichungen
davon weisen hier auf numerische Verluste hin, respektive auf Verluste, die
durch die Numerik aufgrund der Diskretisierung generiert wurden. Fiir |r| < 1
geht an den Rdndern des Systems Energie verloren. Die Intensitét ist dann un-
gleich Null [38]. Ohne numerische Verluste ist fiir 1 = 0 die im zeitlichen Mittel
transportierte Energie ldngs eines verlustfreien Rohres (passives System) stets
konstant.

Hier erfolgt die Untersuchung der numerischen Ddmpfung unter der An-
nahme eines Freifelds (r; = 0) fiir i = 0. Die Betrachtung wird auf eine ortliche
Dimension reduziert. Im Sinne eines moglichst aussagekriftigen Ergebnisses
erfolgt die Analyse iliber eine Strecke, die sehr lang ist im Vergleich zu den hier
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p'=P sin(2 1t f)

A Auswertebereich (10 A)
Rechengebiet

Abbildung 3.1: Modell zur Bestimmung der numerischen Ddmpfung

ansonsten liblichen geometrischen Zusammenhidngen. Sie umfasst zehn Wel-
lenldngen der betrachteten Anregungsfrequenz (Abbildung 3.1). Aufgrund der
numerischen Ddmpfung fallen die Amplituden der akustischen GréBen auf
den n Teilstrecken der Lange A jeweils exponentiell um den Wert des relativen
Verlusts N, [55]:

(1) - (L+ Np)" = (In+1)- (3.3)

Die Quantifizierung der numerischen Dampfung pro Wellenldnge erfolgt so-
mit in Form des relativen Verlustes N,:

N,= % @—1. (3.4)
T

x; entspricht dem Anfangspunkt des Auswertegebiets, x, dem Endpunkt. Die
transienten Berechnungen finden mit Hilfe der Wellengleichung fiir ein kaltes,
homogenes Medium statt (Luft, T = 20° C). Um Randeffekte auf das Ergebnis
auszuschlie8en, ist das betrachtete Rechengebiet groller als der Auswertebe-
reich (Abbildung 3.1). Die Anregung erfolgt in Richtung der positiven x-Achse.
Stromab befindet sich eine nicht reflektierende Randbedingung.

Die Mittelung der Intensitidt an den beiden Referenzpunkten x; und x, be-
ginnt ab dem Zeitpunkt, an dem die Welle x; erreicht. Dies fiihrt zundchst zu
einem raschen Anstieg der gemittelten Intensitdten iiber der Zeit, bis schlie(3-
lich ein Grenzwert erreicht wird. Bei der Existenz numerischer Dampfung im
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System hidngt dieser Grenzwert von der verwendeten Diskretisierung ab. Die
Berechnungsdauer £,,,, umfasst 500 Schwingungsperioden.

Im Gegensatz zu Finite-Differenzen- und Finite-Volumen-Verfahren existiert
bei der FEM kein unmittelbarer Zusammenhang zwischen zeitlicher und 6rt-
licher Diskretisierung [3] hinsichtlich der numerischen Stabilitdt, wie er in der
Regel durch die Courandzahl ausgedriickt wird. Dies erfordert hier eine ge-
trennte Analyse des Einflusses der zeitlichen und der o6rtlichen Diskretisie-
rung’.

3.2.2 Zeitliche Diskretisierung

Zunichst erfolgt eine Betrachtung des Einflusses des gewédhlten Zeitschritts
auf die Hohe der numerischen Ddmpfung. Er wird parametrisch von At¢- f =
1.0-107! bis At- f = 2.5-1073 variiert. Zur Losung des Problems wird ein im-
plizites Zeitintegrationsverfahren verwendet, basierend auf einer Backward
Differential Formula zweiter Ordnung (BDF2). Die oOrtliche Diskretisierung (li-
neare Langrange-Elemente) umfasst stets zwanzig Stiitzstellen pro Wellenlédn-

ge.

Die Ergebnisse weisen eine deutliche Abhédngigkeit vom gewdhlten Zeitschritt
auf (Abbildung 3.2). Eine starke Beeinflussung der Wellenausbreitung auf-
grund numerischer Dadmpfung existiert demnach bei Verwendung groRer Be-
rechnungszeitschritte. Fiir Az- f = 1.0-107! werden ca. 50 % numerische Ver-
luste pro Wellenlinge generiert. Ab einem Zeitschritt von A¢- f =1.0-1072 be-
laufen sich die numerischen Verluste pro Wellenldnge jedoch auf weniger als
ca. drei Promille. In diesem Bereich kénnen sie in erster Ndherung vernach-
lassigt werden.

3.2.3 Ortliche Diskretisierung

Fiir die Untersuchung des Einflusses der ortlichen Diskretisierung auf die nu-
merische Dampfung wird als zeitliche Diskretisierung Az-f = 1.0-107% ge-

IDiese Analyse findet unter Verwendung von COMSOL MULTIPHYSCIS (Version 3.4)/ MATLAB (2007b) statt.

44



3.2 Numerische Verluste
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Abbildung 3.2: Numerische Verluste pro Wellenldnge in Abhdngigkeit von der
zeitlichen Diskretisierung

wahlt. Zur ortlichen Diskretisierung werden wiederum lineare Langrange-
Elemente verwendet (6rtliche Diskretisierung erster Ordnung).

In Abbildung 3.3 sind die daraus resultierenden numerischen Verluste pro
Wellenldnge in Abhéngigkeit von der Anzahl der Stiitzstellen pro Wellenldnge
gegeben. Daraus wird ersichtlich, dass der Einfluss der ortlichen Diskretisie-
rung auf die Wellenausbreitung bei der gewdhlten zeitlichen Diskretisierung
dullerst klein ist. Er ist fiir alle betrachteten Félle geringer als zwei Promille
und kann somit tiber dem gesamten untersuchten Diskretisierungsbereich als
vernachldssigbar betrachtet werden. Dies trifft auch fiir eine sehr grobe ortli-
che Auflésung der Welle mit fiinf Punkten pro Wellenldnge zu.

Eine in diesem Zusammenhang nicht dargestellte identische Untersuchung
unter Verwendung des Zeitschrittes Az- f = 5.0-1072 zeigt, dass dort die ortli-
che Diskretisierung etwas mehr Einfluss auf das Ergebnis hat. Eine entschei-
dende Verbesserung der starken Abweichungen, die dabei durch die mangel-
hafte zeitliche Auflosung generiert werden, kann dort aber auch mit einer sehr
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Abbildung 3.3: Numerische Verluste pro Wellenldnge in Abhéngigkeit von der
ortlichen Diskretisierung

feinen ortlichen Diskretisierung nicht erzielt werden.

Bei Verwendung einer sehr groben ortlichen Auflésung erwiesen sich je-
doch insbesondere nicht reflektierende Randbedingungen, auch bei anderen
Anwendungsféllen, als fehleranfillig hinsichtlich der korrekten Darstellung
des generellen Verlaufs der Amplituden. Erfahrungen zeigten, dass eine Dis-
kretisierung mit 20 Stiitzstellen pro Wellenldnge unter Verwendung linearer
Lagrange-Elemente auch fiir diese Félle ausreichend ist [56].

3.2.4 Zusammenfassung

Zusammenfassend kann somit ausgesagt werden, dass die zeitliche Diskre-
tisierung deutlich mehr Einfluss auf die H6he der numerischen Ddmpfung
ausiibt als die ortliche Diskretisierung. Dies stimmt auch mit den Ergebnissen
von Pankiewitz [3] {iberein. Bei hinreichend feiner Diskretisierung kann die
numerische Ddmpfung fiir die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Un-
tersuchungen generell als vernachldssigbar eingestuft werden. Aufgrund der
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3.2 Numerische Verluste

vorliegenden Ergebnisse ist es nicht zu erwarten, dass eine dreidimensionale
Berechnung nennenswerte Abweichungen von den hier vorgestellten Ergeb-
nissen liefert [56]. Auch in diesem Fall bleibt der Einfluss der zeitlichen Dis-
kretisierung zundchst unverdndert. Abweichend ist lediglich der Einfluss der
ortlichen Diskretisierung, welche sich dann iiber drei Raumdimensionen er-
streckt. Der Einfluss der Ortlichen Diskretisierung ist hier jedoch in der Regel
dullerst gering.

Hinsichtlich allgemeiner Modellierungsregeln sollte fiir die im Rahmen dieser
Arbeit untersuchten Fille beziiglich der zeitlichen Diskretisierung ein Grenz-
wert von At- f = 1.0-1072 nicht iiberschritten werden. Die 6rtliche Diskreti-
sierung sollte erfahrungsgemadlfd ca. zwanzig Stiitzstellen pro Wellenldnge un-
ter Verwendung linearer Lagrange-Elemente aufweisen, um eine ausreichen-
de Darstellung der Welle und ihrer Amplitude in allen Bereichen sicherzustel-
len [56] (vgl. hierzu auch Pankiewitz [3]).
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4 Validierung der Wellengleichung und
der Helmholtzgleichung

Im Rahmen dieses Kapitels wird zundchst der Einfluss verschiedener Terme
der Wellen- bzw. der Helmholtzgleichung auf die Vorhersage der akustischen
Wellenausbreitung analysiert. Ziel dieser Untersuchungen ist, die Anzahl der
Terme in der jeweiligen Gleichung soweit wie moglich zu reduzieren, um so
den Aufwand fiir die durchzufiihrenden Berechnungen zu minimieren, ohne
dadurch die Qualitdt der Ergebnisse zu beeintrachtigen. Die betrachteten Ter-
me beinhalten entweder Gradienten der mittleren Dichte und somit der Tem-
peratur oder beschreiben den Einfluss einer homogenen mittleren Geschwin-
digkeit.

AnschlieBend erfolgt, als Vorbereitung fiir die darauf folgenden Kapitel, ein
prinzipieller Einblick in die Modellierung von akustischen Verlusten mit Hilfe
der Wellen- bzw. der Helmholtzgleichung.

4.1 Dichtegradienten

4.1.1 Historische Entwicklung

Trotz langjdhriger Forschungsaktivititen hinsichtlich des Einflusses von
Dichte- bzw. Temperaturgradienten und ihrer Modellierung auf die konkre-
te Beschreibung der Wellenausbreitung bleiben viele Untersuchungen hierzu
nach wie vor auf generische, eindimensionale Anwendungsfélle beschréankt.
Griinde dafiir sind insbesondere die Anzahl und das komplexe Zusammen-
spiel verschiedener physikalischer Wirkmechanismen in diesem Bereich.

Bereits 1953 erfasste Chu [57] analytisch den Einfluss verschiedener Parame-
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4.1 Dichtegradienten

ter einer Flamme auf das akustische Feld. Er untersuchte eine eindimensio-
nale Warmefreisetzungszone vernachldssigbarer Dicke, bzw. eine sprunghaf-
te Anderung der ZustandsgréRen iiber der Flamme. Er wies jedoch auch auf
die damit zusammenhidngenden Vereinfachungen hin, wie zum Beispiel ei-
ne Vernachldssigung der Betrachtung detaillierter Prozesse und Interaktio-
nen, die insbesondere mit dem zeitlichen Verhalten einer Flamme einherge-
hen [57]. Wie spéter in deutlich vereinfachter Form auch Rienstra und Hirsch-
berg [34] stellte Chu, mit Bezug auf die Arbeiten von Rayleigh, zudem Uberle-
gungen zum Transmissions- und Reflexionsverhalten akustischer Wellen an
einer Flamme an. Er zeigte, dass unter obigen Annahmen der Einfluss der
Flamme auf das akustische Feld im Wesentlichen gleich dem einer sprung-
haften Temperaturdnderung ist [57].

Von unterschiedlichen Forschergruppen wurde in den darauf folgenden Jahr-
zehnten der Einfluss axialer Temperaturgradienten auf die Akustik intensiv
analysiert. Anfangs wurden dabei hdufig Effekte der mittleren Geschwindig-
keit noch vernachléssigt. Fiir die Untersuchungen wurde oft die Wellen- bzw.
die Helmholtzgleichung verwendet. Deren Losung erfolgte entweder analy-
tisch oder auch numerisch, z. B. mittels einer Runge-Kutta-Methode [58, 59]
oder einer Abwandlung der sogenannten WKB-Methode! [60] (vgl. [58, 61]).
Umurhan [61] entwickelte letztgenannten Ansatz weiter, um damit die akus-
tischen Eigenfunktionen eindimensionaler Brennkammern bei einer nahe-
zu beliebigen Warmefreisetzungsverteilung zu untersuchen. Im Gegensatz zu
vielen fritheren Autoren setzte er, mit Ausnahme von stationdrem Systemver-
halten und M < 1, keine weiteren wesentlichen Einschridnkungen hinsichtlich
der Gradienten der thermodynamischen Zustandsgroflen und des Geschwin-
digkeitsfeldes voraus [61].

Umfangreiche Forschungsaktivitdten hinsichtlich der analytischen und expe-
rimentellen Erfassung des Einflusses von Dichtegradienten auf die Wellenaus-
breitung fanden dariiber hinaus von der Forschergruppe um Zinn statt [58].
Sie entwickelten die sogenannte Impedance Tube Technique fiir Hochtempe-
ratursysteme und betrachten damit grolle Temperaturgradienten und auch

Die WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin)-Methode findet insbesondere in der Quantenmechanik Anwendung.
Mit ihr kénnen ndherungsweise Losungen mit variablen Koeffizienten erzielt werden [58].

49



Validierung der Wellengleichung und der Helmholtzgleichung

hohe Machzahlen, insbesondere vor dem Hintergrund der Raketentechnik
[58]. Des Weiteren entwickelten zum Beispiel Peat [62] sowie Munjal und Pra-
sad [63] unter anderem [64] analytisch hergeleitete Transfermatrizen weiter,
zur Beschreibung des Einflusses linearer Temperaturgradienten in Rohren, in-
klusive einer Berticksichtigung der mittleren Geschwindigkeit [58].

Seit ca. 1995 fanden von der Forschergruppe um Sujith umfangreiche analyti-
sche, aber auch numerische Studien im Frequenz- und im Zeitbereich zum
Einfluss und zur exakten Modellierung von Dichtegradienten statt. Diverse
Arbeiten wurden in diesem Rahmen beziiglich der exakten Losung eindimen-
sionaler Wellenfelder in Rohren vertffentlicht, u. a. unter dem Einfluss linea-
rer [58, 65-67], quadratischer [68], exponentieller [65-67] oder auch polyno-
mialer Temperaturprofile [69]. Weitere Untersuchungen fanden unter expli-
ziter Betrachtung von Dampfung [65], Querschnittsverdnderungen [70] und
mittlerer Geschwindigkeit [58] statt. 2001 zeigte Sujith, dass sich diese Ansitze
dazu eignen, die Wechselwirkungen zwischen Akustik und Warmefreisetzung,
unter gleichzeitiger Beriicksichtigung von Warmefreisetzungsschwankungen,
deutlich besser als bisher zumeist iiblich zu modellieren [66]. Spéter erfolgte
eine Erweiterung der Arbeiten auf einfache mehrdimensionale Betrachtungen
sowie auf die Untersuchung des Einflusses von Nichtlinearitdten [69, 71, 72]
und nicht normalem Verhalten [72].

Matveev und Culick [73] vertffentlichten zudem experimentelle Daten sowie
ein analytisches Modell beziiglich des Einflusses von Dichtegradienten auf die
thermoakustische Stabilitédt eines Rijke-Rohres. Sie zeigen, dass die korrekte
Modellierung des Dichtefeldes essentiell fiir die korrekte Vorhersage des ther-
moakustischen Verhaltens eines Systems ist. Dies steht im Einklang mit den
Aussagen verschiedener weiterer Autoren [66, 70, 74].

Trotz dieser und diverser weiterer Untersuchungen beziiglich des Einflusses
von Temperaturgradienten auf die Wellenausbreitung erfolgt nach wie vor die
Implementierung von Temperaturfeldern, in Zusammenhang mit der Bestim-
mung der thermoakustischen Stabilitdt von Systemen, bei vielen Modellen le-
diglich mittels einer Diskontinuitidt der Zustandsvariablen iiber der Warme-
freisetzungszone [74]. Dies gilt besonders fiir die in der Praxis hierfiir tibli-
chen Netzwerkmethoden [74]. Im Rahmen von CFD-Ansétzen sind solche Ef-
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4.1 Dichtegradienten

fekte hingegen in der Regel implizit enthalten. Dariiber hinaus wird in der
Literatur bei Netzwerkmodellen fiir solche Aufgabenstellungen nahezu aus-
schlieBlich die Wellen- bzw. Helmholtzgleichung fiir homogene Medien ver-
wendet, obwohl verschiedene Autoren empfehlen, hierfiir die erweiterten For-
men der Gleichungen fiir inhomogene Medien (z. B. Gleichung 2.13) anzu-
wenden [36, 74].

4.1.2 Dichtegradienten ohne Wiarmefreisetzung

Im Folgenden wird untersucht, inwiefern die Verwendung unterschiedlicher
Formen der Helmholtzgleichung einen Einfluss auf die Vorhersage der akus-
tischen Wellenausbreitung hat. Gleichung 2.21 (k*p + Ap = 0), die eigentliche
Helmholtzgleichung, wird dabei als Helmholtzgleichung fiir homogene Medi-
en bezeichnet. Die fouriertransformierte Form von Gleichung 2.13,

1
Eﬁ+pv(Evp):Q (4.1)

wird entsprechend Helmholtzgleichung fiir inhomogene Medien genannt.
Wirmefreisetzungseffekte werden zunédchst nicht berticksichtigt. Die Unter-
suchungen finden anhand eines zylindrischen Rohres statt®.

Die Anregung findet von der stromauf gelegenen Stirnfldche aus statt (vgl.
Tabelle 4.1), gemdl3: n-(1/pVp) = iwii. Am gegeniiberliegenden Rand wird
mittels einer Inpedanz-Randbedingung der Form n-(-1/pVp) —iwp/ Z = 0;
Z =pc(1+r)/(1-r) ein Reflexionsfaktor von r = 0.95 implementiert. Alle iib-
rigen Rdnder werden als schallhart modelliert (n-Vp = 0). Verglichen werden
stets die Spektren am Referenzpunkt x = 0.75 m auf der Mittelachse des Zylin-
ders. Betrachtet wird der relative Schalldruckpegel

AL, =Ly~ Ly min 4.2)

2Verschiedene Parameter des numerischen Modells sind in Tabelle 4.1 zusammengefasst.
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Geometrie

Form zylindrisches Rohrstiick (3D, [ =1m, D =0.1 m)
Gitter

Anzahl und Art der Elemente | 18631 Tetraeder

Diskretisierungsschema lineare Lagrange-Elemente

Solver

Software COMSOL MULTIPHYSICS (FEM, V 3.4., Acoustic Mode)
Art direkt, parametrisch, Frequenzbereich
Frequenzbereich f=10:1:1000Hz

Stoffwerte

Medium Luft (ideales Gas)

Randbedingungen

stromab (x =1m) Impedanz r = 0.95

stromauf (x =0m) Schnelleanregung

Tabelle 4.1: Parameter des FEM-Modells zur Untersuchung des Einflusses von
axialen Temperaturgradienten

tiber der Helmholtzzahl He= f-I/c (py = 20-107% Pa). Die Helmholtzzahl
ist hier auf den Durchmesser des Rohres und die Schallgeschwindigkeit fiir
T = 20° C bezogen. L, ;i entspricht in allen Auswertungen dem minima-
len Schalldruckpegel aus den Ergebnissen in Abschnitt 4.1.2.1 (vgl. Abbildung
4.1).

4.1.2.1 Homogenes Temperaturfeld

Als Referenz wird zunidchst der Fall ohne Dichtegradienten betrachtet, re-
spektive die Wellenausbreitung in einem homogenen ruhenden Medium (T =
20° C). Wie erwartet sind die Graphen in Abbildung 4.1 deckungsgleich. Beide
Gleichungen liefern hierfiir folglich ein identisches Ergebnis. Fiir beide Félle
ist eine regelmallige Abfolge von Druckspitzen und somit Resonanzfrequen-
zen zu erkennen. Aufgrund der Verluste am Rand weisen die Spitzen eine end-
liche Hohe auf.
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Abbildung 4.1: Spektren: homogenes Temperaturfeld

4.1.2.2 Axiale Dichtegradienten

In Anlehnung an, und auch zur Validierung der iiblichen Ansétze aus der Li-
teratur wird hinsichtlich der Betrachtung axialer Dichtegradienten nun zu-
nichst eine sprunghafte Anderung der Zustandsvariablen untersucht, respek-
tive ein Dichtesprung bei x = 0.4 m. Stromab und stromauf dieses Ortes sind
¢ und ¢ konstant. Die Temperatur dndert sich an der Sprungstelle schlagartig

von T; = 20° C auf T, = 1500° C. Warmeverluste an den Wianden werden nicht
berticksichtigt.

Aus Abbildung 4.2 ist zu erkennen, dass die Verwendung der unterschiedli-
chen Formen der Helmholtzgleichung hier zu deutlich unterschiedlichen Er-
gebnissen in der Vorhersage des akustischen Feldes fiihrt. Als Referenz ist in
Abbildung 4.2 zusétzlich nochmals das Spektrum fiir den Fall eines homoge-
nen, kalten Mediums gegeben. Auffillig sind zunédchst die unterschiedlichen
Eigenfrequenzen der drei betrachteten Fille. Im Vergleich zum homogenen,
kalten Medium liegen in den beiden anderen Féllen weniger Eigenfrequen-
zen vor. Dies ist unter anderem auf den Temperaturunterschied und die damit
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Abbildung 4.2: Spektren: inhomogenes Temperaturfeld, axialer Dichtesprung

verbundenen unterschiedlichen Wellenldngen zuriickzufiihren. Zudem findet
am Dichtegradienten eine teilweise Reflexion und Transmission der akusti-
schen Wellen statt. Diese wird durch die beiden unterschiedlichen Formen der
Helmholtzgleichung unterschiedlich quantifiziert. Bestdtigt wird dies durch
entsprechende Aussagen in der Literatur (vgl. Abschnitt 4.1.1) sowie durch
numerische Berechnungen von Wanke und Sattelmayer [74] (vgl. Abschnitt
4.1.3). Demnach fiihrt die Verwendung der Helmholtzgleichung fiir inhomo-
gene Medien im Vergleich zur Helmholtzgleichung fiir homogene Medien zu
einem zusitzlichen Term, der das Ergebnis wesentlich beeinflusst [74]:

1 1
k2ﬁ+,6v-(EVﬁ):kZﬁ+pV5Vﬁ+Aﬁ:0. (4.3)

Dies resultiert u. U. in der Vorhersage eines unterschiedlichen Energiehaus-
halts im betrachteten System bei Verwendung der beiden unterschiedlichen
Gleichungen. Ein ursédchlicher Einfluss der Numerik auf das Ergebnis kann
dabei ausgeschlossen werden (vgl. hierzu auch Wanke und Sattelmayer [74]
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4.1 Dichtegradienten

bzw. die dazu ergdnzenden Analysen in Abschnitt 4.1.3).

Somit ldsst sich aussagen, dass bereits ohne Warmequellen deutliche Abwei-
chungen in den Ergebnissen bei Verwendung der beiden unterschiedlichen
Arten der Helmholtzgleichung zu erkennen sind. Diese beziehen sich insbe-
sondere auf die Eigenfrequenzen, aber u.U. auch auf die im System enthalte-
ne, akustische Energie.

4.1.2.3 Radiale Dichtegradienten

Ergdnzend werden im Folgenden radiale Dichtegradienten untersucht. Sie bil-
den sich zum Beispiel an gekiihlten oder auch nicht isolierten (nicht adiaba-
ten) Wianden aus. Man spricht dann von Wandgrenzschichten. Diese sind in
der Regel klein im Vergleich zu den Abmessungen der betrachteten Geome-
trie. In der Akustik werden sie deshalb zumeist vernachléssigt. Die zugehori-
gen Gradienten verlaufen iiblicherweise exponentiell.

Um den Einfluss radialer Dichtegradienten auf die Akustik zu untersu-
chen, wird im Folgenden die Approximation eines turbulenten Geschwindig-
keitsprofils zur Modellierung eines entsprechenden Temperaturprofils ver-
wendet [75], gemal [76]:

T=Q0=R/Rpu) " (Ty—Ty,) + Typ. (4.4)

R ist der Radius des Rohres, T, = 100° C die Kerntemperatur im Medium
und T, = 20° C die Wandtemperatur. Die Umrechnung der Temperatur in die
Dichte erfolgt mittels der Idealgasgleichung; die Bestimmung der Schallge-
schwindigkeit mit Hilfe deren Definition ¢ = \/x p/p. Um das Berechnungsgit-
ter am Rand, zur Auflésung des Gradienten, entsprechend stark verfeinern zu
konnen, wird die Untersuchung auf eine zweidimensionale, achsensymmetri-
sche Betrachtung reduziert. Das Berechnungsgitter umfasst 100069 dreieckige
Elemente. Zur ortlichen Diskretisierung werden lineare Lagrange-Elemente
verwendet.
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Abbildung 4.3: Spektrum: inhomogenes Temperaturfeld, radialer Dichtegra-
dient

Aus Abbildung 4.3 erkennt man, dass die Wandgrenzschicht einen dampfen-
den Einfluss auf das akustische System ausiibt. Folglich sind auch die Reso-
nanzfrequenzen leicht verschoben im Vergleich zum ebenfalls dargestellten
Fall eines homogenen, heilen Mediums. Beide Varianten der Helmholtzglei-
chung fiihren hier aber zu nahezu identischen Ergebnissen.

In Abbildung 4.3 ist zudem das Resultat einer alternativen Berechnung des
Einflusses einer Wandgrenzschicht dargestellt. Dieser Ansatz ermdoglicht,
durch die Verwendung einer effektiven Temperatur, den enormen Berech-
nungsaufwand aufgrund des Auflosens der Wandgrenzschicht zu umgehen.
Gleichzeitig kann er einen entscheidenen Beitrag zur Verbesserung von Netz-
werkmodellen liefern, bei ebenfalls nahezu vernachldssigbarem, zusitzlichen
Modellierungsaufwand. Die Bestimmung von T,y erfolgt hier mittels einer
Integration des Temperaturprofils tiber eine Querschnittsebene und einer an-
schlieBenden Division durch die Flache. T, = 85°C wird nun als Ersatztem-
peratur eines homogenen Mediums verwendet. Fiir den betrachteten Fall re-
sultiert daraus ein identisches Spektrum wie im Rahmen der expliziten Mo-
dellierung des Gradienten.
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4.1 Dichtegradienten

4.1.3 Einfluss der Modellierung axialer Dichtegradienten auf thermoakus-
tische Systeme

Ziel der folgenden Untersuchungen ist es herauszuarbeiten, welche Unter-
schiede sich in der Vorhersage der thermoakustischen Stabilitidt von Verbren-
nungssystemen durch die Verwendung der beiden unterschiedlichen Arten
der Wellengleichung (Gleichung 2.13 und Gleichung 2.14) ergeben. Die Ana-
lyse erfolgt mit Hilfe der in Abschnitt 1.3 vorgestellten Berechnungmethode
nach Pankiewitz [3] anhand eines einfachen, zylindrischen Rohres. Die darin
enthaltene Warmefreisetzungszone kann hinsichtlich ihrer axialen Ausdeh-
nung als kompakt bezeichnet werden. Einfliisse einer mittleren Geschwindig-
keit werden nicht betrachtet.

Wanke und Sattelmayer [74] zeigten fiir den in der Literatur iiblichen Fall ei-
ner sprunghaften Dichtednderung, dass durch die Verwendung der Wellen-
gleichung fiir homogene Medien anstelle der Wellengleichung fiir inhomoge-
ne Medien deutliche Unterschiede in der Vorhersage der thermoakustischen
Stabilitdt des betrachteten Systems resultieren. Die Neigung zu einem ther-
moakustisch instabilen Verhalten ist demnach bei der Verwendung der Wel-
lengleichung fiirinhomogene Medien deutlich starker ausgepréigt. Um die All-
gemeingiiltigkeit dieser Aussagen zu priifen und um zu belegen, dass sie auch
fiir ausgedehnte akustisch kompakte Flammen gelten, werden entsprechende
Untersuchungen nun nochmals fiir einen kontinuierlichen sowie insgesamt
deutlich flacheren Dichtegradienten durchgeftihrt.

Zundchst erfolgt eine Entdimensionierung des Modells (Index E) [3, 74]. Die
Referenzgroflen (charakteristische Lange [y, charakteristische Geschwindig-
keit uy und charakteristische Impedanz Z;) beziehen sich auf die Eingangs-
groflen bzw. im Fall der charakteristischen Lange auf den Durchmesser des
betrachteten Rohres. Mit Ausnahme des Interaktionsindexes n entsprechen
die verwendeten Werte den jeweiligen Angaben in [74]. Die mittlere Dichte pg
und die mittlere Schallgeschwindigkeit ¢z sind nun nicht mehr abschnittswei-
se konstant, sondern folgen den Gleichungen:

pr =—0.335tanh(30(xg — 1)) + 0.665, (4.5)
cg =2.015—(—0.35tanh(30(xg — 1)) + 0.665). (4.6)
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Abbildung 4.4: Axialer Dichtegradient in der zylindrischen Rohrgeometrie

In Abbildung 4.4 ist der entsprechende Verlauf des mittleren Dichtegradien-
ten tiber dem Ort dargestellt. Die Warmefreisetzungszone erstreckt sich in
der an sich zylindrischen Geometrie (I = 3, Dg = 1) scheibenférmig von
xg = 1 bis xg = 1.1. Zur Modellierung der Warmefreisetzung wird das in Kapi-
tel 1 beschriebene n—7-Modell verwendet. Als Referenzpunkt dient ein Punkt
auf der Mittelachse (xg = 0.85). Beziiglich des verwendeten Warmefreiset-
zungsmodells wird pu = 0.75 (Sattigungsparameter) und n = 30 (Interaktions-
index) gewéihltg. Weitere Parameter sind Tabelle 4.2 zu entnehmen. An den
stirnseitigen Rdndern des Berechnungsgebiets sind Verlustrandbedingungen
implementiert gemaR Gleichung 1.6 (stromauf: K = 0.1, stromab: K = 0.3).
Die Anregung des Systems erfolgt mittels einer zufélligen Anfangsverteilung
des Schalldrucks. Mit Hilfe dieses Modells werden transiente Simulationen
des thermoakustischen Stabilitdtsverhaltens durchgefiihrt. Variiert wird ne-
ben der verwendeten Gleichungsart (Gleichung 2.13 bzw. Gleichung 2.14, je-

37 ist hier deutlich kleiner als in Wanke und Sattelmayer [74] (n = 100), um so die durch die Flamme ins
System eingebrachte Energie zu reduzieren. Diese ist aber nach wie vor, auch aufgrund der recht willkiirlichen
Wahlvon wg g = 5, recht hoch, wie insbesondere anhand der maximalen Amplituden der Schnelleschwankungen
in der Sittigung zu erkennen. Die generellen Aussagen im Rahmen dieses Kapitels dndern sich dadurch jedoch
nicht.
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Geometrie

Form zylindrisches Rohrstiick (3D, Ig =3, Dg =1)
Gitter

Anzahl und Art der Elemente | 56060 Tetraeder
Diskretisierungsschema lineare Lagrange-Elemente
Solver

Software COMSOL MULTIPHYSICS (FEM)
Art direkt, Zeitbereich

Maximale Ordnung des BDF | 2

Stoffwerte

Medium Luft (ideales Gas)

Tabelle 4.2: Parameter des FEM-Modells zur Untersuchung des Einflusses von
axialen Temperaturgradienten auf eine Stabilitdtsvorhersage

weils mit Warmefreisetzung gemaly Gleichung 2.15) lediglich der Zeitverzug
TE.

In der Stabilitédtskarte (Abbildung 4.5) sind fiir verschiedene Zeitverziige 7 die
jeweils dominierenden Frequenzen dargestellt. Sie werden aus den Zeitreihen
mittels einer Fast-Fourier-Transformation [77] ermittelt. Zusidtzlich sind die
zugehorigen Modenformen gezeigt. Die horizontalen Linien reprédsentieren
die Lage der Eigenfrequenzen der betrachteten Geometrie ohne Warmefrei-
setzung, jedoch mit inhomogener Temperaturverteilung. Sie wurden mittels
eines Eigenwertmodells berechnet unter Verwendung der entsprechenden
Gleichung fiir inhomogene Medien auf Basis der Konfiguration aus [74]. Die
Bereiche zwischen den vertikalen Linien markieren ndherungsweise die un-
terschiedlichen Moden, die sich aus den Zeitbereichsrechnungen ergeben®.

Aus Abbildung 4.5 ist zu erkennen, dass die daraus resultierenden Frequen-
zen und Modenformen bei Verwendung der beiden unterschiedlichen Arten
der Wellengleichung weitgehend sehr dhnlich sind. Die dominierenden Fre-
quenzen sind aber bei Verwendung der Wellengleichung fiir homogene Medi-
en stets etwas hoher. Im Bereich 75 = 1.6 bis 7 = 2.0 existieren jedoch zusitz-
lich entscheidende Unterschiede hinsichtlich des prognostizierten Stabilitéts-

4Die Form der Moden wird mittels der Notation (k, I, m) beschrieben. k bezeichnet die Ordnung der longitu-
dinalen, ! die Ordnung der transversalen und m die Ordnung der radialen Moden.
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Abbildung 4.5: Stabilitdtskarte

verhaltens des betrachteten Systems. Bei Verwendung der Wellengleichung
fiir homogene Medien wird in diesem Intervall ein stabiles Systemverhalten
vorhergesagt. Die Anfangsstorungen klingen folglich mit der Zeit ab. Zudem
weichen in diesem Bereich die vorhergesagten Modenformen deutlich von-
einander ab, wie anhand der hier im System dominierenden Frequenzen er-
sichtlich. Die (1,0,0)-Mode dominiert folglich nur bei Verwendung der Wellen-
gleichung fiirinhomogene Medien. Dies begriindet sich jedoch darin, dass im
Fall der Wellengleichung fiir homogene Medien, aufgrund des stabilen Verhal-
tens des Gesamtsystems, die einzelnen Modenanteile im verwendeten Spek-
trum kaum mehr explizit detektiert werden kénnen. Die Abweichungen hin-
sichtlich der Modenformen im Bereich 7 = 1.6 bis 75 = 2.0 sind folglich als
unbedenklich einzustufen.

Obige Aussagen beziiglich des Stabilitdtsverhaltens werden durch eine Be-
trachtung der maximalen Amplituden im Grenzzyklus bestétigt (Abbildung
4.6). Zudem ist aus Abbildung 4.6 zu erkennen, dass die maximalen Ampli-
tuden der Schnelleschwankungen bei Verwendung der Wellengleichung fiir
inhomogene Medien stets deutlich héher sind. Eigentlich sind diese jedoch
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Abbildung 4.6: Maximale Amplituden von uj, ;. (T = 0.8)

durch die Verwendung von Gleichung 1.5 auf einen fixen Wert limitiert. Der
Unterschied ist mit Hilfe der akustischen Energie im System zu erkldren [3,74]:
Solange keine Sdttigung vorliegt, wachsen sowohl der akustische Energie-
strom aufgrund der Wirmefreisetzung E;, als auch die Verluste E,,,°, die im
vorliegenden Fall aus Transmission und Dissipation an der Ein- und der Aus-
lassrandbedingung resultieren, quadratisch mit dem akustischen Druck an.
Sobald Sittigungseffekte auftreten, wichst E;, nur noch linear, wihrend die
Verluste nach wie vor quadratisch steigen. Ein Grenzzyklus wird hier folglich
erreicht, sobald die akustische Energie aus der Warmefreisetzung die an den
Rédndern des Systems abgegebene akustische Energie ausbalanciert. Wie weit
die Amplituden nach dem Einsetzen von Sittigungseffekten noch anwachsen,
hingt von der Differenz zwischen E;, und E,,; zu diesem Zeitpunkt ab. Diese
Differenz wird durch die Wachstumsraten bestimmt (vgl. Abbildung 4.7).

Die Wachstumsraten konnen aus den einzelnen Zeitreihen mittels einer
Hilbert-Transformation bestimmt werden (vgl. Abbildung 4.7). Negative
Wachstumsraten weisen auf stabile Moden hin, respektive ein stabiles Verhal-

5Sie sind jeweils iiber eine oder mehrere Perioden gemittelt.
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Abbildung 4.7: Verlauf der Schnelleschwankungen iiber der Zeit

ten des an sich linearen Gesamtsystems. In Ubereinstimmung mit den Ergeb-
nissen aus Abbildung 4.5 werden im Bereich 7y = 1.6 bis 75 = 2.0 (im Wesentli-
chen) negative Wachstumsraten und somit ein unterschiedliches Systemver-
halten bei Verwendung der beiden unterschiedlichen Gleichungen vorherge-
sagt. Abweichungen davon sind auf die oben beschriebenen Auswerteproble-
me im Fall eines stabilen Gesamtverhaltens zuriickzufiihren. Aullerhalb die-
ses Bereichs liegen ausschliel3lich positive Wachstumsraten vor und somit ein
thermoakustisch instabiles Verhalten des betrachteten Gesamtsystems.

Zusammenfassend kann durch die vorliegenden Ergebnisse auf Basis explizit
modellierter Dichtegradienten bestétigt werden, dass das Verhalten von akus-
tischen Systemen mit Verbrennung als zu stabil vorhergesagt wird, wenn die
Wellengleichung fiir homogene Medien verwendet wird [74]. Gemalf3 [74] sind
die Unterschiede in den Ergebnissen im Wesentlichen auf einen zusitzlichen
Term zuriickzufiihren, der im Rahmen der Wellengleichgung fiir inhomogene
Medien im Vergleich zur Wellengleichung fiir homogene Medien berticksich-
tigt wird. Dieser Term hat die Gr6Renordnung der Warmefreisetzung und iibt
somit einen entsprechend starken Einfluss aus.
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Abbildung 4.8: Wachstumsraten

4.2 Mittlere Geschwindigkeit

Mit Hilfe der Wellen- bzw. der Helmholtzgleichung ist eine Betrachtung des
Einflusses von Geschwindigkeitsgradienten nicht moéglich. Dies unterscheidet
sie von den linearisierten Eulergleichungen, aus denen sie unter Annahme ei-
nes homogenen mittleren Geschwindigkeits- und Druckfelds abgeleitet wer-
den (vgl. Kapitel 2). Unter Verwendung der konvektiven Wellen- bzw. Helm-
holtzgleichung kann jedoch der Einfluss eines homogenen Geschwindigkeits-
felds auf die Akustik beschrieben werden. Ein solches existiert in der Regel je-
doch nur im Rahmen stark idealisierter Systeme, in denen insbesondere keine
Wiarmefreisetzung stattfindet. Gemafd Abschnitt 2.7.2 resultiert aus der Ver-
wendung der konvektiven Helmholtzgleichung anstelle der linearisierten Eul-
ergleichungen im Wesentlichen zundchst eine Vernachldssigung von Damp-
fungseffekten (vgl. hierzu auch Pieringer [78]).

Bei vielen industriellen Feuerungssystemen, wie z. B. auch bei Gasturbinen,
findet die Verbrennung bei dulerst niedrigen Machzahlen statt. Deshalb wird
in diesen Féllen der Einfluss einer mittleren Geschwindigkeit auf die Akustik
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in der Literatur hdufig komplett vernachléssigt. Die damit verbundenen Ver-
einfachungen und ihre Auswirkungen werden im Folgenden analysiert.

Ausgangspunkt dafiir ist die konvektive Helmholtzgleichung. Sie ldsst sich
unter Annahme konstanter mittlerer Geschwindigkeit fiir eindimensionale
Félle beispielsweise aus der iiblichen Form der Helmholtzgleichung (Glei-
chung 2.21) mittels einer Koordinatentransformation zwischen einem orts-
festen und einem bewegten Koordinatensystem herleiten [8, 18]. Dargestellt
in der tiblichen Form der Helmholtzgleichung beinhaltet sie eine modifizier-
te Wellenzahl, hier k* genannt, die von der mittleren Geschwindigkeit & ab-
hingt, gemal:

wl/c k

ki=4+ + =+ .
1+M 1+M

w
- ctu

(4.7)

k* unterscheidet sich fiir die stromauf (+) und die stromab (-) laufende Wel-
le. Die Abweichungen zum nicht durchstromten Fall skalieren direkt mit der
Machzahl. Die entsprechende Transfermatrix in fg-Notation fiir ein verlust-
freies Rohr lautet [18]:

(fd)_ e 0 (f) ws)
ga) | 0o e |\gu ) '

Eine Vernachlédssigung der mittleren Stromung in der Helmholtz- oder auch
der Wellengleichung wirkt sich demnach nicht auf die Schwingungsamplitu-
den aus. Sie beeinflusst jedoch die Ausbreitungsgeschwindigkeit, so dass sich
die Wellen, je nach Ausbreitungsrichtung, im Vergleich zum ruhenden Me-
dium verzogert bzw. beschleunigt fortbewegen. Wahlt man beliebige Reflexi-
onsfaktoren r, und r; an den Rindern stromauf bzw. stromab, 16st die ent-
sprechenden Gleichungen jeweils nach f{ auf und setzt sie dann zueinander
ins Verhiltnis, so folgt:

fa _ s . 8d (4.9)

fu - rura gu.
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4.2 Mittlere Geschwindigkeit

Zusammen mit Gleichung 4.8 kann daraus folgender Zusammenhang fiir die
Kreisfrequenz w abgeleitet werden:

c? — it

. (4.10)
2AXC

w = —(n(r,) +In(ry))

Daraus wird ersichtlich, dass sich die Frequenz aufgrund der Existenz des ho-
mogenen Geschwindigkeitsfelds nur geringfiigig verringert. Fiir kleine Mach-
zahlen, wie sie in Gasturbinenbrennkammern vorherrschen, ist dieser Ein-
fluss von & im Vergleich zur Schallgeschwindigkeit ¢ meist vernachlédssigbar.

Durch die Existenz der mittleren Geschwindigkeit ist, wie oben beschrie-
ben, jedoch die Form der Wellen verschoben, was zu einer Verschiebung der
Schwankungsknoten und -bauche fiihrt. Uber die Phasenlage der Schwan-
kungen kann dies wiederum Einfluss auf die thermoakustische Instabilitdt des
Systems haben.

Trotzdem scheint die Verwendung der Helmholtzgleichung ohne konvektive
Terme, in Ubereinstimmung mit der allgemeinen Praxis in der Literatur, fiir
die hier betrachteten Anwendungsfille bei sehr niedrigen Machzahlen zulés-
sig. Wie oben bereits erwédhnt, beschrankt sich hier der Unterschied in der
Verwendung der konvektiven Helmholtzgleichung anstelle der linearisierten
Eulergleichungen lediglich auf eine Vernachldssigung von Dampfungseffek-
ten. Eine Moglichkeit, auch diese ndherungsweise mittels der Helmholtz- bzw.
Wellengleichung zu erfassen, wird in Abschnitt 4.3 und insbesondere in Kapi-
tel 5 vorgestellt werden.
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4.3 Moglichkeiten der Implementierung akustischer Verluste

Akustische Verluste konnen unter Verwendung der an sich verlustfreien
Wellen- bzw. Helmholtzgleichung generell auf zwei verschiedene Arten erfasst
werden [37]: durch direkte Implementierung eines Verlustterms in die jewei-
lige Gleichung oder alternativ mittels einer komplexen Wellenzahl. Letztge-
nannte Methode ist jedoch auf den Frequenzbereich, respektive die Verwen-
dung der Helmholtzgleichung, beschrankt.

4.3.1 Direkte Implementierung eines Verlustterms

Prinzipiell ldsst sich akustische Dampfung durch verschiedene Varianten ei-
nes Verlustterms mittels der an sich isentropen Wellen- bzw. Helmholtzglei-
chung erfassen [34, 43,79, 80] (vgl. hierzu auch Abschnitt 2.7). Entscheidend
fiir die Form des Verlustterms ist dabei der jeweils zugrunde liegende phy-
sikalische Wirkmechanismus. Fiir die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten
Aufgabenstellungen wird in der Literatur iiblicherweise ein Ansatz verwendet,
bei welchem eine lineare Abhédngigkeit der Dampfung von der Frequenz be-
steht [80]. Realisiert wird dies in der Regel mittels einer zeitlichen Ableitung
erster Ordnung der Druckschwankung, gemaR:

162’9! apl

— d —Ap' =0, 4.11
2o Yo °P (411
wz

mit d > 0. Die daraus resultierende akustische Dampfung ist {iber weite Be-
reiche unabhingig von der Frequenz (vgl. Abbildung 4.9). Fiir f = 0 liegt je-
doch keine Dadmpfung vor, da fiir w = 0 der Ddmpfungsterm gegen Null strebt
und damit Gleichung 4.12 in die Form der ungeddmpften Gleichungsvarian-
te tibergeht (vgl. Abschnitt 4.3.2). Eine Umkehr der Vorzeichen der Damp-
fungsterme in den Gleichungen 4.11 und 4.12 resultiert in einer Anfachung
der akustischen Schwankungsgrof3en anstelle einer Ddmpfung.
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4.3.2 Komplexe Wellenzahl

Gemadl Kinsler et al. [37] kann die Realisierung einer gedampften Form der
Helmbholtzgleichung auch unter Verwendung einer komplexen Wellenzahl er-
folgen. Im ungeddmpften Fall ist die Wellenzahl real und berechnet sich bei
Vernachlédssigung einer mittleren Geschwindigkeit gemall k = w/c. Die Be-
trachtung einer komplexen Wellenzahl ist dquivalent zu der eines Damp-
fungsterms in der Helmholtzgleichung (vgl. Abschnitt 4.3.1). Dazu wird zu-
ndchst, neben der zeitharmonischen Annahme in Gleichung 4.12, zuséatzlich
die Annahme ortsharmonischer Schwingungen getroffen, gemaQ:

p=Pe '™, (4.13)
Damit folgt aus Gleichung 4.12
wz
= iod—k*=0. (4.14)

Lost man Gleichung 4.14 nach der Wellenzahl k, so resultiert ein komplex-
wertiger Term (Gleichung 4.15). Die Dadmpfung ist nach der hier verwendeten
Konvention im Imagindrteil der Wellenzahl enthalten. Zur exakten Bestim-
mung des Imagindr- und des Realteils der Wellenzahl wird k gemal folgen-

dem Ansatz zerlegt:
a)z
k=1\— —iwd=Rk) +iS(k), (4.15)
c

2

R +2iRDS(K) - S(K) = = — iwd. (4.16)
c
Nach einer Separation der realen und der imagindren Anteile resultiert:

2

R(K)? - S(k)2 = = (4.17)
c
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sowie
2IR(K)S(k) = —wdi. (4.18)

Fiir den Imaginérteil S (k) folgt:

S(k) = ——— (4.19)

sowie fiir den zugehorigen Realteil R (k) nach Einsetzen von Gleichung 4.19 in
Gleichung 4.17:

2
R(k) = + %(%i d2+w—) (4.20)

Der Realteil der Wellenzahl R (k) hidngt folglich auf komplexe Art und Weise
von der Frequenz ab. Fiir den Fall sehr kleiner Dampfung (d — 0) reduziert
sich R(k), aufgrund der unterschiedlichen Vorzeichen, auf (k) = +0 bzw. auf
R(k) = tw/c. (k) strebt dann gegen Null, was schlieflich zum ungeddmpften
Fall fiihrt.

Ein Vergleich zwischen Ergebnissen dieser analytischen Betrachtung und
den entsprechenden numerischen Ergebnissen (vgl. Abschnitt 4.3.1) ist in
Abbildung 4.9 dargestellt. Die numerische Untersuchung des Dampfungs-
verhaltens erfolgt anhand eines eindimensionalen Modells im Frequenzbe-
reich (T = 20° C). Die Anregung findet von der linken Randbedingung aus
statt (stromauf), parametrisch fiir das Frequenzintervall f =1:1:2000 Hz.
Stromab ist eine nicht reflektierende Randbedingung implementiert. Die oOrt-
liche Diskretisierung umfasst fiir alle Frequenzen 50 Stiitzstellen der kleinsten
betrachteten Wellenlidnge A, . = Aso00 2 basierend auf linearen Lagrange-
Elementen. Der Vergleich der beiden Ansitze findet anhand des Referenz-
punktes x = 41y, . statt. In Abbildung 4.9 ist der Verlauf der Druckschwan-
kungsamplituden, normiert auf die Anregungsamplitude, iiber der Helm-
holtzzahl gezeigt. Ein Wert von Eins auf der Ordinate entspricht folglich
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Abbildung 4.9: Frequenzverhalten der Dadmpfung

dem Ergebnis eines ungeddampften Systems. Je kleiner |p|/|p,,|, desto grofSer
ist der Einfluss der Ddmpfung. Die charakteristische Lidnge zur Berechnung
der Helmholtzzahl entspricht der Linge des Berechnungsgebiets, respektive
sechs Wellenldngen der Frequenz f = 2000 Hz.

Die resultierenden Graphen verhalten sich sehr dhnlich. Beide weisen fiir eine
Frequenz groller f =200 Hz (He > 1) ein frequenzunabhédngiges Dampfungs-
verhalten auf. Unterhalb dieser Grenzfrequenz streben sie rasch gegen Null
(verlustfreie Varianten). Der Bereich konstanter Dampfung wird etwas schnel-
ler durch den analytischen Ansatz erreicht. Die Ergebnisse des numerischen
Verfahrens weisen im sehr niederfrequenten Bereich leichte Schwankungen
auf. Dies ist auf die Verwendung eines endlich langen Berechnungsgebiets zu-
riickzufiihren. Fiir grof3e Frequenzen kann die Wellenlidnge darin nicht mehr
ausreichend abgebildet werden. Es resultieren Abschneideeffekte, welche sich
in entsprechenden Schwankungen der Graphen ausdriicken.
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Zusammenfassend konnen zwei wichtige Schliisse aus Abbildung 4.9 gezogen
werden:

 Der klassische Dampfungsansatz fiihrt fiir grofe Helmholtzzahlen
(He > 1) zu einer von der Helmholtzzahl unabhédngigen Ddmpfung der
Wellenausbreitung.

 Fiir He < 1 bricht die Ddmpfung zusammen. Dieser Frequenzbereich ist
aber fiir die Analyse von Brennkammerschwingungen nicht relevant.

4.4 Zusammenfassung

Zusammenfassend ergibt sich fiir die Untersuchungen im Rahmen dieses Ka-
pitels, dass die Gradienten der mittleren Dichte durchaus in der Wellen- bzw.
der Helmholtzgleichung betrachtet und auch explizit modelliert werden mdis-
sen, um die thermoakustische Stabilitdt von Brennkammern méglichst genau
vorhersagen zu konnen.

Konvektive Terme kénnen hier aufgrund der geringen Machzahlen in erster
Néherung vernachlédssigt werden. Der Einfluss der mittleren Geschwindigkeit
auf die akustische Energie im System wird im Rahmen von Kapitel 5 noch ge-
nauer betrachtet werden.

Akustische Verluste konnen generell auf verschiedenen Wegen mittels der
an sich verlustfreien Wellen- bzw. Helmholtzgleichung erfasst werden. Im
hier betrachteten Fall ist das Frequenzverhalten des zusidtzlichen Ddmpfungs-
terms oberhalb einer kritischen Helmholtzzahl frequenzunabhingig. Die nu-
merischen Rechnungen geben die analytische Losung fiir einen Testfall gut
wieder.
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5 Akustische Verluste in der Helmholtz-
und der Wellengleichung

Aus Abschnitt 2.7 wird ersichtlich, dass bereits bei vermeindlich einfachen
geometrischen Konfigurationen komplexe Interaktionen zwischen Schall-
und Stromungsfeld auftreten konnen'. Detailliert kénnen solche Wechselwir-
kungen nur mittels CFD-Rechnungen aufgel6st werden. Bei Verwendung der
Wellen- bzw. der Helmholtzgleichung muss zunéchst ein entsprechender Ver-
lustterm hergeleitet werden, der diese Effekte beschreibt. Eine exakte (drei-
dimensionale) Losung von Gleichung 2.54 beispielsweise ist aber enorm auf-
wendig wegen der Vielzahl der zu berticksichtigenden Einzelterme. Aufgrund
des hohen Speicher-, Leistungs- und Rechenzeitbedarfs wiirde eine solche
Vorgehensweise zudem generell der Idee eines Auslegungswerkzeuges wider-
sprechen. Bestehende Ansdtze zur Losung des Problems beschridnken sich da-
her vornehmlich auf den Frequenzbereich, zumeist auf eine integrale Darstel-
lung des Transferverhaltens eines akustischen Elements (vgl. [42,82-84]). Fiir
praktische Anwendungsfélle erwies sich hierfiir haufig das [ —{-Modell als be-
sonders geeignet (Gleichung 2.30) [8-10, 18].

Im Folgenden wird ein alternatives Modell hergeleitet, das erlaubt, akustische
Verluste, die bei der Durchstrémung von Brennkammerkomponenten entste-
hen, ndherungsweise mittels der Helmholtz-, aber auch der Wellengleichung
lokal zu erfassen. Die Validierung des neuartigen Ansatzes erfolgt im Fre-
quenzbereich gegen analytische bzw. experimentelle Daten. Zundchst wird
ein eindimensionaler, spdter komplexe dreidimensionale Testfdlle betrachtet.

!Interessante Einblicke hierzu sind auch dem 2D-Ansatz von Kierkegaard [81] basierend auf den linearisierten
Navier-Stokes-Gleichungen (unter Verwendung von COMSOL MULTIPHYSICS) zu entnehmen.
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5.1 Eindimensionale Verlustbetrachtung

5.1.1 Herleitung des eindimensionalen Verlustterms

Ausgangspunkt ist wie beim /—{-Modell die Definition des stromungsmecha-
nischen Totaldruckverlusts in einer inkompressiblen Stromung:

THe (5.1)

Diese Beziehung erlaubt die ndherungsweise Quantifizierung von Stol3verlus-
ten im Stromungsfeld, die zum Beispiel an Querschnittsspriingen und da-
mit auch bei der Durchstromung von Brennkammerkomponenten auftre-
ten. Nach einer Linearisierung resultiert daraus, unter Vernachldssigung von
Termen hoherer Ordnung und der Annahme kleiner Machzahlen, ein Aus-
druck zur Bestimmung des entsprechenden integralen akustischen Verlusts
Apy, [85]:

Apy = —piguid. (5.2)

Zur ndherungsweisen Quantifizierung des Energieanteils, der von der akusti-
schen Mode an die Vorticity-Mode iibergeht, werden die beiden Verlustterme
(Gleichung 5.2 und Gleichung 5.1) zueinander ins Verhdltnis gesetzt [85]:

o
y el

Apl, =
Pv i

u. (5.3)
Der integrale akustische Totaldruckverlust Ap;, zwischen den zwei Referenz-
punkten 1 und 2 hidngt folglich auch hier sowohl von mittleren, stromungsme-
chanischen (Ap;, it;) als auch von akustischen Grof3en (u]) ab. Um die akusti-
schen Verluste lokal bestimmen zu konnen, wird Gleichung 5.3 auf ein infini-
tesimal kleines Element bezogen.
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5.1 Eindimensionale Verlustbetrachtung

Man erhalt fiir den eindimensionalen Fall:

GPQ/ apt
— VYt 5.4
0x ax uu (54)

Analog zur generellen Vorgehensweise von Rienstra und Hirschberg [34] oder
auch Ehrenfried [35] erfolgt damit ein Ubergang von der Betrachtung entlang
eines Stromfadens in eine kartesische Betrachtungsweise.

Die Form des akustischen Verlustterms in Gleichung 5.4 entspricht prinzipi-
ell jener, die ein entsprechender Term in der linearisierten Impulsgleichung
bzw. ihrer vereinfachten Form, der linearisierten Eulergleichung® annehmen
wiirde:

ou  __ ,_ou ,

pE+pV-(uu)+Vp :pE+th=0. (5.5)
Anwendung findet dabei der linearisierte Totaldruck: p, = p’+ piiu’. Der Term
pV - (au) beschreibt die Reynoldschen Schubspannungen?®. Im Rahmen eines
mathematisch exakten Ansatzes resultiert daraus z. B. die in Kapitel 2.7 vor-
gestellte Form der verlustbehafteten Wellengleichung nach Howe [34, 43], ba-
sierend auf der Wirbelstidrke w. Vor dem Hintergrund der Entwicklung eines
Auslegungswerkzeugs wird hier jedoch ein neuartiger, ingenieurméafRiger Weg
beschritten [85]. Der neu hergeleitete Term entspricht jedoch auch hier einem
zusdtzlichen, ,akustischen” Druckgradienten in der Impulsgleichung, basie-
rend auf dem dynamischen Druckanteil.

Zundchst wird der eindimensionale Fall betrachtet. Um die korrekte Notation
und Einheit der Wellen- bzw. der Helmholtzgleichung zu erhalten, wird die
Divergenz von Gleichung 5.4 gebildet [34]:

(5.6)

0x2 ox\ oxa )

2Gradienten des mittleren Drucks werden dabei vernachlissigt.
3Fiir diese Studie wird ein homogenes Medium vorausgesetzt.

73



Akustische Verluste in der Helmholtz- und der Wellengleichung

Differenziert man Gleichung 5.6 unter Anwendung der Produktregel aus, so
erhélt man streng formal:

2,/ 2 — _ — /
6pv_2 0°p;1 , 0p; 0 (l)u,_i_éptldu). 5.7)

ox2 ~ “\ox2 @ oxodx\a) ~ ox @dx

Dabei sind jedoch diverse Vereinfachungen moglich: Der erste Term be-
schreibt den Einfluss der Krimmung des stromungsmechanischen Total-
druckgradienten auf die akustische Ddmpfung. Er kann in erster Ndherung
vernachldssigt werden [85]. Der zweite Term wird ebenfalls vernachléssigt
[85]. Somit folgt fiir den akustischen Verlustterm bei eindimensionaler Be-
trachtung:

O°py _,0p:10u

~ 5.8
0x? 0x il 0x 6.8
bzw. fiir die verlustbehaftete Helmholtzgleichung:
w? 0 (10p op; 1ou
——p—p— || =2 —. 5.9
czp p@x (,5 Ox) 0x Ut 0x (5.9)

Solange keine Quellen im Strémungsfeld vorliegen, kann aus physikalischer
Sicht ein hydrodynamischer Totaldruckverlust ausschlief§lich in Richtung der
mittleren Stromung stattfinden. Folglich existieren akustische Verluste nur bei
der Existenz eines negativen Totaldruckgradienten in positiver Stromungs-
richtung oder umgekehrt.

Ersetzt man den Gradienten der Schnelleschwankung 0u'/dx im Verlustterm
unter Verwendung der eindimensionalen Kontinuitdtsgleichung ohne mittle-
re Geschwindigkeit in einem homogenen, isentropen Medium,

ou' 1 ap’
ox  pc? ot (5.10)

so resultiert daraus die gesuchte Form des Verlustterms in Bezug auf die Gro-
Be 0p’/0t im Zeitbereich bzw. iw p im Frequenzbereich. Die eindimensionale
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5.1 Eindimensionale Verlustbetrachtung

Helmholtzgleichung mit Verlustterm lautet folglich unter obigen Annahmen:

2 9 (10p) 2 ap.1
Y552, (___’9) == %P iup. (5.11)
p 0x

Fiir die entsprechende Form der Wellengleichung gilt:

1 6°p’ 0 (10p 2 0p,10p
P (_P)_ p:10p (5.12)

2oz Pox \pox) pczoxaor

Eine Dimensionsanalyse der allgemeinen Form der Helmholtz- bzw. der Wel-
lengleichung zeigt, dass die rechte Seite in Gleichung 5.11 bzw. Gleichung 5.12
die Einheit [s/ m?] aufweisen muss [86]. Diese Voraussetzung wird vom herge-
leiteten Verlustterm erfiillt.

5.1.2 Validierung des eindimensionalen Verlustterms

Die Validierung des Ansatzes erfolgt zunédchst anhand eines einfachen, eindi-
mensionalen Testfalls: einem verlustbehafteten Rohrstiick konstanten Quer-
schnitts. Die Untersuchung findet im Frequenzbereich statt. Das betrachtete
Medium ist Luft (T = 20° C).

Zusitzlich zum FEM-Modell wird das analytische [ — {-Modell (vgl. Abschnitt
2.5, a = 1) betrachtet. Es entstammt der Netzwerkmethode und repréasentiert
ein kompaktes, verlustbehaftetes Element unter dem Einfluss einer Stromung
geringer Machzahl. Fiir den vorliegenden Anwendungsfall entfillt in erster
Nédherung der Einfluss der beiden Parameter /.7y und [,.4, wenn das Rohr
klein im Vergleich zur Wellenldnge ist.

Das FEM-Modell hingegen setzt eine definierte Lange voraus. Um diese Ab-
weichung zwischen den beiden Modellen so gering wie moéglich zu halten,
wird im FEM-Modell zunédchst eine moglichst kleine 6rtliche Ausdehnung ge-
wdhlt (I;; = 0.05m). Der Einfluss dieser Annahme auf das Ergebnis wird spéter
noch genauer untersucht werden. Die ortliche Diskretisierung betrdgtim Rah-
men der FEM-Berechnung fiir alle Testfille Ax = 1.0-107° m. Dies entspricht
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mehr als 11000 linearen Lagrange-Elementen pro Wellenldnge fiir die h6chs-
te untersuchte Frequenz (f,,,x = 3000 Hz). Ein Einfluss einer unzureichen-
den ortlichen Diskretisierung auf das Ergebnis ist somit auszuschliel3en. Die
Umrechnung des Druckverlustbeiwerts { des analytischen Modells in einen
entsprechenden Verlustterm fiir den neuartigen Ansatz in der Helmholtzglei-
chung erfolgt gemals:

op; p _,00
L N Ty 5.13
0x 2 u”@x ( )

Vereinfachend wird dabei ein linearer Abfall des Totaldrucks tiber der gesam-
ten Rohrldnge angenommen. Dies entspricht in erster Ndherung der Realitét
in einem reibungsbehafteten Rohr.

Unter den obigen Annahmen folgt fiir das [ — {-Modell (Gleichung 2.30):

L _ L
el 514
u d u u

Ersetzt man p und 4 durch die Riemann Invarianten f und g, so folgt:

fat8a = ful—CM)+gu(1+{M), (5.15)
fa=8a = fu—gu (5.16)
Am stromab gelegenen Rand gilt r = 0 bzw. g; = 0:

fa fu(L—=(M) +g,(1+{M), (5.17)
fa = fu—9u (5.18)

An der Randbedingung stromauf erfolgt eine Schnelleanregung: f, — g, = 7.
Daraus ldsst sich das Wellenfeld an den Referenzpunkten u und d wie folgt
berechnen:
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fu = ﬁ(“%CM), (5.19)
1.

Ou = EuCM, (5.20)

fq = 1, (5.21)

ga = O. (5.22)

Somit resultiert unter Verwendung von Gleichung 2.36:

I, = pci*(1+{M), (5.23)
I, = pci?. (5.24)

e

Berechnet man daraus den Quotienten

£:1+(M, (5.25)
Iq

so erhdlt man ein MaQ fiir den akustischen Verlust iiber dem Element. Unter
den obigen Annahmen ist dieser im [ — {-Modell ausschlie8lich vom Druck-
verlustbeiwert ¢ und von der Machzahl M abhingig. Er ist konstant fiir alle
Frequenzen.

Zur Bestimmung der akustischen Intensitit aus der FEM-Rechnung* wird zu-
néchst Gleichung 2.35 unter Verwendung von Gleichung 2.9 (Impulsgleichung
fiir M = 0 und Vp = 0) und der Annahme harmonischer Wellenausbreitung
wie folgt umgeformt:

I=pt—. (5.26)

Zur Quantifizierung des integralen Verlustes aus der FEM-Rechnung wird die
akustische Intensitdt an zwei Referenzpunkten bestimmt. Der stromauf gele-
gene Referenzpunkt befindet sich bei x = 0. Dort findet auch die Anregung

4Losungsvariable der Wellengleichung ist hier ausschlieflich die Druckschwankung p.
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Abbildung 5.1: Variation der Linge der Verluststrecke (¢ = 0.9, M = 0.029)

statt. Der stromab gelegene Referenzpunkt liegt stets am Ende des betrachte-
ten Rechengebiets bei x; = x,,4x. Verglichen wird jeweils der relative Verlust
akustischer Intensitdt Y tiber dem betrachteten Verlustbereich gemals:

v (Iu/12)1-¢ — Ll 1) pEM
(Iu/1a)1—¢ '

(5.27)

Zunichst wird die Linge des Verluststiicks I, bei konstantem Druckverlust-
beiwert (¢ = 0.9) und konstanter Machzahl (M = 0.029) variiert (Abbildung
5.1). Dies gibt Aufschluss tiber die Giiltigkeit und den Einfluss der Kompakt-
heitsannahme (ly/A < 1). Wie auch bei den folgenden Abbildungen ist Y
fiir die verschiedenen betrachteten Varianten stets iiber der Helmholtzzahl
aufgetragen. Die Referenzldnge zur Bestimmung der Helmholtzzahl ist [, =
0.05 m.

Aus Abbildung 5.1 wird ersichtlich, dass unter obigen Annahmen die Linge
des betrachteten Verluststiicks keinen nennenswerten Einfluss auf die Abwei-
chungen zwischen den beiden Modellen ausiibt. Dies gilt auch dann, wenn
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5.1 Eindimensionale Verlustbetrachtung

das betrachtete Element im eigentlichen Sinn nicht mehr als akustisch kom-
pakt bezeichnet werden kann. Die Linge der betrachteten Verluststrecke ska-
liert fiir den betrachteten Fall zudem direkt mit dem Verlauf des stromungs-
mechanischen Totaldruckgradienten: je kiirzer die Strecke, desto steiler ist der
Abfall des Totaldrucks. Bei einem Druckverlustbeiwert von { = 0.9 erstreckt
sich der zugehorige Totaldruckgradient von % =-108 % bis % = —54180 %.
Auch hinsichtlich dieses Kriteriums gibt es im untersuchten Bereich fiir den
betrachteten Anwendungsfall demnach keine nennenswerten Abweichungen
zwischen dem analytischen Modell und dem zu validierenden Verlustmodell.

Als Néchstes erfolgt eine Betrachtung des Einflusses der mittleren Geschwin-
digkeit bzw. der Machzahl ({ = 0.9, [y = 0.05 m). Diese geht in quadrati-
scher Form in die Verlustbetrachtung mit ein. Untersucht wird ein relativ
groller Machzahlbereich, ohne jedoch die generelle Beschridnkung auf niedri-
ge Machzahlen im Zusammenhang mit der Helmholtzgleichung aus den Au-
gen zu verlieren. Auch hier zeigt sich, dass lediglich vernachldssigbare Abwei-
chungen zwischen den beiden Modellen im gesamten betrachteten Bereich
auftreten (Abbildung 5.2). Schliellich wird der Einfluss der Hohe des Druck-
verlustbeiwertes untersucht (M = 0.029, [, = 0.05 m). In Analogie zu den bei-
den vorausgehenden Testfdllen sind auch in Abbildung 5.3 keine nennenswer-
ten Abweichungen zwischen den Ergebnissen aus den beiden Modellansdtzen
zu erkennen.

Somit kann zusammenfassend ausgesagt werden, dass der neu entwickelte,
eindimensionale Verlustterm sehr gut die analytischen Ergebnisse des inte-
gralen [ — (-Modells widerspiegelt. Die Dampfung verhalt sich, wie erwartet,
konstant iiber die betrachteten Frequenzen. Zudem zeigt die Validierung, dass
die drei wesentlichen Vereinfachungen zur Herleitung des Verlustterms in Ab-
schnitt 5.1.1, explizit die Vernachldssigung der beiden zusitzlichen Terme in
Gleichung 5.7, die Nutzung der isentropen Kontinuitdtsgleichung zur Elimi-
nation der Schnellegradienten und auch die Nutzung der Impulsgleichung fiir
homogene Medien zur Berechnung der Schnelle aus den Druckschwankungs-
gradienten, zuldssig sind.
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Abbildung 5.2: Variation der mittleren Geschwindigkeit (¢ = 0.9, Iy, = 0.05 m)
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Abbildung 5.3: Variation des Druckverlustbeiwerts (M = 0.029, [y, = 0.05 m)
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5.2 Dreidimensionale Verlustbetrachtung

Die Verlustbetrachtung wird nun auf drei Raumdimensionen erweitert, um
so mit Hilfe von stationdren Stromungsfeldern aus CFD-Rechnungen Riick-
schliisse auf die Grofle der lokalen akustischen Verluste in durchstromten
oder umstromten Bauteilen zu ziehen.

5.2.1 Herleitung des dreidimensionalen Verlustterms

Der unmittelbare Transfer von Gleichung 5.4 von einer eindimensionalen
in eine dreidimensionale Betrachtungsweise fiihrt zu Unstimmigkeiten hin-
sichtlich der mathematischen Korrektheit des Terms. Es resultieren Vektoren
der Stromungsgrofen im Nenner. Dies erfordert eine entsprechende Korrek-
tur in der Formulierung des dreidimensionalen Verlustterms. Aus Gleichung
5.4 folgt damit:

Vp-u
[allay|

Vpy =2 (5.28)
Das Skalarprodukt im Zdhler von Gleichung 5.28 gewdhrleistet die prinzipiel-
le physikalische Korrektheit des Ansatzes sowie seine Unabhédngigkeit von der
Orientierung des Koordinatensystems. Fiir den Fall Vp, L u sind die Verlus-
te gleich Null. Ein zusétzlicher akustischer Druckverlust entsteht folglich nur,
wenn ein mittlerer Totaldruckgradient in Richtung der mittleren Strémungs-
geschwindigkeit vorliegt. Weitere Einfliisse beziiglich der Orientierung dieser
beiden Vektoren werden in Abschnitt 5.2.2 diskutiert.

Der Nenner von Gleichung 5.28 beinhaltet die lokale Absolutgeschwindigkeit,
multipliziert mit der Absolutgeschwindigkeit am stromauf gelegenen Refe-
renzpunkt (1). Ausgehend von der allgemeinen Formulierung des Totaldrucks
am Referenzpunkt,

Pi1=p1+ glﬁllz, (5.29)
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lasst sich diese wie folgt ermitteln:

| = /2P — 1)/ - (5.30)

p/2-]1;|? entspricht dem mittleren dynamischen Druck am Referenzpunkt 1.
Dieser skaliert direkt mit der Energie, die im betrachteten, rein stromungs-
mechanischen System maximal dissipiert werden kann (Dynamic Head). Die
Implementierung des Faktors [u]|i;| im Nenner von Gleichung 5.28 stellt si-
cher, dass der Verlustterm fiir u — 0 gegen Null strebt. Fiir eindimensionale
Betrachtungen ldsst sich Gleichung 5.28 problemlos auf Gleichung 5.4 zurtick-
fiihren. Nach Bildung der Divergenz von Gleichung 5.28 folgt mit den Annah-
men aus Abschnitt 5.1.1:

V_ .
PGy (5.31)

Apy ~2——
Y T |y

Daraus resultiert unter Verwendung von Gleichung 2.5 (linearisierte Massen-

erhaltung) fiir homogene, isentrope Medien (M = 0):

2 Vpe-uodp'
Aply = -y P

— . 5.32
pc lallay| o1 (532

Fiir die verlustbehaftete, dreidimensionale Wellengleichung fiir homogene
Medien ergibt sich damit:

10*p 2 Vpg-uaop'
P PeUIP _ Ap'=0 (5.33)

2 a2 pelallwy| ot

bzw. im Frequenzbereich, fiir die entsprechende Form der Helmholtzglei-
chung, unter Annahme harmonischer Wellenausbreitung:

w? | 2iwVpeu |
——p-—5———p-Ap=0. (5.34)
c pc- |al|iy|
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Abbildung 5.4: Schematische Darstellung der abrupten Querschnittserweite-
rung

Der Term

Vp-u

Viya (5.35)

lal|a,|

wird im Folgenden hydrodynamischer Anteil des Verlustterms genannt.

5.2.2 Validierung anhand einer abrupten Querschnittserweiterung

Zunichst wird mittels dieses Ansatzes das akustische Ubertragungsverhalten
einer abrupten dreidimensionalen Querschnittserweiterung betrachtet (Ab-
bildung 5.4, vgl. hierzu auch [12,84,87,88]). Das Flichenverhéltnis ist A,/ A; =
0.346.

5.2.2.1 CFD-Interface

Grundlage zur lokalen Bestimmung der akustischen Verluste ist ein CFD-
Interface. Es basiert hier auf einer zweidimensionalen, achsensymmetrischen
Berechnung des Stromungsfeldes (RANS) in FLUENT. Das zugehorige Git-
ter umfasst 40585 quadratische Zellen mit einer Kantenldnge von je einem
Millimeter. Die Modellierung der Turbulenz erfolgt mit Hilfe eines Reynolds-
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Abbildung 5.5: Querschnittserweiterung: CFD-Ergebnisse - Totaldruck

Stress-Modells unter der Annahme eines inkompressiblen, idealen Gases
(Luft, T = 25°C). Am Einlass ist die Stromungsgeschwindigkeit &z = 34.6 m/s in
Achsrichtung aufgeprigt (M = 0.1). Zur Lésung des Gleichungssystems wird
ein impliziter Loser (Segregated - Second Order Upwind) verwendet.

Gemadl} Abbildung 5.5 bildet sich stromauf der Sprungstelle ein turbulentes
Stromungsprofil aus [89]. Nach der Sprungstelle expandiert der Strahl und zer-
fallt dabei turbulent, bis er stromab wieder an der Wand anliegt. Unmittelbar
nach der Sprungstelle entsteht dadurch eine Rezirkulationszone. Zwischen
den beiden Zonen bildet sich eine Scherschicht aus. Darin werden die an der
Kante abgelosten Wirbel stromab getragen und, z. B. aus rein strétmungsme-
chanischer Sicht, entsprechend der Energiekaskade der Turbulenz nach Kol-
mogorov schlielllich in Innere Energie umgewandelt (vgl. Kapitel 2.7). Neben
den stromungsmechanischen Verlusten werden in diesem Bereich auch die
akustischen Verluste erwartet, aufgrund der dort existierenden, grof3en Gra-
dienten der mittleren und der fluktuierenden Gréen (Interaktion zwischen
akustischer Mode und Vorticity-Mode; vgl. Abschnitt 2.7). Einen Hinweis auf
den Ort der Scherschicht gibt die Wirbelstdrke (Abbildung 5.6°).

Gemdl Gleichung 5.31 werden die akustischen Verluste aus strémungsme-
chanischer Sicht insbesondere durch das Skalarprodukt des mittleren Total-
druckgradienten und der mittleren Geschwindigkeit bestimmt. In Abbildung
5.7 ist das Zusammenspiel einzelner Komponenten dieser Vektoren schema-
tisch fiir den betrachteten Anwendungsfall dargestellt®.

Diese wie auch die folgenden Abbildungen umfassen jeweils nur einen Ausschnitt des gesamten Berech-
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Abbildung 5.6: Querschnittserweiterung: CFD-Ergebnisse - absolute Wirbel-
stdrke mit Stromlinien
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Abbildung 5.7: Querschnittserweiterung: Schematische Darstellung einzel-
ner Komponenten der mittleren Geschwindigkeit und des
Gradienten des mittleren Totaldrucks

Man erkennt, dass hier sowohl positive als auch negative Bereiche beziiglich
des Produkts aus den beiden Komponenten existieren. Positive Bereiche wiir-
den jedoch zum Beispiel in Gleichung 5.33 zu Anfachungen des akustischen
Feldes anstelle einer Dampfung fiihren. Fiir eine detaillierte Klarung der Zu-
sammenhidnge werden im Folgenden die einzelnen hydrodynamischen Kom-
ponenten des Verlustterms genauer betrachtet’:

nungsgebiets.

5Da das CFD-Interface im vorliegenden Fall auf einer zweidimensionalen achsensymmetrischen CFD-
Berechnung basiert, entsprechen die kartesischen Koordinaten x und y hier gleichzeitig den axialen bzw. ra-
dialen Koordinaten. Zum besseren Vergleich mit den folgenden Darstellungen beziiglich des berechneten Str6-
mungsfeldes werden daher auch in Abbildung 5.7 kartesische Koordinaten anstelle von Zylinderkoordinaten
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Abbildung 5.8: Querschnittserweiterung: CFD-Ergebnisse - axiale Kompo-

nenten des Zdhlers des hydrodynamischen Anteils des Ver-
lustterms

Aus Abbildung 5.8 wird ersichtlich, dass die Absolutgeschwindigkeit im vor-
liegenden Fall stark von der Axialgeschwindigkeit bestimmt ist. Im unteren
Grenzbereich der Scherschicht ist die Axialgeschwindigkeit grof3, unmittel-
bar an der oberen Grenze der Scherschicht ist sie gleich Null. Die grof3ten

verwendet.

"Die betreffenden Stromungsgrofen wurden unter Verwendung einer hierfiir verfassten User-Defined-
Function (UDF) [90] direkt aus der Simulation in FLUENT ausgelesen. Dieses verhindert eine starke Abhéingig-
keit der berechneten Gradienten von der ortlichen Diskretisierung, wie es bei der Verwendung eines externen
Postprocessing-Programms der Fall gewesen wire.
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axialen Totaldruckgradienten befinden sich in den Grenzbereichen der Scher-
schicht. Die Extrema des Produkts aus diesen beiden axialen Komponenten
liegen folglich im unteren Bereich der Scherschicht. Sie sind stark negativ. Ge-
nerell existieren hier jedoch sowohl positive als auch negative Bereiche be-
ziiglich des Produkts aus Totaldruckgradient und Geschwindigkeitsanteil in
jeweils axialer Richtung (vgl. auch Abbildung 5.7).

0.05 v[m/s]: -15 -1 05 0 05 1 15
E
>
0
x[m]
0.05 p/dy [Pa/m]: -250000 -100000 0 100000

y[m]

x[m]

0.05 Oﬁlldy -V [kg/(m s?)]: -40000 -20000 O 20000 40000 60000

y[m]

0.6 0.65 0.7 0.75

x [m]

Abbildung 5.9: Querschnittserweiterung: CFD-Ergebnisse - radiale Kompo-
nenten des Zdhlers des hydrodynamischen Anteils des Ver-
lustterms

Die Werte der Radialgeschwindigkeit sind im vorliegenden Fall generell deut-
lich kleiner als jene der Axialgeschwindigkeit (Abbildung 5.9). Sie sind nahezu
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innerhalb der gesamten Scherschicht positiv. Die Fluidteilchen werden folg-
lich vom Zentrum nach aullen transportiert (Expansion des Strahls / Strahl-
zerfall). Negative Bereiche der Radialgeschwindigkeit existieren im Wesent-
lichen nur im stromauf gelegenen Stirnbereich der Riickstromzone. Der ra-
diale Anteil des Totaldruckgradienten ist hier in erster Naherung durch Be-
reiche dominiert, in denen er negativ ist. Minima befinden sich direkt an der
Ablosekante sowie in etwas abgeschwédchter Form im unteren Grenzbereich
der Scherschicht. Das Produkt aus dem Totaldruckgradienten und dem zuge-
horigen Geschwindigkeitsanteil weist auch in radialer Richtung positive und
negative Bereiche auf. Das Maximum befindet sich unmittelbar an der Ablo-
sekante, beschriankt auf einen sehr kleinen Bereich - die starksten negativen
Werte befinden sich wiederum, wie erwartet, im unteren Bereich innerhalb
der Scherschicht (Abbildung 5.9). In Abbildung 5.10 ist die Summe aus den
axialen und radialen Anteilen des Zahlers von Vj,,; dargestellt.

Generell wird in Abbildungen 5.8 bis 5.10 der erwartete Verlauf der einzelnen
Komponenten des hydrodynamischen Anteils des Verlustterms wiedergege-
ben. Folglich existieren die starksten akustischen Verluste, sowohl fiir den ra-
dialen als auch fiir den axialen Anteil, im Bereich der unteren Scherschicht
(vgl. Abbildung 5.11). Um sich zunéchst ausschlieBlich auf ddmpfende Effekte
zu konzentrieren, werden die positiven Bereiche von V},,; im Folgenden durch
eine Limitierung auf Werte kleiner Null vernachléssigt.

Bl il

005 | 9P/0x G+ 0p/dy - ¥ [kg/(m s?)]: -150000 -50000 O 50000 150000

y [m]

x [m]

Abbildung 5.10: Querschnittserweiterung: CFD-Ergebnisse - Zdhler des hy-
drodynamischen Anteils des Verlustterms

Zur Implementierung des stationdren hydrodynamischen Feldes in
den akustischen Simulationscode werden die bisher zweidimensional-
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- B

0.05 - V, , [kg/(m’ s)l: -300-150 0 150 300

y [m]

0.6 O..65[ I Oj7 ‘ ‘ 0..75
Abbildung 5.11: Querschnittserweiterung: CFD-Ergebnisse - hydrodynami-
scher Anteil des Verlustterms

achsensymmetrischen Daten auf drei Raumdimensionen erweitert. Zur
Vermeidung von Abbildungsfehlern erfolgt dies durch eine schrittweise
Interpolation der Werte von Vj,,4; auf ein weiteres strukturiertes Gitter und
eine anschliefende Rotation des zweidimensionalen Datenfeldes um die
Symmetrieachse. Es resultiert schlielich ein dreidimensionales, strukturier-
tes Array. Dies erlaubt das Einlesen der Stromungsdaten in den FEM-Code.
Abschlie8end erfolgt im FEM-Code eine Interpolation der Daten auf das un-
strukturierte Berechnungsgitter der akustischen Simulation (vgl. Abbildung
5.12).

Um abschitzen zu konnen, inwieweit durch die verschiedenen Interpolati-
onsschritte Fehler generiert wurden, wird der volumenintegrierte Wert des
hydrodynamischen Anteils des Verlustterms im FEM-Code mit dem entspre-
chenden Wert der urspriinglichen CFD-Daten verglichen. Sie unterscheiden
sich nur geringfiigig. Trotzdem wird ein globaler Ausgleichsfaktor eingefiihrt.
Er resultiert aus dem Verhéltnis der beiden integralen Werte.

5.2.2.2 Validierungsfille

Die Validierung des Ansatzes erfolgt zundchst gegen das analytische [ — (-
Modell. Dafiir sind im Vorfeld die beiden Parameter [.rr und /,.4 zu bestim-
men. Dies erfolgt ndherungsweise graphisch unter Verwendung eines nume-
rischen Ansatzes zur Bestimmung von Transfermatrizen, basierend auf den
Arbeiten von Pankiewitz [3,11] und Evesque in Gentemann et al. [9].
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Abbildung 5.12: Querschnittserweiterung: CFD-Interface - hydrodynami-
scher Anteil des Verlustterms (Vj,,q[kg/ (m3s)]) im FEM-Code

Entsprechende dreidimensionale Berechnungen werden im verwendeten
FEM-Code vorgenommen (vgl. Tabelle 5.1). In Ubereinstimmung mit Pankie-
witz [3,11] und Evesque [9] werden an den beiden stirnseitigen Rdndern Im-
pedanzrandbedingungen gesetzt. Zusitzlich erfolgt an jeweils einem dieser
Rénder die Anregung des akustischen Feldes mittels einer sinusférmigen Ge-
schwindigkeitsschwankung. Diese Art der Anregung findet nacheinander von
stromauf bzw. stromab statt, um so zwei voneinander unabhéngige Datensét-
ze zu generieren [3, 11]. In Anlehnung an Pankiewitz [3, 11] und Evesque [9]
findet die Auswertung der numerischen Rohdaten in MATLAB statt.

Fiir den verlustfreien Referenzfall entfallen aus dem [ — {-Modell alle Terme
mit Machzahleinfluss. Es resultiert somit aus Gleichung 2.30 unter Bertiick-
sichtigung der Laufldngen I, ;s und /,.4:

P ) P
o | = ( L ke ) an (5.36)
1} d _l?lred a i y
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Abbildung 5.13: Numerisch (FEM) und analytisch (NW) bestimmte Transfer-
matrizen der abrupten Querschnittserweiterung - ohne Ver-
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Software

Bezeichnung COMSOL MULTIPHYSICS
Art FEM

Version 3.5

Modus Acoustic-Mode, 3D

Gitter

Anzahl der Elemente

365110

Art der Elemente

Tetraeder (unstrukturiertes Gitter)

Diskretisierungsschema

lineare Lagrange-Elemente

Stoffwerte

Medium Luft

Temperatur T=25°C

Randbedingungen

Impedanz Z =1000kg/(sm?)

Schallharte Wand Vp=

Solver

Art direkt, parametrisch, Frequenzbereich

Tabelle 5.1: Parameter des FEM-Modells beziiglich der abrupten Quer-
schnittserweiterung

Die Steigung des Absolutwerts des T12-Elements in Abbildung 5.13 verlduft
iber dem betrachteten Frequenzbereich nahezu perfekt linear. /. s ¢ ist folglich
eine Konstante. Die Steigung des Absolutwerts des T21-Elements verlduft hin-
gegen nicht strikt linear. Dies wird durch eine abschnittsweise Ndherung von
l,.q im verwendeten [ —{-Modell berticksichtigt und beeinflusst entsprechend
den Verlauf der Phasen des T21-Elements. Bei einer Frequenz von f =500 Hz
ist eine sprunghafte Anderung der Phase im Netzwerkmodell zu erkennen.
Unterhalb dieser Frequenz existieren deutliche Abweichungen im Phasenver-
lauf zwischen den beiden Ansitzen, bedingt durch die Annahme [,,,; = 0 fiir
f <500 Hz. Da jedoch die zugehoérigen Absolutwerte fiir Frequenzen kleiner
f =500 Hz dullerst gering sind, ist hier diese Abweichung unbedeutend. Aus
Abbildung 5.13 wird ersichtlich, dass eine entsprechende Modellierung von
lerrund [,.4 die Erstellung eines Netzwerkmodells ermdglicht, das ein nahezu
identisches Transferverhalten fiir die verlustfreie abrupte Querschnittserwei-
terung aufweist wie das dreidimensionale FEM-Modell®.

8Dass die verlustfreie Betrachtung generell fiir solche Aufgaben geeignet ist, wurde bereits von Pankiewitz
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5.2 Dreidimensionale Verlustbetrachtung

Der integrale Druckverlustbeiwert { des Netzwerkelements wird unter Ver-
wendung von Gleichung 5.1 wie folgt berechnet:

2Ap
S (5.37)
puy
bzw. alternativ mittels
20D, (A,)?
(= __Zt (—“) : (5.38)
pu; Ay

Der Totaldruckverlust Ap, wird hier aus der CFD-Rechnung durch eine Mit-
telung der Daten iiber dem Ein- bzw. dem Auslass bestimmt. Die Werte der
Dichte p und der mittleren Stromungsgeschwindigkeit & sind ebenfalls der
CFD-Rechnung entnommen.

Zusitzlich wird der neue Ansatz gegen Ergebnisse der sogenannten LES-
SI-Methode validiert [12, 91, 92]. Bei dieser wird das akustische Ubertra-
gungsverhalten eines Elements mit Hilfe einer kompressiblen LES-Rechnung
und einer anschlieBenden akustischen Systemidentifikation (Wiener-Hopf-
Inversion (WHI)) bestimmt [12]°. Bei der LES-SI-Methode wird die Interaktion
zwischen Stromungsfeld und Akustik explizit aufgelost. Der Modellierungbe-
darf ist somit minimal. Der numerische Aufwand ist jedoch dullerst hoch im
Vergleich zu Ansitzen, die auf der Wellen- bzw. der Helmholtzgleichung ba-
sieren. Foller et al. [12,91,92] konnten zeigen, dass ihre Ergebnisse gemdl der
LES-SI-Methode sowohl die experimentellen Daten von Ronneberger [88] als
auch die numerischen Ergebnisse von Kooijmann [84] sowie Boij und Nils-
son [87] wiedergeben konnen.

[3,11] sowie Evesque in Gentemann et al. [9] gezeigt.
9Details hierzu sind z. B. Foller et al. [12] zu entnehmen.
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5.2.2.3 Validierung des Verlustmodells

Zundchst erfolgt eine Validierung gegen das [ — {-Modell. Als Referenz sind in
Abbildung 5.14 zusétzlich die Ergebnisse aus den verlustfreien Betrachtungen
(oV) gegeben. Anhand der Transfermatrizen in pu-Notation ist zu erkennen,
dass sich durch die Implementierung von akustischen Verlusten (mV) in die
verwendeten Modelle erwartungsgemal’ keine nennenswerten Verdnderun-
gen beziiglich der Elemente T11 und T22 gegeniiber den verlustfreien Varian-
ten ergeben.

Die Absolutwerte des T21-Elements sind jedoch aufgrund der Existenz der
Verluste erhoht. Ein entsprechend verdndertes Verhalten ist dem Phasenver-
lauf des T21-Elementes zu entnehmen. Dieser ist fiir die beiden verlustbehaf-
teten Fille nahezu identisch. Die Absolutwerte des T21-Elements werden vom
verwendeten [ — {-Modell jedoch deutlich hoher vorhergesagt.

Gemaill dem [ — {-Modell wirken sich akustische Verluste insbesondere auch
auf das T12-Elements aus. Im vorliegenden Fall ist dieser Einfluss jedoch recht
gering. Dies resultiert aus den Ergebnissen der CFD-Rechnung, aus denen der
Totaldruckverlust fiir beide Ansdtze bestimmt wurde. Demzufolge resultiert
ein erhohter Wert von ¢ im Vergleich zu einem einfachen analytischen Ansatz,
wie z. B. { = (1 — a)? [93]. Eingesetzt ins [ — { Modell ergeben sich entspre-
chend geringe Unterschiede zwischen verlustfreien und verlustbehafteten Va-
rianten. Der Einfluss der beiden Lauflingen l.rr und [,.4 scheint hier folg-
lich deutlich dominanter gegeniiber demjenigen des Druckverlustbeiwerts ¢
Zu sein.

Aus Abbildung 5.15 wird ersichtlich, dass ab einer gewissen Grenzfrequenz
(vgl. Abschnitt 4.3) aber prinzipiell gute Ubereinstimmungen zwischen den
beiden verlustbehafteten Varianten beziiglich des T12-Elements resultieren.
Auch die zugehorigen Phasen verhalten sich oberhalb dieser Grenzfrequenz
sehr dhnlich (Abbildung 5.14)1°.

19Das Phasenverhalten des T12-Elements in Abbildung 5.14 steht im Einklang mit den Messergebnissen von
Alemela [94], Neunert [95] und Schuermans [18] an vergleichbaren Konfigurationen. Die zugeho6rigen Messun-
gen basieren auf (Abwandlungen) der Multimikrofonmethode. Der hier gewdhlte numerische (FEM-) Ansatz
folgt im Wesentlichen dieser Vorgehensweise [11]. Auch Alemela [94], Neunert [95] und Schuermans [18] ver-
wenden fiir ihre Arbeiten das [ — {-Modell und erzielen damit generell sehr gute Ubereinstimmungen mit ihren
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Abbildung 5.14: Transfermatrizen der abrupten Querschnittserweiterung in
pu-Notation
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Abbildung 5.15: Absolutwert des T12-Elements der Transfermatrizen

Einen detaillierten Einblick in das Ubertragungsverhalten gibt die zugehori-
ge Streumatrix (Abbildung 5.16). Sie veranschaulicht, dass die Reflexions- und
Transmissionskoeffizienten von stromauf nach stromab (ud) gut mittels des
neuen Ansatzes wiedergegeben werden konnen. Das Ubertragungsverhalten
von stromab nach stromauf (du) weicht jedoch fiir die beiden Ansédtze von-
einander ab. Sowohl die Transmission als auch die Reflexion ist diesbeziiglich
beim FEM-Modell hoher. Der akustische Verlustim FEM-Modell ist folglich zu
gering im Vergleich zum [ — {-Modell.

Zusitzlich erfolgt eine Validierung gegen Ergebnisse aus der LES-SI-Methode
nach Foller et al. [91]. Als Referenz sind in Abbildung 5.19 zudem die Ergebnis-
se eines verlustfreien analytischen Modells gemd den Angaben in Fischer [8]
gegeben. Um die oben beschriebenen Abweichungen aufgrund der Ergeb-
nisse der CFD-Rechnung auszugleichen, wird der auf Basis der RANS-Daten

Messergebnissen. l,rf, Ir¢q und ¢ entsprechen dabei in der Regel Fittungsparametern. Daher erscheint es auch
hier zuldssig, den Phasenverlauf des Netzwerkmodells im T12-Element an den aufgrund der vorliegenden Mess-
und Rechenergebnisse erwarteten Verlauf anzupassen (vgl. Abbildung 5.14). Dies wird erreicht, indem der Real-
teil des T12-Elements mit einem zusitzlichen Minuszeichen versehen wird. Vom FEM-Modell wird der erwartete
Phasenverlauf ohne entsprechende Korrekturen wiedergegeben.

96



5.2 Dreidimensionale Verlustbetrachtung

0.55 0.55
N e T
= 0.5} — 05 o
= :U _________________________

0.45 0.45 AL,

0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
f[Hz] f[Hz]
0.55

e ———
-

145 —

Ir, ) [
It | -]

X D — -

0.45 1.4
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500

arg(tu d) [rad]
o N

arg(r, ) [rad]
o N

0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
f[Hz] f[Hz]

o N
mn
m
<
3
<

arg(r ) [rad]
(=]
arg(t du) [rad]

0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
f [Hz] f [Hz]

Abbildung 5.16: Streumatrizen der abrupten Querschnittserweiterung
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berechnete Wert von ¢ im Netzwerkmodell durch den analytisch ermittelten
Wert { = (1 — a)? [93] ersetzt. Im FEM-Modell werden diese beiden Varian-
ten von ¢ zueinander ins Verhdltnis gesetzt, da sich zeigte, dass der analytisch
berechnete Druckverlustbeiwert hier nahezu dem ¢ aus der LES-SI-Methode
entspricht [89]. Der resultierende Faktor dient als globaler Ausgleichsfaktor im
FEM-Modell. Wird er dort zusdtzlich mit einem weiteren Faktor der Grof3e 1.8
multipliziert, so ergeben sich, nach unten beschriebenen Umformungen, die
in den Abbildungen 5.17 bis 5.19 dargestellten Ergebnisse!®.

Demnach resultieren ab einer Grenzfrequenz von ca. f = 250 Hz (vgl. hier-
zu Abschnitt 4.3) sowohl beziiglich der Transfermatrix als auch der Streuma-
trix sehr gute Ubereinstimmungen zwischen dem /(- und dem FEM-Modell.
Auch die Groflenordnung der Ergebnisse des LES-SI-Ansatzes konnte gut ge-
troffen werden. Lediglich die Frequenzabhingigkeit des Verlustterms konnte
durch das FEM- und das Netzwerk-Modell erwartungsgemdaf nicht wiederge-
geben werden (vgl. Abschnitt 4.3).

Im direkten Vergleich zum [—{-Modell ist das neue Modell folglich in der Lage,
akustische Verluste ab einer gewissen Grenzfrequenz qualitativ wiederzuge-
ben. Die Einfithrung eines globalen Tuningfaktors der Grof3e 1.8 fithrte auch
zu quantitativ guten Ubereinstimmungen. Fraglich bleiben die Griinde fiir die
Phasenverschiebungen zwischen den verschiedenen Validierungsfillen.

Hpje Ergebnisse von Foller et al. [91], die im Einklang stehen mit den Ergebnissen von Ronneberger [88],
Kooijmann [84], Boij und Nilsson [87], weisen prinzipiell gegeniiber den Messwerten von Alemela [94], Neu-
nert [95] und Schuermans [18] sowie den vorliegenden Ergebnissen aus dem FEM-Modell eine Phasenverschie-
bung um —7z/2 im T12-Element und +/2 im T21-Element auf. Berechnet man daraus die Streumatrizen gemaQ
Fischer [8], so ergeben sich fiir die beiden Varianten stark voneinander abweichende Reflexions- und Transmissi-
onskoeffizienten. Sie liegen spiegelbildlich zum verlustfreien Fall. Um das Transferverhalten der verschiedenen
Validierungsfélle dennoch vergleichen zu kénnen, wird sich deshalb hier dafiir entschieden, die Phasendreher
in den Ergebnissen des verlustbehafteten FEM-Ansatzes in den entsprechenden Abbildungen manuell auszu-
gleichen. Gleichzeitig muss im ! — { Modell das vorher eingefiihrte Minuszeichen im Realteil des T12-Elements
wieder entfernt und auch der Imaginérteil des T22-Elements entsprechend angepasst werden.
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Abbildung 5.17: Varianten der Transfermatrizen des Querschnittssprungs in
pu-Notation
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Abbildung 5.18: Varianten des Absolutwerts des T12-Elements der Transfer-
matrizen

5.2.3 Validierung anhand eines Einzelbrennerpriifstands

Zusitzlich findet eine Validierung des neu entwickelten Verlustterms an-
hand eines komplexen Einzelbrennerpriifstands statt. Dieser wird zu For-
schungszwecken am Lehrstuhl fiir Thermodynamik der Technischen Univer-
sitdt Miinchen verwendet. Die Validierung erfolgt im Frequenzbereich gegen
experimentelle Daten [96].

5.2.3.1 Konfiguration des Einzelbrennerpriifstands

Eine schematische Skizze der wesentlichen Elemente des Priifstands ist in
Abbildung 5.20 gegeben. Zudem ist darin der Bereich des spdteren CFD-
Interfaces markiert (Schraffur). Die Durchstromung des Priifstands erfolgt in
Richtung der positiven x-Achse. Das Fluid stromt zunéchst in ein zylindri-
sches Rohrsegment, die sogenannte Vormischkammer. An ihrem stromab ge-
legenen Ende ist der zu untersuchende Brenner montiert. Er bildet das einzige
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Abbildung 5.19: Varianten der Streumatrizen des Querschnittssprungs
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Abbildung 5.20: Geometrie des Einzelbrennerpriifstands mit TD1-Brenner

Verbindungsglied zur eigentlichen Brennkammer, welche aus drei Einzelseg-
menten besteht. An die Brennkammer schliet der Kamin (nicht dargestellt)
an.

Die akustische Anregung erfolgt mittels Sirenen. Durch die Rotation einer ge-
lochten Scheibe vor einem mit Durchlédssen versehenen Stator werden dabei
nahezu sinusférmige Schnelleschwankungen erzeugt. Die Frequenz der An-
regung kann tiber die Rotationsgeschwindigkeit der Scheibe bestimmt wer-
den [97]. Zur Realisierung der akustischen Anregung von stromauf wird eine
Sirene stromauf der Vormischkammer montiert. Stromab kann eine Sirene im
Bereich des zylindrischen Brennkammersegments senkrecht zur Stromungs-
richtung montiert werden. Zur gleichma@igen Verteilung der Anregung tiber
dem Umfang wurden diverse bauliche Verdnderungen vorgenommen [13,97].
Unter Anwendung der Multimikrofonmethode wurde mittels dieser Konfigu-
ration unter anderem die hier betrachtete Brennertransfermatrix und somit
das akustische Ubertragungsverhalten des TD1-Brenners (Variante TD1 4016/
16 mm Schlitzldnge) im unbefeuerten Zustand (7 = 18° C) fiir einen Luftmas-
senstrom 1 = 30 g/s bestimmt [96]. Details zum Priifstandsaufbau und zur
Messmethode sind den Arbeiten von Alemela et al. [13], Eckstein [97] und Fi-
scher [8] zu entnehmen.

Der TD1-Brenner wurde am Lehrstuhl fiir Thermodynamik der Technischen
Universitdt Miinchen zu Forschungszwecken entwickelt. Sein prinzipieller
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5.2 Dreidimensionale Verlustbetrachtung

Stromungsrichtung

‘ Plenum ‘ ;%

Drallerzeuger

‘ Brennkammer ‘

Abbildung 5.21: Schematischer Aufbau des TD1-Brenners, montiert in einem
Einzelbrennerpriifstand

Aufbau ist in Abbildung 5.21 dargestellt. Die Durchstromung erfolgt von links
nach rechts. Das Fluid stromt von der Vormischkammer (Plenum) durch den
Drallerzeuger in die Diise und nach einer abrupten Querschnittserweiterung
schliellich in die Brennkammer. Zur Stabilisierung des Stromungsfeldes bzw.
der Flamme ist zentral eine Lanze angebracht. Durch teilweises Versperren
der tangentialen Drallschlitze kann beim TD1-Brenner unter anderem die
Drallzahl variiert werden [8].

5.2.3.2 CFD-Interface

Zundchst wird wiederum ein stationdres CFD-Interface erstellt. Es basiert in
diesem Fall auf einer dreidimensionalen URANS-Rechnung in FLUENT (vgl.
Tabelle 5.2), durch welche das kalte Stromungsfeld im Nahbereich des TD1-
Brenners im oben beschriebenen Einzelbrennerpriifstand ermittelt wird [98].
Mit Hilfe einer entsprechend programmierten User-Defined-Function [98]
konnen daraus zeitlich gemittelte Werte fiir diverse stromungsmechanische
Parameter extrahiert werden. Gleichzeitig ermoglicht diese User-Defined-
Function, die entsprechenden Gradienten des Totaldrucks unter weitgehen-
der Vermeidung mathematisch-numerischer Ungenauigkeiten auszulesen.
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Gitter \

Anzahl der Elemente 619076

Art der Elemente hexahedrale Zellen (3D)

Solver

Art URANS-3D

Zeitschritt At=5-10""s

Diskretisierungsschema Second Order Implizit, Second Order Upwind

Turbulenz/ Randbedingungen

Turbulenzmodell Reynold-Stress Model
Einlassrandbedingung Mass-Flow-Rate (ri2 =0.03 kg/s, T =18° C)
Auslassrandbedingung Pressure Outlet

Stoffwerte

Medium, Temperatur Luft, T=18°C

Dichte inkompressibles, ideales Gas
Betriebsdruck p=101325Pa

Tabelle 5.2: Parameter des URANS-Modells des TD1-Brenners nach [98]

L,

|Gl [m/s: 5 10 15 20 25 30 35 40

Abbildung 5.22: Einzelbrennerpriifstand (TD1): CFD-Ergebnisse - mittlere
Absolutgeschwindigkeit
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5.2 Dreidimensionale Verlustbetrachtung

L,

B N | .

p,[Pal: 101000 101300 101600 101900 102200

Abbildung 5.23: Einzelbrennerpriifstand (TD1): CFD-Ergebnisse - mittlerer
Totaldruck

In den Abbildungen 5.22 und 5.23 sind die resultierende mittlere Absolut-
geschwindigkeit und der mittlere Totaldruck dargestellt. In beiden Fillen ist
ein gewisser Einfluss der Austrittsrandbedingung zu erkennen. Dort erfolgt
zur Erh6hung der numerischen Stabilitdt der Rechnung die Blockierung eines
Teils der Austrittsfliche mittels einer mittig platzierten Scheibe!'?. Um einen
Einfluss dieser Manahme auf die spdtere Bestimmung der akustischen Ver-
luste auszuschliellen, wird der entsprechende Bereich bei der Erstellung des
CFD-Interfaces ausgespart.

In Abbildung 5.24 ist analog zur abrupten Querschnittserweiterung das Zu-
sammenspiel ausgewdhlter Komponenten des mittleren Totaldruckgradien-
ten und der zugehorigen Anteile der mittleren Geschwindigkeit schematisch
dargestellt. Wie bereits in Abbildung 5.7 wird dies anhand kartesischer Ko-
ordinaten veranschaulicht, da sich der hydrodynamische Anteil des Verlust-
terms auch hier spater wiederum aus diesen Komponenten zusammenset-
zen wird. Im Sinne einer besseren Ubersichtlichkeit wird in Abbildung 5.24
auf eine Darstellung der z-Komponente verzichtet. Fiir eine vollkommen ro-
tationssymmetrische Konfiguration ist im betrachteten Mittelschnitt der ent-
sprechende mittlere Totaldruckgradient in z-Richtung dp,/0z ohnehin gleich
Null. Prinzipiell existieren im Vergleich zum Freistrahl nun zwei Scherschich-
ten. Die Interaktionen im Stromungsfeld sind daher deutlich komplexer.

12Djes entspricht der iiblichen Vorgehensweise im Rahmen derartiger Berechnungen.
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:65‘/6x 1“0@/@‘ -
LB L N [ ing

Abbildung 5.24: Einzelbrennerpriifstand (TD1): Schematische Darstellung
ausgewdhlter Komponenten der mittleren Geschwindigkeit
und des Gradienten des mittleren Totaldrucks

In Abbildung 5.25 sind die axialen Komponenten des Zédhlers des hydrodyna-
mischen Anteils des Verlustterms gezeigt. Demnach sind die Werte aus dem
Produkt des mittleren axialen Totaldruckgradienten und dem Anteil der mitt-
leren Geschwindigkeit in x-Richtung an der inneren Scherschicht tendenziell
negativund an der dulleren Scherschicht positiv. Die Summe aus radialen und
tangentialen Komponenten verhilt sich diesbeziiglich spiegelverkehrt. Sie ist
hier gleichzusetzen mit der Summe aus den entsprechenden Komponenten in
x- und y-Richtung (Abbildung 5.26). Im gewdhlten Mittelschnitt ist jedoch der
Gradient des mittleren Totaldrucks in z-Richtung 0p,/0z fiir eine perfekt rota-
tionssymmetrische Konfiguration gleich Null. Es verbleiben im Skalarprodukt
in Abbildung 5.27 somit neben den axialen Komponenten des hydrodynami-
schen Anteils des Verlustterms hier im Wesentlichen nur die Komponenten in
y-Richtung.

Das Gesamtresultat des Skalarprodukts im Zéhler von V3,4 ist in Abbildung
5.27 dargestellt, der resultierende hydrodynamische Verlustterm, inklusive
der Terme im Nenner, in Abbildung 5.28. Auch hier ergeben sich sowohl posi-
tive als auch negative Bereiche. Flichenmiig dominieren jedoch die negati-
ven Bereiche.

Als Referenzebene zur Bestimmung der Geschwindigkeit [a; | wurde dabei der
Brennerausgang gewdhlt. Wegen der inhomogenen Verteilung der axialen Ge-
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5.2 Dreidimensionale Verlustbetrachtung

G[misl: -10 -5 0 5 10 15 20 25

Y

L,

af)t/OX [Pa/m]:  -80000 -20000 0 20000 100000

Y

L,

oﬁt/ox -u [kg/(m s’)]: -1.6E+06  -500000 0 500000 800000 1E+06

Abbildung 5.25: Einzelbrennerpriifstand (TD1): CFD-Ergebnisse - axiale

Komponenten des Zdhlers des hydrodynamischen Anteils
des Verlustterms
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Y

L,

0p/dy - v+ 9p/oz - Wkg/(m s)]: -2E+06 500000 0 500000 1E+06

Abbildung 5.26: Einzelbrennerpriifstand (TD1): CFD-Ergebnisse - Summe
aus radialen und tangentialen Komponenten des Zdhlers des
hydrodynamischen Anteils des Verlustterms

Y

L,

0p/Ox - U+ dp/dy - v +
9p/oz- Wikg/(ms)]:  1.6E+06  -200000 0 200000  1.4E+06

Abbildung 5.27: Einzelbrennerpriifstand (TD1): CFD-Ergebnisse - Zdhler des
hydrodynamischen Anteils des Verlustterms

schwindigkeit tiber dem Querschnitt bei x = 0 aufgrund eines prezidierenden
Wirbelkerns, dessen Einfluss auch durch die zeitliche Mittelung nicht voll-
stindig behoben werden konnte, wird hier fiir den betrachteten Anwendungs-
fall jedoch die Ebene bei x = —0.02 m als Referenz verwendet.

Analog zu den vorausgehenden Betrachtungen anhand der abrupten Quer-
schnittserweiterung resultieren auch hier fiir die beiden Validierungsfal-
le - nun aber aus Numerik und Experiment - unterschiedliche Werte des
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5.2 Dreidimensionale Verlustbetrachtung

3 . . -
V. [kg/(m?s)]: 1000 -200 0 200 2000

Abbildung 5.28: Einzelbrennerpriifstand (TD1): CFD-Ergebnisse - gesamter
hydrodynamischer Anteil des Verlustterms

(Total-) Druckverlusts iiber dem Brenner. Um dies zu korrigieren, wird auch
im vorliegenden Fall ein entsprechender Korrekturfaktor implementiert. Da-
zu wird das aus der Strémungsberechnung bestimmte ¢ (Gleichung 5.38) ins
Verhiltnis gesetzt zum entsprechenden, experimentell bestimmten Druckver-
lustbeiwert . Wie von Alemela [94] beschrieben, wird im experimentellen Fall
dazu die Differenz des statischen Druckverlusts anstelle des Totaldruckver-
lusts verwendet. Der zusidtzliche Tuningfaktor mit dem Wert 1.8 (vgl. Abschnitt
5.2.2.3) wird auch hier beibehalten.

Die eigentliche Berechnung des hydrodynamischen Anteils des Verlustterms
erfolgt in MATLAB. Die resultierenden Ergebnisse werden wiederum, wie in
Abschnitt 5.2.2 beschrieben, auf Werte kleiner oder gleich Null limitiert. An-
schlieend wird hier der hydrodynamische Anteil des lokalen akustischen Ver-
lustterms bei gleichzeitig moglichst exakter Beibehaltung seines integralen
Wertes vom feinen CFD-Gitter unmittelbar auf das deutlich grobere, unstruk-
turierte FEM-Gitter abgebildet [99]. Durch diese Vorgehensweise kénnen et-
waige Interpolationsfehler ausgeschlossen werden [100]. Anschlielend wer-
den die Ergebnisse auf die Mittelpunkte der Tetraeder interpoliert und dann
in Form einer MATLAB-Struktur abgespeichert, um sie so in den verwende-
ten FEM-Code einlesen zu konnen [99]. Im FEM-Code erfolgt die endgiiltige
Interpolation der Daten auf das unstrukturierte FEM-Gitter (Abbildung 5.29).
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Max: 0
0

r1-150
r1-200

r1-250

r1-300

-350

Min: -488.081

Abbildung 5.29: Einzelbrennerpriifstand (TD1): CFD-Interface - V4
[kg/(m>s)] im FEM-Code (Schnitt)

5.2.3.3 Validierung des Verlustmodells

Die Validierung erfolgt anhand eines Vergleichs der Transfer- und der Streu-
matrizen aus Experiment und Berechnung. Den Berechnungsfillen liegt das
geometrische Modell aus Abbildung 5.20 zugrunde. Das zugehorige Berech-
nungsgitter ist in Abbildung 5.30 dargestellt.

An den beiden stirnseitigen Rdndern werden analog zur Vorgehensweise in
Abschnitt 5.2.2 Impedanzrandbedingungen gesetzt. Zusitzlich erfolgt wieder-
um an jeweils einem dieser Rander die Anregung des akustischen Feldes mit-
tels einer sinusférmigen Geschwindigkeitsschwankung, um so zwei vonein-
ander unabhéngige Datensitze zu generieren (vgl. Abschnitt 5.2.2). Alle tibri-
gen Riander werden als schallhart modelliert (Neumann-Randbedingung). Die
Losung des Gleichungssystems erfolgt mittels eines parametrischen, direkten
Solvers im Frequenzbereich (vgl. Tabelle 5.3). Verwendet wird dazu eine Vari-
ante von Gleichung 5.34. In Ubereinstimmung mit dem Experiment umfasst
der betrachtete Frequenzbereich f =20 Hz bis f =600 Hz.
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5.2 Dreidimensionale Verlustbetrachtung

Abbildung 5.30: Ortliche Diskretisierung des TD1-Brenners im Einzelbren-

nerpriifstand
Software
Bezeichnung COMSOL MULTIPHYSICS
Art FEM
Version 3.5
Modus Acoustic-Mode
Gitter

Anzahl der Elemente

29654

Art der Elemente

Tetraeder (unstrukturiertes Gitter)

Diskretisierungsschema

lineare Lagrange-Elemente

Maximale Kantenldnge | [=0.0285m

Stoffwerte

Medium Luft

Temperatur T=18°C

Randbedingungen

Impedanz Z =1000 kg/(smz)

Schallharte Wand Vp=0

Solver

Art direkt, parametrisch, Frequenzbereich

Tabelle 5.3: Parameter des FEM-Modells (TD1 im Einzelbrennerpriifstand)
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Akustische Verluste in der Helmholtz- und der Wellengleichung

In Abbildung 5.31 sind die experimentell und numerisch ermittelten Brenner-
transfermatrizen in pu-Notation einander gegeniibergestellt. Wie im Rahmen
der experimentellen Vorgehensweise tiblich, werden die Ergebnisse dabei auf
den Brennerausgang bei x = 0 bezogen.

Vergleicht man zundchst die verlustfreien FEM-Ergebnisse mit den experi-
mentellen Daten, so sind beziiglich aller Elemente weitgehend gute Uber-
einstimmungen zu erkennen. Die Implementierung von akustischen Verlus-
ten fiihrt im vorliegenden Fall lediglich im Phasenverlauf des T21-Elements
zu deutlichen Unterschieden im Vergleich zur verlustfreien Berechnung. Der
Trend des Phasengangs der experimentellen Ergebnisse kann dort aber sehr
gut wiedergegeben werden. Die generellen Unterschiede zwischen verlust-
freier und verlustbehafteter Variante sind deutlicher mit Hilfe der Streuma-
trix zu erkennen (Abbildung 5.32). Ab einer Grenzfrequenz von ca. f =100 Hz
sind zunéchst generell gute Ubereinstimmungen zwischen den experimentel-
len und den numerischen Ergebnissen zu beobachten. Jedoch zeigt sich auch
hier, dass der Einfluss der modellierten Verluste recht gering ist. Dies stimmt
aber mit den Aussagen von Fischer [8] {iberein, die auf seinen experimentellen
Ergebnissen beziiglich des TD1-Brenners in einem anderen Priifstand basie-
ren.

Weitere, hier nicht gezeigte Studien zeigen, dass sich eine deutliche globale
Erhohung des Verlustterms mittels eines weiteren Ausgleichsfaktors der Gro-
Re 5 oder auch 10 tendenziell negativ auf die Ubereinstimmungen beziiglich
der Streumatrizen aus verlustbehafteter FEM-Rechnung und Experiment aus-
wirkt. Ein Faktor von 5 fiihrt bereits zu einem deutlich verdnderten Ubertra-
gungsverhalten. Dies wirkt sich insbesondere auf die Absolutwerte der Streu-
matrix aus, wiahrend die Phasenverldufe davon deutlich weniger betroffen
sind. Die starksten Auswirkungen sind beziiglich des Absolutwerts des Refle-
xionsfaktors von stromab nach stromauf r;, zu erkennen. Die Implementie-
rung eines Faktors der Grof3e 5 fithrt dort jedoch zu deutlich starkeren Abwei-
chungen im Vergleich zu den experimentellen Daten. Die Abweichungen ver-
stdarken sich weiter drastisch bei Verwendung eines Faktors der Grof3e 10. Nen-
nenswerte Verbesserungen beziiglich der Ubereinstimmungen mit den expe-
rimentellen Daten konnten im Rahmen dieser Untersuchungen nur beziiglich
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Abbildung 5.31: Transfermatrizen des TD1-Brenners im Einzelbrennerpriif-
stand
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Abbildung 5.32: Streumatrizen des TD1-Brenners im Einzelbrennerpriifstand
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5.3 Zusammenfassung

der Absolutwerte des Transmissionsfaktors von stromauf nach stromab ¢,
bei Verwendung eines Faktors der Grolie 5 erzielt werden. Die Verwendung
eines Faktors der Gro8e 10 fiihrte hingegen bei allen Elementen zu deutlich
schlechteren Ubereinstimmungen. Die Grofenordnung der Verluste in der ur-
spriinglichen Form scheint daher passabel, auch wenn sie eventuell etwas zu
gering sein konnte (evtl. ca. Faktor 2 oder kleiner).

Die betrachteten akustischen Verluste haben in den vorliegenden Validie-
rungsfillen demnach allgemein nur einen verhéltnismaflig geringen Einfluss
auf das Ubertragungsverhalten des akustischen Elements / Systems, da der
Durchsatz hier generell sehr gering und der mittlere Totaldruckverlust damit
entsprechend klein ist. Bei der Bestimmung des thermoakustischen Verhal-
tens konnte diese geringfiigige Verstimmung jedoch einen entscheidenden
Beitrag fiir ein stabileres Systemverhalten liefern. Dies wird im folgenden Ka-
pitel untersucht.

5.3 Zusammenfassung

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass das entwickelte Modell zur
nidherungsweisen Erfassung akustischer Verluste in der Helmholtzgleichung
bzw. der Wellengleichung insgesamt zu durchaus zufrieden stellenden Ergeb-
nissen gefiihrt hat, sowohl beziiglich der abrupten Querschnittserweiterung
als auch der hier untersuchten Einzelbrennerkonfiguration. Die bisher erziel-
ten Ergebnisse weisen jedoch noch quantitative Abweichungen zu den erwar-
teten Werten auf. Dies konnte durch die Einfiihrung eines Tuningfaktors der
Hohe 1.8 zumindest teilweise behoben werden. Das generelle Verhalten von
dampfenden Einfliissen konnte gut abgebildet werden.

Folglich ist es gelungen, den Energiehaushalt der akustischen Schwingungen
durch die Bertiicksichtigung von akustischen Verlusten infolge der Durchstro-
mung von Brennkammerkomponenten, trotz der Verwendung der (an sich
isentropen) Helmholtz-/ Wellengleichung, prinzipiell zu erfassen.
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6 Randbedingungen

Neben den akustischen Verlusten, die aufgrund der Durchstrémung von
Brennkammerkomponenten entstehen, ist es im Rahmen einer realitdtsna-
hen Betrachtung der (thermo-) akustischen Stabilitdt von Verbrennungssyste-
men von zentraler Bedeutung, den Anteil akustischer Energie zu quantifizie-
ren, der an den Randern aus dem System herausgetragen wird. Solche Rander
sind der Ein- und Austritt der Brennkammer sowie perforierte Wande. An star-
ren, nicht filmgekiihlten Wéanden findet in erster Ndherung keine akustische
Dampfung statt.

Im Folgenden werden zunichst verschiedene Randbedingungen diskutiert.
Anschlieend wird anhand eines sogenannten Liners ein Ansatz zum Trans-
fer komplexer frequenzabhédngiger Randbedingungen vom Frequenz- in den
Zeitbereich vorgestellt. Dieser ermoglicht, entsprechende akustische Verluste
auch in transienten Berechnungen realitdtsnah zu erfassen.

6.1 Akustische Verluste an den Rindern eines Berechnungs-
gebiets

Das Kompressorende von Gasturbinen entspricht aus akustischer Sicht tibli-
cherweise einer gechokten Diise (M = 1 im engsten Querschnitt). Dort findet
folglich, bei Vernachldssigung konvektiver Effekte, eine Vollreflexion des akus-
tischen Feldes statt. Brennkammer und Verdichter kénnen demnach als akus-
tisch entkoppelt betrachtet werden. Unter diesen Annahmen lautet dort die
akustische Randbedingung n-Vp’ = 0 (Neumann-Randbedingung).

Der Brennkammerauslass wird in erster Naherung haufig als gew6hnliche Dii-
se modelliert. Im Frequenzbereich wird dazu oft ein analytischer Ausdruck
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6.2 Liner

von Marble und Candel [101] verwendet. Der Reflexionsfaktor ist dabei rein
reell und konstant {iber alle Frequenzen. Er hidngt lediglich von der Machzahl
ab. Ein derartiger Ausdruck kann problemlos vom Frequenz- in den Zeitbe-
reich transformiert werden. Ansdtze hierzu sind unter anderem bei Pankie-
witz [3] zu finden. Neue Messungen zeigen jedoch, dass das akustische Ver-
halten eines solchen Elements in komplexer Weise von der Frequenz abhédngt
[100]. Fiir dynamische Untersuchungen ist unter Umstidnden zudem der Ein-
fluss der rotierenden Turbinenschaufeln zu beachten.

Brennkammerwdnde moderner Gasturbinen bestehen zu Kiihlzwecken ganz
oder teilweise aus perforierten Bauteilen, den sogenannten Linern. Neben ih-
rer primdren Aufgabe, das Material der Brennkammerwand durch einen Kiihl-
luftfilm vor Beschiddigung aufgrund des starken Warmeeinflusses zu schiit-
zen, konnen Liner auch die Akustik eines Brennkammersystems stark beein-
flussen. Sie iiben in der Regel einen ddmpfenden Einfluss aus. Aus numeri-
scher Sicht resultiert auch hier zumeist eine komplexe, frequenzabhingige
Randbedingung.

6.2 Liner

Ein Liner besteht in der Regel aus einer diinnwandigen Metallplatte, die zahl-
reiche kleinste Bohrungen (D = 0.0005m [102]) in regelméd8igen Abstdnden
aufweist (Abbildung 6.1). Zur besseren Ausbildung des Kiihlluftfilms werden
heute hdufig schrige Bohrungen verwendet [103, 104]. Die Porositit eines
Liners ist gering. Die Offnungen sind somit duferst klein im Vergleich zur
Gesamtoberfliche der perforierten Platte. Um den ddmpfenden Einfluss zu
verstdrken, wird in einem Abstand [ zur perforierten Platte eine schallharte
Wand (backing plate) angebracht. In den Zwischenraum wird Kiihlluft ein-
gebracht. Diese stromt aufgrund des Druckgradienten durch die Bohrungen
in die Brennkammer und fiihrt an der Brennkammerinnenwand zur Ausbil-
dung eines Kiihlluftfilms. Existiert in der Brennkammer ein akustisches Feld,
so kommt es an den scharfen Kanten der einzelnen Offnungen des Liners zu
einer Kopplung von akustischer Mode und Vorticitymode aufgrund von Wir-
belablosung. Dabei wird akustische in stromungsmechanische Energie umge-
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Randbedingungen

N N
”(%i
2R
N @/ 77777 5
R
NEs b &
$§Eh - >
N O 0
| e
< »
Y N

Abbildung 6.1: Schematische Darstellung des Aufbaus und der Funktionswei-
se eines Liners [105]

wandelt, die als Wirbel mit der mittleren Geschwindigkeit stromab getragen
wird. Die akustische Mode wird somit geddmpft. Ein linearer Zusammenhang
zwischen den verschiedenen Mechanismen besteht jedoch nur bei der Exis-
tenz einer mittleren Stromung durch den Liner (bias flow). Ist keine solche
mittlere Stromung vorhanden, so ist der Ddmpfungsmechanismus u. a. nicht-
linear und zudem deutlich schwicher ausgepragt (vgl. hierzu [102,105-109]).

Erste Untersuchungen beziiglich des Ddmpfungsverhaltens durchstromter
Liner fanden Ende der 70er Jahre statt. 1990 veroffentlichten Hughes und
Dowling [108] einen Uberblick iiber den damaligen Kenntnisstand und zeig-
ten Perspektiven auf. Sie entwickelten ein analytisches Modell, das auf den
Arbeiten von Howe [43] zur Rayleigh-Konduktivitdt einer Lochblende be-
ruht. Der Einfluss des Liners wird dabei mittels einer homogenen Randbe-
dingung beschrieben. Dieser Ansatz setzt voraus, dass die einzelnen durch-
stromten Offnungen (sowie auch der Abstand [) klein im Vergleich zur Wel-
lenlidnge sind. Das akustische Verhalten der einzelnen Offnungen kann so-
mit unabhédngig voneinander betrachtet werden. Zudem formulierten Hughes
und Dowling [108] Designrichtlinien fiir Liner. Sie zeigten, dass die in der Pra-
xis vorherrschende Kriimmung der perforierten Platten im Vergleich zu einer
dquivalenten ebenen, perforierten Platte keinen nennenswerten Einfluss auf
das Dampfungsverhalten hat, solange azimuthale Anderungen des Schallfel-
des in einem ansonsten zylindrischen Liner vernachlédssigt werden konnen.
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Dies bedeutet, dass Impedanzen, welche auf oben beschriebenem analyti-
schen Weg oder auch experimentell unter Verwendung so genannter impe-
dance tubes ermittelt wurden, unter obigen Voraussetzungen ohne nennens-
werte Abweichungen auch fiir die akustische Beschreibung gekriimmter per-
forierter Oberflichen verwendet werden konnen [108]. Hughes und Dowling
gaben zudem erste Einblicke in die Auswirkungen einer heilsen Kernstromung
auf das Verhalten eines Liners [108]. Ihre Arbeit diente der Betrachtung ra-
dialer Moden in Nachbrennern, sogenannten Screech-Instabilitdten. Eldredge
und Dowling [106] sowie spéter Eldredge [107] entwickelten den Ansatz wei-
ter hinsichtlich einer Betrachtung axialer Moden, respektive Moden héherer
Ordnung in zylindrischen und ringférmigen Rohren bzw. Kanélen.

Diverse Untersuchungen experimenteller, theoretischer und numerischer Art
beziiglich des Einflusses verschiedener Parameter auf die Dampfungseigen-
schaften eines Liners wurden von der Forschergruppe um Sun und Jing verof-
fentlicht [110,111]. Bellucci et al. [105] fithrten Messungen des Ddmpfungsver-
haltens verschiedener unterschiedlich stark durchstromter perforierter Plat-
ten durch. Wie Sun et al. [110] verwendeten auch sie dazu eine impedance
tube. Bellucci et al. [105] entwickelten zudem ein analytisches Modell. Es er-
laubt, den Einfluss verschiedener physikalischer Parameter auf das Damp-
fungsverhalten perforierter Platten detailliert zu beriicksichtigen. Weitere ex-
perimentelle Untersuchungen wurden von der Gruppe um Rohle bzw. Heu-
winkel et al. durchgefiihrt [112].

Tam et al. [109] ver6ffentlichten dariiber hinaus u. a. Untersuchungen der
detaillierten Stromungsverhdltnisse und Absorptionskoeffizienten von Linern
unter Anwendung der DNS-Methode. Aufbauend auf den Arbeiten von Men-
dez et al. [103,113, 114], die zumeist auf dem kompressiblen LES-Solver AVBP
beruhen, verfolgten Eldredge et al. [104] einen dhnlichen Ansatz zur Bestim-
mung des detaillierten Stromungsfeldes unter Verwendung eines inkompres-
siblen LES-Solvers. Dassé et al. [102] entwickelten die Arbeit von Mendez et al.
weiter und kombinierten die stromungsmechanische mit einer akustischen
Betrachtungsweise, unter Verwendung von AVBP (LES). Ihre Ergebnisse wei-
sen gute Ubereinstimmungen mit verschiedenen alternativen Ansitzen auf,
wie zum Beispiel den numerischen Daten von Jing und Sun [111], dem ana-
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lytischen Modell nach Howe [43] oder auch den experimentellen Ergebnissen
von Bellucci et al. [105], insbesondere im Bereich niedriger Frequenzen [102].

Neben diesen sehr detaillierten Ansédtzen existieren auch globale Modelle zur
Beschreibung des Einflusses von Linern auf ein akustisches Gesamtsystem.
Représentativ seien hier die Untersuchungen von Rehmann und Eldredge
[115] erwdhnt. Dabei wird der Liner als Teil eines Netzwerkmodells zur Be-
stimmung der thermoakustischen Stabilitdt von Verbrennungssystemen mo-
delliert, in diesem Fall konkret von Gasturbinen. Rehmann und Eldredge [115]
beziehen sich ebenfalls auf den Ansatz von Eldredge und Dowling [106] bzw.
von Howe [43].

6.3 Frequenzabhingige Randbedingungen im Zeitbereich

Im Folgenden wird ein Weg aufgezeigt, um frequenzabhéngige Randbedin-
gungen, wie zum Beispiel die experimentellen Daten von Bellucci et al. [105],
in die hier durchzufiihrenden Stabilitdtsberechnungen im Zeitbereich zu inte-
grieren. Dies ist essentiell fiir eine korrekte, quantitative Vorhersage der ther-
moakustischen Instabilitdt eines Verbrennungssystems, da diese in der Regel
stark von den akustischen Eigenschaften an den Rdandern bestimmt wird. Die
Transformation erfolgt gemél} einer von Pieringer [6, 116] entwickelten Me-
thode!, basierend auf einem halb-analytischen Ansatz nach einer Idee von
Richter et al. [117].

IDemnach ist der Transfer einer frequenzabhingigen Randbedingung, wie z.B.

pw) =pcZ(w)n-a(w), (6.1)

vom Frequenz- in den Zeitbereich in der Regel komplex. Er umfasst die inverse Fourier-Transformation des
Terms und erfordert dabei die Losung des Faltungsintegrals

t
p'()= ﬁcf Z(t-1)n-u'(1)dT. (6.2)
0

Aufgrund der Retardierung, ¢ — 7, bringt die exakte, numerische Losung dieses Integrals aber einen enormen,
h&ufig nicht zu bewiltigenden Aufwand mit sich. Zur Umgehung dieser Problematik wurde von Pieringer [6,116]
eine alternative Methode entwickelt, um die Modellierung des ddmpfenden Einflusses von Absorbern in einem
Raketentriebwerk mittels des Aeroakustik-Codes PIANO zu realisieren. Die generelle Vorgehensweise hierzu
wird im Folgenden in Anlehnung an ihre Arbeiten [6, 116] dargestellt.
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Ausgangspunkt ist folgende Ndherung zur Beschreibung der Impedanz eines
verlustbehafteten Rohrstiicks der Liange [/, erweitert um einen Vorfaktor a [6,
116]:

Z(w) = a coth(kl). (6.3)

Die Wellenzahl k ist hier eine komplexwertige Groe, gemals:

k=p+i2. (6.4)
c

f entspricht einer frequenzabhingigen Dampfungskonstanten. Fiir Berech-
nungen im Frequenzbereich wire es problemlos moglich, eine komplexwer-
tige, frequenzabhingige Impedanzrandbedingung gemil Gleichung 6.3 di-
rekt zu implementieren. Zur Einbindung einer solchen Randbedingung in ein
Simulationsmodell im Zeitbereich sind jedoch zusétzliche Transformations-
schritte erforderlich [6, 116].

Gemadl Pieringer [6, 116] kann eine coth-Funktion (mit komplexwertigem Ar-
gument) prinzipiell, unter Verwendung von Exponentialfunktionen, wie folgt
dargestellt werden [118]:

e(x+iy) + e—(x+iy)

coth(x+iy) = (6.5)

e(x+iy) _ e—(x+iy) '

Terme der Form e*""V kénnen mittels einer Taylorreihe entwickelt werden
[116]. Wird diese Reihe nach dem ersten Glied abgebrochen, ergibt sich na-
herungsweise [6]:

1+e W) 14e e

coth(x+iy) = PR R p——— (6.6)
Bezieht man dies auf Gleichung 6.3, so folgt:
1 p 1+ be T
—F (6.7)

- ~-=a —
pcn-ua 1—be o7
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n-u ist der Anteil der Schnelleschwankung normal zum Rand. b beschreibt
nun die Ddmpfung gemalR:

b=e". (6.8)

Im Gegensatz zu Gleichung 6.4 ist die Ddmpfung in dieser weiteren Ndherung
tiber der Frequenz konstant. v reprdsentiert eine Konstante, T = 2[//c einen
Zeitverzug.

Im Absorbermodell von Pieringer ergeben sich diese Parameter teils aus den
geometrischen Zusammenhingen, teils dienen sie zum Anpassen des Modells
an das Verhalten komplexerer Modelle. Hier erfolgt zunéchst eine Loslosung
von den geometrischen Zusammenhédngen. Die Gréfen a, [ und v dienen so-
mit primdr als Optimierungsparameter zum Nachbilden des Verlaufs komple-
xer Randbedingungen im Frequenzbereich. p und c behalten jedoch ihre phy-
sikalische Bedeutung. Multipliziert man Gleichung 6.7 aus, so folgt:

p(1-be ") =pca-n-ta(1+be ™). (6.9)

it

Terme der Form e '“" im Frequenzraum entsprechen einer zeitlichen Ver-
schiebung um die Zeit 7 im Zeitraum [6,116]. Somit folgt fiir die Druckschwan-
kungen:

p'=pca-n-u' +pcha-n-u'(t-1)+b-p'(t—1), (6.10)

respektive fiir die Schnelleschwankungen [6, 116]:

e L b e — b e (£ —
n-u—pca(p b-p(t—1))-b-n-u(t—1). (6.11)

Dies ermdoglicht, frequenzabhéngige Impedanzrandbedingungen in den Zeit-
bereich zu transformieren. Voraussetzung dafiir ist, dass sich ihr Verlauf im
Frequenzbereich mittels des von Pieringer vorgegebenen Parametersatzes
(Gleichung 6.7) approximieren ldsst.
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6.4 Implementierung der Randbedingungen

Aufgrund der Verwendung der Wellengleichung wird hier eine Formulierung
beziiglich der akustischen Druckschwankungen oder ihrer Ableitungen an der
jeweiligen Randbedingung bendétigt. Eine direkte Verwendung von Gleichung
6.10 ist jedoch nicht zielfiihred, da sich damit fiir den betrachteten Anwen-
dungsfall nach Bellucci et al. [105] eine mathematisch instabile Formulierung
der Randbedingung ergibt (instabiler Filter). Daher wird Gleichung 6.11 zu-
nédchst partiell nach der Zeit abgeleitet:

/

I 1 ! !
Ju op _b.ap (t—1) _b.n.a_u(t_r), (6.12)

"5t T beal\ar or or

Unter Verwendung der linearisierten Eulergleichung in Normalenrichtung
(m-ou’'/0t = —1/pn-Vp', M = 0) kann die zeitliche Ableitung der Schnelle
durch die ortliche Ableitung der Druckschwankung ersetzt werden. Konvek-
tive Terme werden wiederum vernachlédssigt. Damit folgt fiir Gleichung 6.12:

! !

n-Vp’:—é %—’Z— -aa—lz(t—r) —b-n-Vp'(t-1). (6.13)
In den FEM-Code kann dieser Ausdruck mittels einer Neumann-
Randbedingung eingebunden werden. Die eigentliche Berechnung von
Gleichung 6.13 findet zu jedem Zeitschritt in MATLAB statt. Aus numerischen
Griinden ist es nicht moglich, alle benétigten GréRen direkt am Rand auszu-
lesen. Deshalb wird im eindimensionalen Fall ein Referenzpunkt unmittelbar
vor der Randbedingung definiert, an dem die Werte der Druckschwankung
und ihrer ortlichen Ableitung ausgelesen werden. Im dreidimensionalen Fall
ist die Definition einer entsprechenden Referenzfldche erforderlich.

Dabei ist zu beachten: Hinsichtlich der Minimierung von Abbildungsfehlern
ist ein moglichst geringer Abstand zwischen Rand- und Referenzpunkten an-
zustreben. Andererseits fiihrt dies zu einer starken Verfeinerung des Berech-
nungsgitters in den Randbereichen und damit zu einer enormen Erh6hung
des Rechenaufwandes. Die durch die Abbildung generierten Fehler konnen
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numerische Instabilitdten bedingen. Durch die Reduzierung der maximalen
Ordnung des zeitlichen Losers (Backward Differential Formula (BDF)) von
BDEF2 auf BDF1 kann dies jedoch umgangen werden. Dadurch wird die kiinst-
liche Dadmpfung im System erhoht. Generelle Fehler sind dadurch nicht zu
erwarten, insbesondere wenn die Zeitschritte, wie im vorliegenden Fall, sehr
klein gewdhlt werden [54]. Die einzelnen Schritte zur Implementierung ei-
ner entsprechenden Randbedingung in das verwendete Softwarepaket sind
im Anhang A beschrieben.

6.5 Validierung der Randbedingungen

Die Validierung erfolgt zundchst anhand einfacher, analytischer, eindimen-
sionaler Testfdlle. Diese werden spdter auf drei Raumdimensionen erweitert.
AbschlieBend findet ein Vergleich gegen experimentelle Daten von Bellucci et
al. [105] statt.

6.5.1 Beschreibung der Testfille

Die Berechnungen finden im Zeitbereich, unter Verwendung eines direk-
ten, iterativen Solvers statt. Gelost wird die Wellengleichung ohne Verluste
in einem homogenen Medium (Luft) der Temperatur T = 20° C. Die ortli-
che Auflsung des Rechengebiets erfolgt mittels linearer Lagrange-Elemente,
die zeitliche Auflosung mittels einer BDF1 (beide erster Ordnung). Der ver-
wendete Zeitschritt ist konstant. Er umfasst At = 1.0-107% s. Die o6rtliche Dis-
kretisierung ist an den jeweiligen Validierungsfall angepasst (vgl. Abschnitt
6.5.2 bzw. 6.5.3). Die Anregung entspricht einer Uberlagerung sinusférmiger
Druckschwankungen konstanter Amplitude, jedoch verschiedener Frequenz
und Phase (Abbildung 6.2). Analog zu den Validierungsdaten aus Bellucci et
al. [105] umfasst das betrachtete Frequenzintervall 50 Hz < f < 600 Hz. Die
Intervallschritte sind dabei Af = 10 Hz. Die Berechnungsdauer entspricht
stets £ = 0.2 s. Dadurch kann der betrachtete Frequenzraum in Intervallen von
5 Hz aufgelost werden. Aus Speichergriinden erfolgt die Auswertung jedoch
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150

100f

50

p'[Pa]
o

-100f

-150 . . .
0 0.05 0.1 0.15 0.2

t[s]

Abbildung 6.2: Zeitliches Anregungssignal zur Validierung der Randbedin-
gung

in Schritten von 10 Hz. Verglichen werden die Reflexionsfaktoren. Im Fall der
transienten Berechnung werden sie mittels einer Fast-Fourier-Transformation
ermittelt.

6.5.2 Eindimensionale Betrachtung

Die Linge des betrachteten Rechengebiets umfasst zwei Meter. Die ortliche
Diskretisierung erfolgt mittels eines dquidistanten Gitters der Kantenlidnge
Ax =0.001 m. Der Referenzpunkt zum Auslesen der Schwankungsgrof3en be-
findet sich Ax = 0.001 m vom dem Randpunkt entfernt, an dem die Impedanz-
randbedingung implementiert ist. Angeregt wird von der gegeniiberliegenden
Randbedingung, entgegen der positiven x-Achse. Zundchst wird eine nicht re-
flektierende Randbedingung (r = 0) unter Verwendung folgender Formeln in
der Routine in MATLAB realisiert [3]:

/=pc—, 6.14
pe—, (6.14)
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Analytische Loesung
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Abbildung 6.3: Vergleich der Amplituden von r am Referenzpunkt fiir r = 0
(1D)

p op’
S

(6.15)
Aus Abbildung 6.3 wird ersichtlich, dass die analytischen Ergebnisse sehr gut
mittels des numerischen Verfahrens nachgebildet werden konnen. Da die Am-
plituden dullerst klein bzw. gleich Null sind, ist die Information beziiglich der
Phase des Reflexionsfaktors physikalisch irrelevant. Daher wird hier auf deren
explizite Darstellung verzichtet.

Auch fiir r = 0.5 stimmen numerische und analytische Ergebnisse, sowohl be-
ziiglich der Amplitude als auch der Phase, iiber dem gesamten betrachteten
Frequenzbereich sehr gut iiberein (Abbildung 6.4). Um die korrekte Imple-
mentierung des Modells zu belegen, sind in Abbildung 6.5 zwei Druckschwan-
kungsverldufe tiber dem Ort fiir verschiedene Zeitschritte gegeben. Die Anre-
gung erfolgt in diesem Fall ausschlieBlich mit einer einzelnen sinusférmigen
Welle (P =2 Pa, f =500 Hz). Deutlich ist das ddmpfende Verhalten der Rand-
bedingung zu erkennen. Wie erwartet ist die Amplitude der Druckschwan-

126



6.5 Validierung der Randbedingungen

0.8f .
— 0.6} .

[

0.2f 1

0 100 200 300 400 500 600

Analytische Loesung
o} = = = Transformation

arg(r) [rad]
o
]
1
1
]
]
]
]
I
1
1
1
1
1
]
]
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

0 100 200 300 400 500 600
f[Hz]

Abbildung 6.4: Vergleich der Amplituden und Phasen von r am Referenz-
punkt fiir r = 0.5 (1D)
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Abbildung 6.5: Druckschwankungsverldufe tiber dem Ort fiir r = 0.5 (1D)
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Abbildung 6.6: Amplitude u. Phase von r aus Experiment [105] (Platte K, u =
2m/su. u=>5mls), Approximation und Transformation (1D)

kung nach dem Auftreffen auf die linksseitige Begrenzung des Rechengebiets
um die Héilfte reduziert. Eine Verschiebung der Phase findet nicht statt.

Ergebnisse beziiglich der eigentlichen Linerrandbedingung nach Bellucci et
al. [105] sind in Abbildung 6.6 gezeigt. Betrachtet werden zwei verschiede-
ne Konfigurationen einer perforierten Platte (Platte K). Die unterschiedlichen
Verldufe der beiden Reflexionsfaktoren iiber der Frequenz resultieren aus ei-
ner unterschiedlichen Stromungsgeschwindigkeit (. =2 m/s und u =5 m/s).
Je geringer diese ist, desto weniger dimpfend verhdlt sich der Liner. Die expe-
rimentellen Daten werden zundchst im Frequenzbereich mittels der Metho-
de der kleinsten Fehlerquadrate approximiert [119]. Aus Abbildung 6.6 wird
ersichtlich, dass die transformierten numerischen Ergebnisse aus den Zeitbe-
reichsrechnungen auch hier sehr gut die approximierten Daten, sowohl be-
ziiglich der Amplitude als auch der Phase, wiedergeben konnen.
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6.5.3 Dreidimensionale Betrachtung

Die Betrachtung wird nun auf drei Raumdimensionen erweitert. Zunéchst
wird nochmals das ebene Auftreffen axialer Wellen auf die Impedanzrand-
bedingung untersucht. Diese rdumliche Anordnung entspricht prinzipiell
dem Aufbau einer impedance tube, die zur experimentellen Bestimmung der
Dampfungseigenschaften perforierter Platten dient. Der Radius ist hier R =
0.05 m. Die Linge betrdgt [ = 0.6 m. Die ortliche Diskretisierung des zylindri-
schen Rechengebiets erfolgt mittels 4243 tetraedischer Elemente. Die Diskre-
tisierung ist so gewdhlt, dass eine Welle der Frequenz f = 600 Hz im gesam-
ten Berechnungsgebiet mit mindestens 20 Punkten o6rtlich aufgelost werden
kann. Die Referenzebene befindet sich Ax = 0.005 m von der Impedanzrand-
bedingung entfernt. In Abbildung 6.7 sind die Ergebnisse fiir einen Reflexions-
faktor von r = 0.5 dargestellt. Auch hier wird die sehr gute Funktionsféhigkeit
des Modells ersichtlich. Die geringfiigigen Abweichungen beziiglich der Pha-
se, die hier tiber dem betrachteten Frequenzbereich marginal fillt, sind auf
den Zeitverzug zwischen Referenz- und Randpunkten zuriickzufiihren. Wird
der Abstand ausreichend klein gewdhlt, ist dieser Effekt vernachldssigbar. Al-
ternativ konnte ein entsprechender Korrekturterm eingefiihrt werden.

AbschlieBend wird ein Liner zylindrischer Form untersucht (vgl. Abbildung
6.8). Dies reprisentiert die geometrische Konfiguration, welche dem realen
Einsatz eines Liners am meisten entspricht. An der stromauf gelegenen Stirn-
flache wird eine nicht reflektierende Randbedingung implementiert. Die Lan-
ge des Teilbereichs des zylindrischen Liners umfasst [ = 0.1 m. Die eben-
falls zylindrische Referenzebene befindet sich in einem radialen Abstand von
AR =2.5-10"% m von der Linerrandbedingung entfernt. Art und Ort der Anre-
gung bleiben zum vorher betrachteten Fall unverdndert. Die Anzahl der Git-
terelemente erhoht sich nun auf 23139 tetraedische Elemente. Aus Abbildung
6.9 sind auch fiir diesen Fall sehr gute Ubereinstimmungen zwischen den ap-
proximierten Daten im Frequenzbereich und den Ergebnissen aus der transi-
enten FEM-Berechnung zu erkennen.
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Abbildung 6.7: Amplitude und Phase aus Analytik und Numerik fiir r = 0.5
(3D)
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Abbildung 6.8: Schematische Darstellung des betrachteten zylindrischen Li-
ners (3D)
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Abbildung 6.9: Amplitude u. Phase von r aus Experiment [105] (Platte K, u =
5m/s), Approximation und Transformation (3D-radial)

6.6 Zusammenfassung

Zusammenfassend kann die Implementierung des Ansatzes zum Transfer fre-
quenzabhdngiger Randbedingungen in den Zeitbereich im verwendeten Si-
mulationscode als sehr erfolgreich betrachtet werden. Das Modell kann nicht
nur fiir die Implementierung von Linerrandbedingungen verwendet werden,
sondern fiir jede Art von frequenzabhéngiger Randbedingung, die mittels des
Ansatzes von Pieringer [6, 116] nachgebildet werden kann (vgl. Kapitel 7).
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7 Stabilitidtsbetrachtungen anhand eines
Einzelbrennerpriifstands

Abschlief8end erfolgt eine Untersuchung der thermoakustischen Stabilitét ei-
ner Priifstandskonfiguration fiir Einzelbrennersysteme, unter Verwendung
der in den vorausgehenden Kapiteln beschriebenen Modelle.

7.1 Geometrie und Priifstandskonfiguration

In Abbildung 7.1 ist schematisch der Aufbau des Priifstands inklusive des hier
verwendeten BRS-Brenners dargestellt. Dieser Brenner wurde ebenfalls zu
Forschungszwecken am Lehrstuhl fiir Thermodynamik der Technischen Uni-
versitdt Miinchen entwickelt. Er wird vorgemischt betrieben. Die in Abbildung
7.1 reprdsentativ dargestellte Form und Position der Flamme basiert auf ex-
perimentell ermittelten Chemilumineszenzdaten von Komarek [120]. Details
zum Priifstandsaufbau sind der Arbeit von Komarek et al. [120] zu entnehmen.

Experimentelle Untersuchungen der thermoakustischen Stabilitit der
Priifstandskonfiguration fanden fiir verschiedene Leistungen (P =
[30 kW,50 kW,70 kW1]) bei unterschiedlicher Luftzahl (Ap; = [1.1,1.3])
statt [121]. Zur Anwendung kamen dabei zwei unterschiedliche Brennkam-
merlidngen (I = 0.3m, [ = 0.7 m). Die Variante mit kurzer Brennkammer erwies
sich in allen betrachteten Féllen als thermoakustisch instabil. Mit der langen
Brennkammer konnten sowohl stabile als auch instabile Betriebsbereiche
erzielt werden [121].

Nachfolgend erfolgt eine Beschrankung auf den Fall P =70 kW - Ap; = 1.1 bei
langer Brennkammer. Er weist ein thermoakustisch instabiles Verhalten auf.
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Aufnehmerstutzen fur Mikrofone

Brennkammer

Brenner Flamme

Plenum Lanze

Abbildung 7.1: Schematische Darstellung des betrachteten Einzelbrenner-
priifstands mit BRS-Brenner [120]

7.2 Geometrische Modellierung

Zur Reduzierung des Berechnungsaufwands wird lediglich ein Viertel des
Priifstands modelliert. Das verwendete, unstrukturierte Gitter umfasst 52219
tetraedische Elemente (Abbildung 7.2). Die ortliche Diskretisierung erfolgt
mittels linearer Lagrange-Elemente. Um die physikalisch korrekte Ausbrei-
tung der akustischen Wellen weitestméglich gewédhrleisten zu konnen, wer-
den im Bereich des Brenners periodische Randbedingungen gesetzt (vgl. Ab-
schnitt 7.4).

Um zu belegen, dass die Verwendung eines Viertels des Priifstands identische
Ergebnisse ergibt wie eine 360°-Betrachtung, sind in Abbildung 7.3 zwei ent-
sprechende Spektren einander gegeniibergestellt (p, = 2-107° Pa). Sie wurden
fiir kalte Luft (c = 343 m/s; p = 1.25kg/ m>) mit Hilfe eines parametrischen, di-
rekten Losers!' ermittelt. Die Anregung des Systems erfolgt dabei am Einlass

(Stirnseite des Plenums), gemdl3: n- (%Vﬁ) = —lgpiw mit Uy, = 0.1 m/s. Am

lin COMSOL MULTIPHYSICS (Version 3.5; ACOUSTIC MODE - TIME-HARMONIC ANALYSIS)
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Abbildung 7.2: Unstrukturiertes Berechnungsgitter und Geometrie des BRS-
Brenners mit zugehorigem Einzelbrennerpriifstand im FEM-
Code

Auslass wird eine Impedanzrandbedingung gewdhlt. Deren Wert wird weit-
gehend beliebig auf Z = 100 kg/(sm?) festgelegt. Mit Ausnahme der periodi-
schen Rdnder im Bereich des Brenners sind alle tibrigen Wande als schallhart
modelliert (Neumann-Randbedingung, n-Vp = 0). Der Referenzpunkt zur Er-
mittlung der Spektren befindet sich in der Brennkammer. Die beiden Ergeb-
nisse in Abbildung 7.3 sind deckungsgleich. Die Betrachtung eines Viertels des
Priifstands ist somit fiir die folgenden Untersuchungen zuldssig.

Interessant ist zudem, dass die in den experimentellen Untersuchungen be-
obachteten, dullerst niedrigen Druckschwankungsamplituden in der Brenn-
kammer im Bereich von etwa f = 400 Hz bis f = 600 Hz bei einer Anre-
gung von stromauf hiermit auch auf numerischem Weg nachgewiesen werden
konnten. Sie scheinen im Wesentlichen auf der Geometrie des Priifstandes zu
beruhen.
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Abbildung 7.3: Spektrum eines Viertels der Priifstandskonfiguration im Ver-
gleich zur 360°-Variante

7.3 CFD-Interfaces

Ausgangspunkt fiir die CFD-Interfaces ist wiederum eine numerische Simula-
tion des mittleren, stationdren Stromungsfelds. Hier wird auf eine bestehende
URANS-Rechnung mit Warmefreisetzung (P = 70 kW, A, = 1.3) auf einem
Viertel der Priifstandsgeometrie zuriickgegriffen [120]. Diese ist auf den str6-
mungsmechanisch relevanten Bereich um den Brenner beschrdankt. Da die
zeitlichen Anderungen im Strémungsfeld vernachlissigbar gering sind [122],
wird auf eine zeitliche Mittelung des instationdren Datensatzes verzichtet.
Stattdessen erfolgt die Auswertung anhand eines repridsentativen Zeitpunk-
tes. Beispielhaft ist in Abbildung 7.4 die Absolutgeschwindigkeit der mittleren
Stromung in der untersuchten Konfiguration dargestellt.

Aus den stromungsmechanischen Rohdaten werden zunéchst die Gradien-
ten des mittleren Totaldrucks direkt, unter Verwendung des Postprocessing-
Programms CFX5POST, mittels folgendem Ansatz bestimmt:
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Abbildung 7.4: Absolutgeschwindigkeit der mittleren Strémung im einge-
schlossenen BRS-Brenner (P = 70 kW, Ag; = 1.3, Seitenan-

sicht)
%:@_’__(6_12 @v+a—ww)+050—(u + 07+ W), (7.1)
0x Ox 0 0x 0x 0x
%:@+p(a—uu+@v+a—ww)+050—(u + 0% + ), (7.2)
dy  dy dy dy 0y oy
%:@+p(6_uu+@v+0_ww)+050_(u + %+ wP). (7.3)
0z 0z 0z 0z 0z 0z

Die Erstellung des CFD-Interfaces fiir die akustischen Verluste erfolgt im We-
sentlichen analog zur Vorgehensweise in Abschnitt 5.2.3.2%. Es resultiert das
in Abbildung 7.5 dargestellte Feld des hydrodynamischen Anteils des Verlust-
terms.

Bei der Erstellung des CFD-Interfaces fiir die mittlere Dichte wird auf eine in-
tegral korrekte Abbildung der Daten auf das FEM-Gitter verzichtet. Hier sind
etwaige durch eine Interpolation generierte Fehler kaum ausschlaggebend,
da mittels dieses Interfaces lediglich die Flammenform sowie der Ubergang
zwischen kaltem und heifem Medium bestimmt werden®. Ansonsten erfol-
gen die einzelnen Transferschritte zur Realisierung dieses Interfaces analog
zur Vorgehensweise im Rahmen der Verluste (vgl. Abschnitt 5.2.3.2). Nachdem

2Auch hier erfolgt eine Beschriankung des hydrodynamischen Anteils des Verlustterms auf Werte kleiner oder
gleich Null.

3Im restlichen Feld ist die mittlere Dichte, unter Vernachlissigung von Kiihleffekten an der Wand, niherungs-
weise konstant.
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Abbildung 7.5: Hydrodynamischer Anteil des akustischen Verlustterms (BRS)
Viya in [kg/(m?>s)]

der Bereich der CFD-Interfaces generell kleiner ist als die Linge der betrachte-
ten Priifstandskonfiguration, kommt hier zusitzlich folgende Gleichung zum
Einsatz:

_ 1.18kg/m?® ,falls z< —0.06 m
= (7.4)

| Perp Jfalls z= 0.06 m

Die resultierende Dichteverteilung im FEM-Code ist in Abbildung 7.6 darge-
stellt.

7.4 Randbedingungen

Mit Ausnahme der stirnseitigen Randbedingungen werden alle Rander zu-
néchst als akustisch hart modelliert (Neumann-Randbedingung, n-Vp' = 0).
Wirmeverluste an den Randern werden nicht explizit modelliert. Da sie je-
doch in der CFD-Rechnung enthalten sind, werden sie trotzdem indirekt {iber
das CFD-Interface der mittleren Dichte in gewisser Weise beriicksichtigt.
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Abbildung 7.6: Ausschnitt des mittleren Dichtefeldes (BRS) in [kg/m’]

Am Einlass ist im Experiment eine Sintermetallplatte montiert. Akustische
Untersuchungen an einer dhnlichen Platte zeigen, dass sich ein solcher Ab-
schluss nahezu schallhart verhélt [123]. Deshalb wird dort r = 0.95 angenom-
men.

Im Bereich des Drallerzeugers sind periodische Randbedingungen implemen-
tiert (vgl. Abschnitt 7.2). In den tibrigen Bereichen des Priifstands wird darauf
verzichtet, da, mit Ausnahme des Bereichs um den Brenner, die Schallausbrei-
tung als eben betrachtet wird. Dort findet folglich kein Energieaustausch iiber
die Rander statt. Die Plausibilitat dieser Annahme wurde bereits in Abschnitt
7.2 bestdtigt.

Die Modellierung der Randbedingung am Auslass ist deutlich umfangrei-
cher. Experimentelle Untersuchungen zeigten, dass die Verwendung einer mit
Durchldssen versehenen Abschlussplatte generell zu einer komplexen, fre-
quenzabhdngigen Randbedingung fiihrt, dhnlich der des Liners in Kapitel 6.
Aufgrund von inkonsistenten Messergebnissen beziiglich der Reflexionskoef-
fizienten in der verwendeten Priifstandskonfiguration, wird hierfiir auf alter-
native Messungen [124] zuriickgegriffen. Diese fanden mit der gleichen Ab-
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7.4 Randbedingungen

schlussplatte, jedoch an einem anderen Priifstand statt. Die Reflexionskoef-
fizienten sind davon unabhiingig. Sie sind jedoch nicht unabhingig von An-
derungen der Leistung und der Luftzahl fiir den betrachteten Anwendungs-
fall. In Abgleich mit den Messergebnissen von Bellucci et al. [105] und Ale-
mela [124] erfolgt daher fiir den hier betrachteten Fall eine manuelle Erho-
hung des Absolutwerts des von Alemela gemessenen Reflexionsfaktors um ca.
Alr|=0.1%

Der Verlauf des Reflexionskoeffizienten kann nach einer entsprechenden An-
passung des Transferalgorithmus aus Kapitel 6 schlieBlich mittels des Parame-
tersatzes von Pieringer ( [116], [6]) approximiert werden. Bei der Darstellung
in Abbildung 7.7 wurde bereits das Offset des Absolutwertes von ca. A|r| =0.1
im Vergleich zu den experimentellen Daten berticksichtigt. Die verwendete
mittlere Schallgeschwindigkeit fiir die Approximation entstammt den nume-
rischen Daten von Komarek [120] (Mittelung der Daten iiber dem Auslass:
c=824.149mls, p =0.195 kg/ m3).

Zur Uberpriifung des korrekten Transfers der Randbedingung in den Zeitbe-
reich wird die Priifstandsgeometrie auf ausschlieflich die Brennkammer re-
duziert. Die Referenzebene wird in einem Abstand von zwei Millimetern vom
Auslass entfernt implementiert (vgl. Kapitel 6). Die Anregung ist identisch zu
jener in Kapitel 6. Sie erfolgt von der gegeniiberliegenden Seite aus, nun je-
doch fiir ein Frequenzintervall von 20 Hz < f <420 Hz, mit einer Schrittweite
vonAf =20Hz.

Das verwendete, unstrukturierte Gitter umfasst 11102 tetraedische Elemente.
Die gesamte Berechungszeit betrdgt ¢ = 0.2 s. Sie beinhaltet somit zwei Peri-
oden der niedrigsten betrachteten Frequenz. Gemall Abbildung 7.7 stimmen
die fouriertransformierten Ergebnisse sehr gut mit den approximierten Wer-
ten iiberein®.

“Die Messungen von Alemela [124] fanden entweder in einem kalten bzw. vorgewidrmten Medium statt, oder
bei einer Warmefreisetzung von P = 50 kW, anstelle der hier bendétigten P = 70 kW. Unter Beriicksichtigung der
Messdaten von Bellucci et al. [105] sowie weiterer Messreihen [124] wurde angenommen, dass eine Leistungs-
steigerung um AP =20 kW hier in erster Ndherung zu einem Anwachsen des Absolutwerts des Reflexionsfaktors
um ca. A|r| = 0.1 fiihrt. Generell kann jedoch ausgesagt werden, dass jede Anderung der Leistung und der Luft-
zahl und somit der Temperatur zu (leichten) Verdnderungen beziiglich des Amplituden- und Phasengangs des
zugehorigen Reflexionskoeffizienten fiihrt.

SDiese, sowie samtliche weitere transiente Berechnungen im Rahmen dieses Kapitels finden unter Verwen-
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Abbildung 7.7: Frequenzabhingiger Reflexionsfaktor der verwendeten Ab-
schlussplatte (BRS)

7.5 Wairmefreisetzung

Zur Modellierung der Warmefreisetzung wird im Wesentlichen das modifi-
zierte n — 7-Modell nach Pankiewitz [3] verwendet. Im Gegensatz zur Vorge-
hensweise von Pankiewitz wird die Flamme dabei aber nicht mehr als koni-
sche Geometrie modelliert. Ihre Form orientiert sich nun an den Ergebnissen
der CFD-Rechnung und wird bestimmt durch den Verlauf der mittleren Dich-
te. Die Ausdehnung der Flamme wird iiber ein entsprechendes Intervall der
mittleren Dichte festgelegt. Die resultierende, ortsfeste Flammenform ist in
Abbildung 7.8 dargestellt, zusammen mit der entsprechenden Verteilung der
mittleren Schallgeschwindigkeit. Diese wird ebenfalls mit Hilfe der mittleren
Dichte bestimmt, gemal?:

dung von COMSOL MULTIPHYSICS, Version 3.5, statt. Dabei kann der bisherige zeitliche Lésungsalgorithmus
BDF durch die hierfiir robustere, neue Variante Generalised a ersetzt werden. Fiir die Berechnungen im Rahmen
dieses Kapitels wurde die Defaulteinstellung a* = 0.75 verwendet.
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Abbildung 7.8: Flammenform und Verteilung der mittleren Schallgeschwin-
digkeit (Legende: links: g [kg/m?], rechts: ¢ [m/s])
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Die mittlere Geschwindigkeit am Brenneraustritt iig entstammt der CFD-
Simulation von Komarek [120], durch eine Mittelung der axialen Geschwin-
digkeit (z-Komponente) auf der Brenneraustrittsflache (z = 0). Sie umfasst fiir
P =70kW bei Agy = 1.3 tig13 = 25 m/s. Unter Verwendung des Luftzahl-
verhiltnisses wird sie an den hier betrachteten Anwendungsfall angepasst:
up=1.1/1.3up ;3 [122].

Als Referenzpunkt zur Bestimmung des Zeitverzugs 7 dient im FEM-Modell
ein zusdtzlich implementierter Punkt in der Brenneraustrittsebene. Der
Schwerpunkt der Flamme wird auf Basis des experimentell ermittelten Ab-
stands zwischen der Brenneraustrittsebene und dem Intensititsmaximum
der Warmefreisetzung festgelegt (Az = 0.0456 m) [122]. Der Zeitverzugswert
lautet demnach 7 = Az/iig = 2.14-107° 5. Entsprechend der Empfehlungen
von Pankiewitz [3] wird fiir den Sdttigungsparameter der Warmefreisetzung p,
der zur Beschreibung der Nichtlinearitit der Flamme dient, u = 0.4 gewdhlt.

141



Stabilitdtsbetrachtungen anhand eines Einzelbrennerpriifstands

Charakteristische GroSe Formel Wert

Zeit to=lo/up 2.58-107%s
Frequenz fo=uolly 3872.8Hz
Druck pPo = ZoUp 143350 Pa
Dichte po = Zolup 1.18 kg/m3
Volum. Wéarmefreisetzungsrate | go = 2y u(Z)/ Iy | 5.55188 W/m?3

Tabelle 7.1: Entdimensionierte Groflen des Stabilitatsmodells (BRS)

7.6 Entdimensionierung

Zur Realisierung der Stabilitdtsberechnungen erweist es sich hinsichtlich der
numerischen Stabilitédt als essentiell, eine Entdimensionierung des Berech-
nungsfalls vorzunehmen, gemal} der Vorgehensweise von Pankiewitz [3] bzw.
Wanke und Sattelmayer [74]°. Fiir eine entsprechende Entdimensionierung
werden hier folgende charakteristische Gr6en werwendet:

» Geschwindigkeit: u, = 348.55 m/s - mittlere Schallgeschwindigkeit am
Einlass.

e Linge: [p = 0.09 m/s - Kantenldnge des Brennkammerquerschnitts.

e Impedanz: Z; =411.29 m/s - Impedanz am Einlass.

Daraus ergeben sich, gemdR der Vorgehensweise von Pankiewitz [3], die in
Tabelle 7.1 aufgelisteten entdimensionierten Grof3en. Die mittlere Geschwin-
digkeit an der Brenneraustrittsebene ist demnach iz = 0.061, der Zeitverzug
7 = 8.3 sowie der Interaktionsindex n = 175.45.

6Im verwendeten Simulationscode existiert zwar eine automatische interne Skalierung. Externe Funktionen,
wie zum Beispiel die Berechnung der Warmefreisetzungsschwankungen in MATLAB, sind davon jedoch ver-
mutlich unbeeinflusst. Dies bedingt teils starke numerische Instabilitdten. Eine gewisse Abhilfe kann durch eine
Minimierung des Berechnungszeitschritts erzielt werden, jedoch ist dies zumeist nicht ausreichend und hiufig
auch nicht zielfiihrend. Eine bessere Alternative ist daher eine entsprechende manuelle Skalierung bzw. Entdi-
mensionierung des gesamten Modells.

142



7.7 Modellaufbau

Max: 0.0343 Max: 0.225
>' 0.03 02
0.02
W 10.15
' - 10.01
i’ L 10.1
b #
i 1°
L 40.05
:b:‘
£ 4-0.01
1
0
-0.02
-0.05
-0.03
Min: -0.0317 Min: -0.0717

Abbildung 7.9: p’, fiir tz = 0 (links) und p fiir £z = 308 (rechts, ohne Verluste)

7.7 Modellaufbau

Im Rahmen der vorliegenden Berechnung wird die Wellengleichung fiir inho-
mogene Medien gelost (vgl. Gleichung 2.13). Sie ist erweitert um einen Ver-
lustterm gemal Gleichung 5.12 sowie einen Quellterm zur Bertiicksichtigung
der Warmefreisetzung (vgl. Gleichung 2.15). Da die gewdhlte Impedanzrand-
bedingung nahezu perfekt mittels eines gewohnlichen frequenzunabhéngi-
gen Reflexionsfaktors (r = —0.455) nachgebildet werden kann, wird aus Effi-
zienzgriinden auf eine entsprechende Implementierung der Abschlussrand-
bedingung gemal} der Darstellungen in Abschnitt 7.4 verzichtet. Als Anfangs-
bedingung wird, analog zu Pankiewitz [3] oder auch Wanke und Sattelmayer
[74], eine zuféllige Druckschwankungsverteilung gewédhlt (maximale Ampli-
tude P = 0.05, Abbildung 7.9 links). Der Berechnungszeitschritt umfasst At =
5.0-107.
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Verglichen werden die Ergebnisse fiir die Rechnung mit und ohne akustische
Verluste (wo = 5). Quantitative Aussagen sind nicht méglich. Aus dem Ex-
periment ist lediglich bekannt, dass sich der betrachtete Fall im Experiment
thermoakustisch instabil verhilt und mit einer Frequenz von ca. f = 150 Hz
schwingt’.

7.8 Ergebnisse der transienten Stabilitéitsbetrachtung

Beide Varianten erweisen sich als thermoakustisch instabil. Reprdsentativ ist
in Abbildung 7.9 rechts eine ausgeprédgte Schwingungsmode fiir den verlust-
freien Fall gezeigt.

In Abbildung 7.10 ist zudem der Verlauf der Schnelle- und der Warmefrei-
setzungsschwankung am Referenzpunkt in der Brenneraustrittsebene (z = 0)
fiir den Fall ohne Verluste gegeben. Deutlich ist zu erkennen, dass sich aus
der anfianglichen, zufélligen Druckschwankungsverteilung mit der Zeit eine
ausgeprégte Instabilitdt entwickelt, welche in einen Grenzzyklus miindet. Die
Schnelleschwankung beinhaltet hier nicht nur eine einzelne sinusformige
akustische Schwingung, sondern mehrere Frequenzanteile (vgl. hierzu auch
Abbildung 7.12).

In Abbildung 7.11 sind die Schnelleschwankungen am Brenneraustritt aus
verlustfreier und verlustbehafteter Simulation einander gegeniibergestellt,
normiert mit der mittleren Geschwindigkeit iiz. Beide Berechnungen wur-
den nach Erreichen des Sadttigungszustands abgebrochen. Die Schwankungen
der verlustfreien Variante klingen deutlich schneller auf. Fiir die verlustbehaf-
tete Rechnung sind sowohl die resultierenden maximalen Amplituden und
als auch die Wachstumsrate deutlich geringer. Auch die Zeit bis zum Errei-
chen der Sdttigung ist damit ldnger. Dies belegt, dass der Energiehaushalt der
Schwingungen durch die Existenz der Verluste stark verdndert wurde. Es ist
nun deutlich weniger Energie im System enthalten.

"Mit Hilfe von Eigenwertanalysen konnte keine Eigenfrequenz des betrachteten Systems in diesem Frequenz-
bereich ermittelt werden. Es wird vermutet, dass diese Resonanzfrequenz nicht auf rein akustischen Vorgéngen
beruht, sondern vielmehr durch konvektive Effekte ausgeldst wird [123]. Eine solche Art von Instabilitdten kann
mittels des vorliegenden Modells nicht bestimmt werden.
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Abbildung 7.10: Schnelleschwankung und Wéirmefreisetzungsschwankung
am Referenzpunkt (Brenneraustritt, ohne Verluste)

| :,“
it

0 50 100 150 00 250 300 350

Abbildung 7.11: Vergleich der normierten Schnelleschwankungen am Bren-
neraustritt fiir die verlustfreie und die verlustbehaftete Simu-

lation
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Abbildung 7.12: Frequenzspektren fiir die verlustfreie und die verlustbehafte-
te Berechnung

Mit Hilfe der zugehorigen Spektren lassen sich obige Aussagen bestétigen (Ab-
bildung 7.12). In beiden Féllen wird im Wesentlichen die gleiche Mode an-
geregt (vgl. Abbildung 7.9), die Amplituden unterscheiden sich jedoch stark.
Aus Abbildung 7.12 ist zudem zu erkennen, dass durch die Implementierung
der akustischen Dampfung die zusitzliche, instabile Mode bei f = 0.73 ver-
schwindet.

7.9 Zusammenfassung

Im Rahmen der numerischen Bestimmung der akustischen Stabilitédt von Ver-
brennungssystemen ist es erstmals gelungen, akustische Verluste im Feld lo-
kal in den hier verwendeten, transienten Berechnungsansatz mit einzubrin-
gen. Die Notwendigkeit der korrekten Beschreibung des Energiehaushalts der
Schwingungen konnte deutlich belegt werden. Aufgrund von Problemen be-
ziiglich der Validierungsdaten ist es im vorliegenden Fall jedoch nicht gelun-
gen, quantitative Ubereinstimmungen zwischen Numerik und Experiment zu
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erzielen. Trotzdem konnten im Rahmen der hier gezeigten Untersuchungen
qualitative Ubereinstimmungen der numerischen und der experimentellen
Ergebnisse (Stabilitét vs. Instabilitdt) nachgewiesen werden.
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8 Resiimee und Ausblick

Ziel der Arbeit war die Erweiterung und Verbesserung eines existierenden Be-
rechnungsmodells, um damit zukiinftig quantitative Aussagen beziiglich der
thermoakustischen Stabilitdt von Verbrennungssystemen machen zu kénnen.
Der Charakter eines Auslegungswerkzeugs sollte dabei beibehalten werden.
Im Rahmen dieser Arbeit fanden im Wesentlichen folgende zusitzliche Ent-
wicklungen statt:

* Die Wellengleichung wurde hinsichtlich ihrer hierfiir optimalen Form
analysiert.

e Empfehlungen zur Minimierung numerischer Verluste wurden heraus-
gearbeitet.

* Es wurde ein neuartiger, ingenieurméafiger Ansatz entwickelt, um akusti-
sche Verluste im System ndherungsweise lokal zu erfassen. Entsprechen-
de Modelle kénnen sowohl fiir Berechnungen im Zeit- als auch im Fre-
quenzbereich eingesetzt werden.

e Zur realistischen Erfassung frequenzabhingiger akustischer Verluste an
den Rdndern wurde ein Ansatz implementiert, um verschiedene Impe-
danzrandbedingungen vom Frequenzbereich in den Zeitbereich trans-
formieren zu konnen.

e Mit dem erweiterten Modellpaket wurden Stabilitdtsberechnungen an-
hand einer Brennerkonfiguration durchgefiihrt.

Trotz der Erweiterungen ist es nach wie vor moglich, die Rechnungen auf ei-
nem gewohnlichen PC durchzufiihren. Es ist zudem gelungen, schwerwiegen-
de Probleme beziiglich der numerischen Stabilitdt der Berechnungen im Zeit-
bereich zu beheben. Entscheidend erwies sich hierbei eine Entdimensionie-
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rung des Gleichungssatzes, welche es erlaubt, einen ausreichend kleinen Be-
rechnungsschritt bei tiberschaubarem Berechnungsaufwand zu realisieren.

Das Simulationsmodell ist durch die Erweiterungen deutlich realitdtsnaher
und durch die neuen Versionen des verwendeten Softwarecodes deutlich leis-
tungsfahiger geworden. Fiir die zukiinftige Weiterentwicklung des Modells
wird empfohlen:

* Die Generierung eines umfassenden Datensatzes zur Validierung der nu-
merischen Ergebnisse, bestehend aus Stromungsberechnungen und ins-
besondere aus experimentellen Daten beziiglich des thermoakustischen
Verhaltens.

* Die Optimierung der hier entwickelten Ansétze auf Basis dieser Validie-
rungsdaten.

* Die Weiterentwicklung des Warmefreisetzungsmodells hinsichtlich der
Einbindung von Luftzahlschwankungen und einer Verzugszeitvertei-
lung.
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A Anhang

IMPLEMENTIERUNGSSCHRITTE ZUM TRANSFER FREQUENZABHANGIGER
RANDBEDINGUNGEN IN TRANSIENTE SIMULATIONEN IN DER VERWENDETEN
SIMULATIONSUMGEBUNG

Zur Realisierung des in Kapitel 6 beschriebenen Transfers frequenzabhéngiger
Randbedingungen vom Frequenz- in den Zeitbereich unter Verwendung des
FEM-Codes, COMSOL MULTIPHYSICS, sind folgende Schritte notig:

 Erstellung der gewilinschten Geometrie.

e Zusitzliche Modellierung eines Referenzpunkts / einer Referenzfldche in
geringem Abstand von der Impedanzrandbedingung unter Berticksichti-
gung der in Abschnitt 6.4 genannten Kriterien.

* Generierung eines entsprechenden Gitters.

e Definition sogenannter extrusion coupling variables fiir die Druck-
schwankung und die zugehorigen ortlichen Ableitungen am Referenz-
punkt bzw. der Referenzebene!.

Fiir jeden Zeitschritt der Berechnung erfolgt nun:

e Skalarmultiplikation der extrusion coupling variables der ortlichen Ablei-
tungen der Druckschwankung mit dem Normalenvektor am Rand.

» Ubergabe der geforderten Werte aus dem FEM-Code an die entsprechen-
de MATLAB-Funktion.

IDadurch kann der Wert des Parameters am Referenzpunkt / an der Referenzebene auch am Rand verfiigbar
gemacht werden. Der gewihlte lineare Abbildungsmechanismus stellt sicher, dass die entsprechenden Werte
auf den jeweils ndchstgelegenen Gitterpunkt am Rand abgebildet werden.
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e Speicherung der Daten in MATLAB als globale Variablen in dynamischen
oder in reduzierten Listen fiir spédtere Verwendungszwecke.

e Berechnung der zeitlichen Ableitung der Schnelle in Normalenrichtung
sowie der Schnelle in Normalenrichtung.

e Berechnung der eigentlichen Randbedingung.

e Riickgabe der Ergebnisse an COMSOL MULTIPHYSICS als punktaufge-
16ste, ortliche Ableitung der Druckschwankung in Normalenrichtung.

Solange der Wert der rekursiven Zeit T noch nicht erreicht ist, werden ledig-
lich die zeitabhdngigen Listen fiir n-Vp/, ‘2—’;, usw. gefiillt. An die Simulations-
umgebung zuriickgegeben werden in diesem Fall die Ergebnisse einer nicht
reflektierenden Randbedingung. Erst fiir ¢ = 7 tritt die eigentliche, frequenz-
abhdngige Randbedingung in Kraft. Dieses Vorgehen wird benétigt, um eine
physikalisch sinnvolle Funktion der Retardierung zu gewdhrleisten und um so
die Berechnung des akustischen Wellenfeldes nicht zu verfalschen.
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