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1 Einleitung

1.1 Geschichtlicher Uberblick

Das Auftreten von Verbrennungsinstabilitdten begleitet die Geschichte der
Entwicklung von Raketen, sowohl im militdrischen Bereich, als auch in der
zivilen Raumfahrt. Es wird fiir eine Vielzahl von Problemen und Fehlschldgen
verantwortlich gemacht. Das Phinomen , Verbrennungsinstabilitidt “ wurde in
den spdten 1930er Jahren in Fliissigkeits- und Feststoffraketen entdeckt, und
bereitet auch in gasbetriebenen Raketen, in Nachbrennern, sowie in moder-
nen Gasturbinen, Heizungsbrennern und industriellen Feuerungen Schwie-
rigkeiten.

Bemiihungen zur Unterdriickung von Verbrennungsinstabilitdten reichen bis
in die 40er Jahre des letzten Jahrhunderts zuriick. Damals wurde wéahrend des
zweiten Weltkrieges in den USA versucht, in feststoffgetriebenen Raketen mit
Hilfe von Geometrieinderungen, dem Einsatz von Baffles oder Resonanzboh-
rungen das sog. ,high frequency resonant burning“ zu eliminieren [CY95]. In
den 50er Jahren gewann die Forschung an Verbrennungsinstabilitdten fiir die
Entwicklung der fliissigkeitsbetriebenen Interkontinentalraketen an Bedeu-
tung. Auch bei der Entwicklung des F-1 Triebwerks fiir die Tragerrakete Saturn
V im Apollo-Programm der 60er Jahre traten massive Probleme auf, obwohl
das Triebwerk den Berechnungen nach ein stabiles Verhalten hitte aufweisen
miissen. Nach tiber 2000 Triebwerkstests und geometrischen Modifikationen
wurde das F-1 Triebwerk schliellich 1966 fiir die bemannte Raumfahrt frei-
gegeben [CY95]. Auch sowjetische und europdische Programme litten unter
dem Auftreten von Verbrennungsinstabilitdten. So kam es in der dritte Stu-
fe RD-0110 der sowjetischen Tragerrakete Soyuz zu Instabilitdten, die eben-
falls durch Anderungen der Geometrie und der Treibstoff-Einspritzung besei-
tigt wurden [Rub95]. Beim zweiten Start der europdischen Trédgerrakete Ariane
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1980 fiihrte eine Verbrennungsinstabilitit in einem der Viking-Triebwerke der
ersten Stufe [HLP91|] zu einem Fehlschlag der gesamten Mission. Danach wur-
de die Einspritzung modifiziert und die Treibstoffkombination gewechselt.
Zuletzt trat 2001 beim Ariane-Flug 142 eine Verbrennungsinstabilitdt im Ober-
stufentriebwerk auf [Ari01]. In allen genannten Bespielen konnten trotz vor-
handener Rechenverfahren, Theorien, und stindig wachsendem Verstindnis
der physikalischen Ursachen von Verbrennungsinstabilitdten, nur Ausprobie-
ren und kostspielige Triebwerkstests Abhilfe schaffen. Dies verdeutlicht die
Notwendigkeit der Entwicklung besserer und zuverldssigerer Berechnungs-
verfahren.

1.2 Begriffsdefinitionen

Fliissigkeits-Raketentriebwerke werden mit fliissigen Treibstoffen betrieben.
Es gibt eine Vielzahl unterschiedlicher Treibstoffe mit unterschiedlichen ther-
modynamischen Eigenschaften und abweichendem chemischen Reaktions-
verhalten. Bei Einstoffsystemen (Monoergole) wird ein einziger Stoff ther-
misch oder katalytisch umgesetzt. Zweistoffsysteme (Biergole) hingegen be-
stehen aus Treibstoff und Oxidator. Die zunéchst fliissigen Treibstoffe konnen
in fliissiger oder gasformiger Form oder auch in iiberkritischem Zustand in
die Brennkammer eingebracht werden. Brennstoffe, die bei Kontakt spontan
miteinander reagieren, nennt man hypergol. Bei nicht-hypergolen Treibstof-
fen bedarf es einer zusitzlichen Ziindquelle. Diese Vielzahl an unterschied-
lichen Eigenschaften ldsst auch ein unterschiedliches Verhalten hinsichtlich
Verbrennungsinstabilitdten erwarten. Das in der vorliegenden Arbeit unter-
suchte System wird mit der hypergolen Treibstoffkombination Monomethyl-
hydrazin (MMH) und Distickstofftetroxid (NTO) betrieben.

In Fliissigkeits-Raketentriebwerken werden die folgenden Typen von Schwin-
gungen des Brennkammerdrucks nach der Schwingungsfrequenz unter-
schieden: Pogo, Chugging, Buzz und High-Frequency-Instabilititen (HF-
Instabilititen) [Sch99], [HR72]. Es konnen dabei Schwingungsamplituden
auftreten, die 10% des Brennkammerdrucks weit tibersteigen [HR72].
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1.2 Begriffsdefinitionen

POGO Instabilitdten liegen in einem Frequenz-Bereich von f = 1Hzbis ca. f =
20Hz. Damit ist die zugehorige Wellenldnge der Schwingungen viel grofer als
die Dimensionen der Brennkammer oder der Kraftstoffleitungen. Sie werden
durch Resonanzerscheinungen zwischen Triebwerk, Struktur und Tank her-
vorgerufen: eine Stérung im Schub resultiert in einer Storung der Beschleu-
nigung des Triebwerks, was wiederum den Zulaufdruck zum Triebwerk und
damit wiederum den Schub verdndert [Sch99]. Die Entstehung von POGO-
Instabilitdten ist gut erforscht [Cul88].

Mit ,,Chugging“ werden hydraulische Schwingungen im Antriebssystem be-
zeichnet [Sch99|. Die zugehorigen Frequenzen liegen bei einigen hundert
Hertz. Sie entstehen durch Kopplung der fluidmechanischen Prozesse in der
Brennkammer mit dem Treibstoffsystem [HR72]: Storungen in den Kraftstoff-
leitungen fithren zu einem Druckabfall am Einspritzkopf, was wiederum ein
Absinken des Brennkammerdrucks nach sich zieht. Je nach Ziindverzug der
Treibstoffe konnen sich daraus selbsterregte Schwingungen aufschaukeln. In
ungiinstigen Féllen kann Chugging hochfrequente Schwingungen auslosen.

Mit Buzz oder Buzzing werden Schwingungen in einem mittleren Frequenz-
bereich von ca. f = 400Hz bis ca. f = 1000Hz bezeichnet [SB01]. Dabei
kommt es zu Kopplungen zwischen Schwingungen im Leitungssystem und
der Brennkammer selbst. Die Schwingungsfrequenz liegt jedoch unterhalb
der Eigenfrequenzen der Brennkammer [HR72] und damit auch unterhalb der
Frequenzen der HF-Instabilitdt. Auch Buzzing gilt als ein moglicher Ausléser
fiir hochfrequente Instabilitédten.

Verbrennungsschwingungen oder HF (High-Frequency)-Instabilititen ent-
stehen durch die direkte Kopplung der Verbrennung mit der Brennkam-
merakustik. Die Schwingungsfrequenz liegt dabei im Bereich der akusti-
schen Eigenfrequenzen der Gasmasse in der Brennkammer, welche in der Re-
gel mehrere tausend Hertz betrdgt. Dieses Phinomen kann zusammen mit
Chugging auftreten. Von allen oben genannten Schwingungsphédnomenen hat
die Verbrennungsschwingung das grof3te Potential, Schdden zu verursachen
ISch99], [HR72], worauf in Kapitel 2l ndher eingegangen wird.

Verbrennungsschwingungen treten auch in anderen technischen Verbren-
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nungssystemen wie Heizungsbrennern, stationdren Gasturbinen, Flugtrieb-
werken und Nachbrennern auf. Auch hier handelt es sich um selbsterreg-
te Schwingungen, denen iiber die Verbrennung Energie zugefiihrt wird. Bei
den genannten technischen Systemen wird die Verbrennung zum Teil auf
sehr unterschiedliche Art und Weise realisiert. Die Abldufe unterscheiden
sich dabei zum einen in den physikalischen Mechanismen (z.B. vorgemisch-
te Flammen, Diffusionsflammen, Sprayverbrennung). Zum anderen kommen
auch unterschiedliche technische Realisierungen der Treibstoffzufuhr und
der Flammenstabilisierung zum Einsatz. Daraus resultieren sehr verschiede-
ne Moglichkeiten, wie die Verbrennung aus Storungen in der Treibstoffzu-
fuhr und auf Schwingungen in der Brennkammer selbst reagiert. Zudem spie-
len unterschiedliche Mechanismen der Riickkopplung der Verbrennung auf
die Schwingung (rein akustische Reflexion, Entropiewellen, usw.) und unter-
schiedliche Dadmpfungsmechanismen eine Rolle. Die vorliegende Arbeit kon-
zentriert sich auf HF-Instabilitdten in Fliissigkeits-Raketentriebwerken, die
sich durch die Verbrennung hypergoler Treibstoffpaarungen und akustische
Wellenausbreitung bei groBen Stromungsgeschwindigkeiten in der Brenn-
kammer auszeichnen.

1.3 Zielsetzung der Arbeit

Die zuverldssige rechnerische Vorhersage von Verbrennungsschwingungen in
Raketentriebwerken stellt nach wie vor ein nicht geldstes Problem dar. Dies
liegt zum einen daran, dass trotz der Vielzahl von Modellen, die in der Stabili-
tdtsberechnung verwendet werden, der physikalischer Hintergrund der Insta-
bilitdt oft noch nicht genau verstanden ist. Dieser wird daher in den Model-
len unvollstindig abgebildet. Zum anderen ist das Losen der gesamten mo-
dellfreien thermo-fluidmechanischen Erhaltungsgleichungen aufgrund des
zu hohen numerischen Aufwandes unmoéglich. Selbst mit erheblichen Verein-
fachungen sind die zugehorigen Gleichungen wegen numerischer Probleme
kaum l6sbar. Die vorliegende Arbeit untersucht ein neuartiges Verfahren zur
Simulation von HF-Instabilitdten im Zeitbereich. Dieses basiert auf der Lo-
sung der linearisierten Storungsgleichungen. Dies bringt einen vergleichswei-
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se niedrigen Modellierungsgrad bei gleichzeitig begrenztem numerischen Re-
chenaufwand mit sich. Grundlage fiir das Verfahren sind die Arbeiten von C.
Pankiewitz [Pan04] [PS03], der die inhomogene Wellengleichung im Zeitbe-
reich fiir eine Modellringbrennkammer gel6st hat. Die vorliegende Arbeit er-
weitert diesen Ansatz erheblich, um die Methodik auf hypergole Fliissigkeits-
Raketenschubkammern anwenden zu konnen. Das Verfahren schlief$t nun
auch die Ausbreitung akustischer Wellen in Strémungen mit grofen Mach-
Zahlen mit ein. Das Rechengebiet umfasst damit die Brennkammer und den
konvergenten Diisenteil, so dass die vorgestellte Methode im Gegensatz zu
den sonst tiblichen Verfahren ohne Teilmodell fiir das Diisenverhalten aus-
kommt. Als Flammenmodell wird das klassische n — 7-Modell nach Crocco
[CC56] eingesetzt. Akustische Dampfer werden iiber eine Randbedingung ein-
gebunden. Ziel der Arbeit ist die Analyse des Einflusses von Diise und Ddmp-
fern auf die Stabilitdtsgrenzen, um so genauere Vorhersagen von Verbren-
nungsinstabilitdten zu ermoglichen und somit gezielte Mallnahmen zu deren
Vermeidung zu unterstiitzen.

Kapitel 2] gibt einen Uberblick iiber die Physik und die technischen Auswir-
kungen von HF-Instabilitdten in Raketentriebwerken. Kapitel 3 analysiert die
vorhandenen Verfahren zur Berechnung von Verbrennungsschwingungen in
Raketentriebwerken und zeigt ihre Starken und Schwéchen auf. Kapitel 4] be-
schreibt die Grundlagen fiir die mathematische Modellierung der in Kapitel 2]
beschriebenen physikalischen Effekte. Aufbauend hierauf erldutert Kapitel
das Simulationsverfahren im Zeitbereich, die hierfiir verwendeten Teilmo-
delle und das numerische Losungsverfahren. Die Stabilitdtsgrenzen fiir das
Triebwerk ohne Dampfer werden in Kapitel6lbestimmt. In Kapitel[7l folgt eine
Betrachtung des Diiseneinflusses und ein Vergleich der Ergebnisse mit Daten
aus dem halb-analytischen Verfahren von Bell und Zinn [BZ73]. Die numeri-
schen Ergebnisse werden fiir longitudinale Moden im Vergleich zu Daten von
Bell [Bel72] validiert. Kapitel [ analysiert den Einfluss des Dampferrings auf
das Stabilitdtsverhalten des Systems. Die Zusammenfassung zeigt die Starken
des untersuchten Verfahrens, als auch notwendige Weiterentwicklungen des
Verfahrens fiir eine weitere Verbesserung der Zuverldssigkeit der Stabilitdts-
vorhersage auf.



2 Selbsterregte
Verbrennungsschwingungen in
Raketentriebwerken

Das vorliegende Kapitel gibt einen Uberblick iiber die physikalischen Prozes-
se, die an der Entstehung von Verbrennungsinstabilititen beteiligt sind. Es
dient als Grundlage zur Bewertung von Modellierungsansétzen und Berech-
nungsverfahren in Kapitel 3] und dem in dieser Arbeit entwickelten Berech-
nungsverfahren.

2.1 Grundmechanismus

Verbrennungsschwingungen entstehen durch die Kopplung der Verbren-
nungsvorgdnge in der Brennkammer mit der Fluiddynamik des Systems. Die
Verbrennung wirkt hierbei iiber die schwankende Warmezufuhr als Quelle
fiir die Schwingungsenergie. Der grundsitzliche Entstehungsmechanismus
von Verbrennungsschwingungen ist in Abbildung[2.1]dargestellt: Stérungen in
der Brennkammer fithren zu einer schwankenden Warmefreisetzung. Diese
schwankende Warmefreisetzung fiihrt zu einer schwankenden thermischen
Expansion des Fluids, die wiederum als akustische Quelle wirkt. Die dadurch
entstehenden akustischen Wellen werden zum Teil durch dissipative Prozes-
se geddmpft oder aus der Brennkammer hinaus transportiert. Der andere Teil
der Wellen wird an den Brennkammerwanden reflektiert, und breitet sich in
Richtung der Flamme aus. Die Reaktion der Flamme auf die zuriick trans-
portierten Stérungen kann zu einem Riickkopplungsmechanismus und da-
mit zu einer selbsterregten Schwingung fithren. Diese Schwingungen treten
in Form von stehenden Wellen bei bestimmten Frequenzen auf. Die zugeh6-
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2.1 Grundmechanismus

rige Schwingungsformen heillen Schwingungsmoden.

Reflexion
Y
Warme- thermische | akustische | akustische Dampfung
freisetzung Expansion Quelle Wellen Austragung

Abbildung 2.1: Riickkopplungsmechanismus zur Entstehung selbsterregter
Verbrennungsschwingungen

Fiir die Entstehung von Verbrennungsschwingungen miissen zwei Kriteri-
en erfiillt sein: Die erste (notwendige aber nicht hinreichende) Vorausset-
zung ist die Erfiillung des sog. Rayleigh-Kriteriums [Ray78], [Ray26]. Dieses
besagt, dass die Warmefreisetzung der Schwingung Energie zufiihren kann,
wenn das liber einen Schwingungszyklus der Schwingungsdauer T gemittel-
te Produkt aus volumetrische Warmefreisetzungsschwankung ¢;, und Druck-
schwankung p’ integriert {iber das Volumen V einen positiven Wert annimmt

T
1
f?fp'-q'{/dtdv > 0. (2.1)
SO

14

Die zweite Bedingung besagt, dass die durch die Warmefreisetzung zuge-
fiihrte Schwingungsenergie die Verluste an Schwingungsenergie iibersteigen
muss. Verluste von Schwingungsenergie treten durch Abstrahlung an die Um-
gebung und Dissipation im System auf. Aus diesen beiden Voraussetzungen
lasst sich ableiten, dass es prinzipiell zwei Moéglichkeiten gibt, das Auftre-
ten von Verbrennungsschwingungen zu verhindern: Die erste Moglichkeit be-
steht darin, die konstruktive Kopplung der Verbrennung mit der Akustik zu re-
duzieren, so dass die Druckschwankung und die Warmefreisetzungsschwan-
kung nicht in Phase sind. Die zweite Moglichkeit ist die VergroBerung der Ver-
luste von Schwingungsenergie. Zum besseren Verstdndnis der Rolle der betei-
ligten Prozesse werden in den ndchsten Absdtzen die bei der Verbrennung in
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Selbsterregte Verbrennungsschwingungen in Raketentriebwerken

Raketenbrennkammern auftretenden Abldufe sowie die moglichen dimpfen-
den Effekte ndher betrachtet.

2.2 Verbrennung in Fliissigkeitsraketen

Der Verbrennungsprozess in Fliissigkeitsraketentriebwerken umfasst ver-
schiedene physikalische und chemische Teilprozesse, die zum Teil sequen-
tiell, zum Teil parallel ablaufen und sich gegenseitig beeinflussen. Abbil-
dung 2.2 gibt einen Uberblick iiber diese Teilprozesse. Die Darstellung ist an
eine Skizze von Culick [CY95] angelehnt. Analoge Uberblicke zu diesem The-
ma finden sich bei Sutton und Biblarz [SB01] oder Harrje und Reardon [HR72].

Sowohl der Oxidator als auch der Treibstoff werden iiber Einspritzelemente
in die Brennkammer eingebracht. Dort treffen die einzelnen Treibstoff- und
Oxidatorjets aufeinander. Es bilden sich Tropfchen, die wiederum in kleinere
Tropfchen aufbrechen. Die Tropfchen heizen sich auf und verdampfen. Nach
der Verdampfung mischen sich Treibstoff und Oxidator und reagieren che-
misch miteinander. Bei hypergolen Treibstoffen findet zudem auch Mischung
und Reaktion zwischen den fliissigen Phasen statt. All diese Prozesse intera-
gieren wiederum mit der Turbulenz in der Brennkammer. SchlieQlich expan-
dieren die Verbrennungsprodukte in der Raketendiise, wobei gasdynamische
Prozesse eine Rolle spielen. Bei der Expansion dndern sich Temperatur und
Druck, was tiber Gleichgewichtsreaktionen wiederum die chemische Zusam-
mensetzung des verbrannten Gases beeinflusst.

Abbildung[2.3lillustriert die rdumliche Aufteilung der Verbrennungsablédufe in
der Brennkammer. Die Einspritzung und Tropfenbildung sowie der Groliteil
der Verdampfung geschieht nahe dem Einspritzkopf. Die Warmefreisetzung
findet hauptsdchlich in der sog. ,schnellen Verbrennungszone® statt. Die che-
mische Reaktion ist jedoch auch in der Stromungszone noch nicht komplett
abgeschlossen. Die Ausdehnung der einzelnen Zonen hidngt wiederum von
der Treibstoffkombination ab.



2.2 Verbrennung in Fliissigkeitsraketen

Einspritzung

- Einspritzung flUssiger Jets

- evil. Einspritzung gasférmiger Treibstoffe (H,)

- Aufheizen und teilweise Verdampfung

- Wechselwirkung Jets mit Gas unter hohem Druck

Zerstaubung

- Tropfenbildung

- Aufeinandertreffen der Jets

- Sekundéarzerfall

- Mischen und Reaktion im flissigen Zustand
- Koaleszenz

Verdampfung

- Verdampfung der Tropfen und Diffusion

Y

Mischen + Reaktion

- Turbulentes Mischen

- Chemische Kinetik

- Wechselwirkung Tropfen und Turbulenz
- Wechselwirkung Reaktion und Turbulenz

Expansion

- Gasdynamik
- Kinetik
- Strémungsabldsung

Abbildung 2.2: Physikalische und chemische Teilprozesse bei der Verbren-
nung von fliissigen Raketentreibstoffen
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Schnelle
Einspritzung/  Verbrennungszone

Strahlaufbrechen I Strémungszoy
N
S

Einspritz-
kopf —

AN Supersonische
Xpansion

Subsonischer Bereich Transsonischer
Bereich

Abbildung 2.3: Aufteilung der Brennkammer in verschiedene Zonen nach
Sutton und Biblarz [SBO1]

Bei der Verbrennung hypergoler Treibstoffe lduft eine Vielzahl von Vorgdngen
ab, die iiber die klassische Vorstellung der Sprayverbrennung hinausgehen.
Vermutlich geschieht der groRte Teil der chemischen Reaktion zwischen fliis-
sigem Oxidator und fliissigem Treibstoff, wobei die Treibstofftrépfchen in ei-
ner oxidatorreichen Umgebung verdampfen [HSZ95], da der Oxidator N,O,
einen niedrigeren Siedepunkt besitzt als die hypergolen Treibstoffe selbst. Da-
neben gibt es aber noch Mischung und Reaktion zwischen den fliissigen Pha-
sen und Reaktionen als Einstoffsystem im Inneren der Tropfchen. Schliellich
kann es zur Ansammlung und anschliefenden Explosion von Zwischenpro-
dukten kommen. Dieses Phdnomen wird als ,,Popping“ bezeichnet und kann
Ausloser fiir Instabilitdten sein. Es ldsst sich besonders hdufig bei hypergolen
Treibstoffpaarungen beobachten.

Das Auftreten von Verbrennungsinstabilititen kann nach Schmidt [Sch99]
ein Triebwerk in kiirzester Zeit zerstoren. Eine besonders destruktive Wir-
kung wird den in dieser Arbeit insbesonders betrachteten Transversalmoden
zugeschrieben: Die oszillierende Stromung erhoht den Wéarmeliibergang auf
die Wande auf der gesamten Linge des Triebwerks. Dies kann zum Durch-
schmelzen der Brennkammerwénde fithren. Zudem kdonnen Druckschwan-
kungen und Schwankungen des Schubs Vibrationen der Struktur nach sich
ziehen [Cul89].
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2.2 Verbrennung in Fliissigkeitsraketen

Das Entstehen einer Verbrennungsinstabilitét ist an folgende Bedingungen
gekniipft: Erstens muss mindestens einer der oben beschriebenen Teilprozes-
se der Verbrennung, also Einspritzung, Tropfenbildung, Verdampfung oder
chemische Reaktion, auf akustische Schwankungen reagieren, so dass dies
eine schwankende Warmefreisetzung erzeugt. Zweitens muss diese schwan-
kende Warmefreisetzung das Rayleigh-Kriterium erfiillen. Damit diese Bedin-
gung erfiillt wird, muss der Prozess, der die Warmefreisetzung kontrolliert (i.e.
der langsamste), ein charakteristisches Zeitmal} in der gleichen GrofSenord-
nung besitzen wie die Verbrennungsschwingung selbst. Als kontrollierender
Prozess wird bei der Verbrennung in Fliissigkeitsraketen im Allgemeinen die
Tropfenverdampfung identifiziert [SDCB95]. Aber auch andere Effekte, die die
charakteristische Zeit des kontrollierenden Prozesses verdndern, konnen in-
direkt die treibende Wirkung der akustischen Quelle beeinflussen. Als Bei-
spiel hierfiir sind z.B. Anderungen an den Einspritzelementen zu nennen, die
wiederum die TropfengréRe beinflussen. Die Tropfengréfe bestimmt schlus-
sendlich die Verdampfungzeit. Dieser Zusammenhang erkldrt, warum in der
Vergangenheit Anderungen an den Einspritzelementen oder die Wahl eines
anderen Treibstoffs zur Verbesserung des Stabilitdtsverhaltens von Brenn-
kammern gefiihrt haben.

Beeinflussen Storungen in der Brennkammer direkt das Verhalten der Ein-
spritzelemente, so kann es, analog der ,Geschwindigkeitskopplung“ in Ga-
sturbinen, zu Schwankungen des eingespritzen Massenstroms kommen. Dies
kann wiederum tiber Schwankungen des Mischungsverhdltnisses die Warme-
freisetzung verdndern. Insbesondere fiihrt die Kopplung zwischen Schwin-
gungen in der Brennkammer und den Injektoren zu schwankenden Einspritz-
geschwindigkeiten des Treibstoffs. Da dann schnellere Tropfchen langsamere
Tropfchen tiberholen, verursacht dies die Bildung von Trépfchenansammlun-
gen, die dann paketweise in die Warmefreisetzungszone hineintransportiert
werden [HR72], [McC64]. Dort ziehen die Treibstoffpakete eine schwanken-
de Warmefreisetzung nach sich. Dieser Effekt heil3t analog zur Elektrotechnik
»Klystron-Effekt, wo er zur Verstarkung hochfrequenter Signale eingesetzt
wird.

Die Komplexitdt der Zusammenhédnge und Abhéngigkeiten bei den Verbren-
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nungsprozessen verdeutlicht, warum das Ableiten von allgemeinen, physika-
lischen Modellen fiir die Warmefreisetzungsschwankung Schwierigkeiten be-
reitet.

2.3 Initiierung von Verbrennungsinstabilititen

Verbrennungsinstabilitdten kénnen sich entweder spontan entwickeln oder
durch eine Storung ausgelost werden [HR72]. Spontane Instabilitdten ent-
stehen aus Stromungs- oder Verbrennungsldrm heraus. Diese beiden breit-
bandigen Lirmspektren konnen in Raketenschubkammern Druckamplitu-
den zwischen ein und drei Prozent des Brennkammerdrucks aufweisen. Die
entstehenden Verbrennungsschwingungen besitzen anfangs ebenfalls kleine
Schwingungsamplituden bei einer oder wenigen Frequenzen, so dass die Ent-
stehung spontaner Instabilitdten zunédchst als lineares Phanomen betrachtet
werden kann.

Getriggerte Instabilitdten werden von einer Stérung mit einer bestimmten
Amplitude ausgelost. Es gibt dabei eine bestimmte Mindestamplitude, unter
der die Storung wieder abklingt. Wird sie jedoch tiberschritten, entsteht ei-
ne selbsterregte Schwingung. Druckamplituden zur Erzeugung dieses nicht-
linearen Verhaltens kénnen natiirlich auftretende Phdnomene bei der Ver-
brennung zur Ursache haben: Die in Kapitel 2.2lerwdhnten , Popps* (,Popps*
beim Hochfahren des Triebwerks werden in der Literatur zum Teil auch als
»Spikes“ bezeichnet [HR72]) erzeugen Druckpulse, die Instabilititen auslo-
sen konnen. Bei Triebwerkstests zur Uberpriifung der Stabilit4dt werden des-
halb Sprengladungen als kiinstliche Trigger fiir Instabilititen einsetzt. Dabei
spricht man von sog. ,Bomb Tests “.

2.4 Déampfende Effekte

Verluste von Schwingungsenergie treten durch Transport der akustischen
Schwankungen aus dem System heraus und durch Dissipation auf. Fiir den
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2.4 Dampfende Effekte

ersten Verlusttyp ist in Raketentriebwerken insbesondere die Raketendiise
maligeblich. Die Diisengeometrie und die Wechselwirkung der Schwingung
mit Gradienten der Stromungsgeschwindigkeit, der Dichte und des Drucks in
der Diise fithren zu einer teilweisen Reflexion als auch zu einer Transmission
der Schwingungsenergie durch den Diisenhals. Abhédngigkeiten von den ein-
zelnen Grof3en und ihre Modellierung werden in Kapitel[4.3.2] diskutiert.

Fliissigkeitstropfen, die entweder als nicht-verdampfter Treibstoff oder in
Form von kondensiertem Abgas oder kondensiertem, unverbrannten Treib-
stoff im Raketenmotor vorhanden sind, erfahren eine Widerstandskraft, wenn
sie sich in der Brennkammer bewegen. Dieser Widerstand, in der Literatur als
»,Droplet Drag“ bezeichnet, entzieht der Schwingung Energie und stellt einen
volumetrischen Dissipationsmechanismus dar. Andere dampfende Mecha-
nismen im Volumen wie die Viskositét sind nach Harrje und Reardon [HR72]|
unbedeutend.

Neben diesen natiirlich vorhandenen Verlustmechanismen kénnen zusétzli-
che dimpfende Elemente in die Brennkammer eingebracht werden. In die-
sem Zusammenhang sind die sog. ,Baffels“ und akustische Resonatoren zu
nennen.

Baffels sind eine Anordnung von Rippen in der Brennkammer, meist nahe des
Einspritzkopfes, die die Stabilitdt des Triebwerks iiber drei verschiedene Ef-
fekte beeinflussen: Zum einen verdndern sie die akustischen Eigenschaften
des Systems, zum anderen induzieren sie eine Ddmpfung der Schwingungen
durch die Bildung von Wirbeln, Abl6sungen und Reibungseffekten. Zudem
konnen die Rippen die Verbrennungszone von den Schwingungen abschir-
men. Baffels werden hauptséchlich zur Vermeidung transversaler Moden ein-
gesetzt.

Akustische Resonatoren werden iiblicherweise in Form von Bohrungen oder
Hohlrdumen in die Brennkammerwédnde eingebracht. Die beiden verbrei-
tetsten technischen Ausfithrungen, der Helmholtz-Resonator und der A/4-
Resonator (engl. ,Quarterwavetubes ), sind in Abbildung [2.4] illustriert. Die
Wirkung der Resonatoren beruht auf einer Verstimmung des akustischen Sys-
tems sowie auf dissipativen Effekten. Im linearen Fall dominiert die viskose
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Dissipation an den Wianden der Dampfer die akustischen Verluste, bei gréle-
ren Schwingungsamplituden spielt vor allem die Wirbelbildung an der Miin-
dung und die anschlieende Dissipation dieser Wirbel eine grof3e Rolle. Die
Verluste sind dann abhéngig von der Schwingungsamplitude [LPPP95]. Die
mathematische Modellierung dieser Eigenschaften folgt in Kapitel[4.3.3]

\

Helmholtz Resonator M4- Resonator

Abbildung 2.4: Helmholtz-Resonator und A/4-Resonator mit den wichtigsten
Abmessungen

Wandgrenzschichten fithren zu Reflexion und Brechung von akustischen Wel-
len. Wird die Offnung der Resonatoren iiberstrémt, so kann die Wandgrenz-
schicht, insbesondere bei grollen Mach-Zahlen, den dimpfenden Effekte der
Resonatoren reduzieren [JFO1]. Tam und Auriault [TA96] zeigen, dass dieser
Effekt fiir diinne Grenzschichten vernachlédssigbar ist. Um die Dampfungsei-
genschaften der Resonatoren sicherzustellen, sollten sie also an Stellen ange-
bracht werden, wo der Einfluss der mittleren Stromung gering ist.
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3 Berechnungsverfahren

Die Anstrengungen, Verbrennungsinstabilitdten in Raketenbrennkammern
zu modellieren und vorherzusagen, reichen bis in die 50er Jahre des letzten
Jahrhunderts zuriick. Daher gibt es eine grolle Menge an Literatur zu vielen
Teilaspekten des Themas. Harrje und Reardon [HR72] geben den Stand der
Technik zu Beginn der 70er Jahre wieder. Die Aufsatzsammlung von Yang und
Anderson [YA95] enthilt Ubersichtsartikel zu verschiedenen Fallstudien (sie-
he z.B. [CY95], [Rub95], [HSZ95]), Mechanismen und Berechnungsverfahren
(siehe z.B. [HD95]) mit dem Wissensstand Mitte der 90er Jahre. Des weite-
ren gibt es zahlreiche Ubersichtsartikel von Culick ( [Cul88] [Cul89] [Cul94]).
Das folgende Kapitel gibt einen kurzen Uberblick tiber die Schwichen, Stir-
ken und Moglichkeiten vorhandener Verfahren zur Vorhersage von Verbren-
nungsinstabilititen mit dem Schwerpunkt auf dem Einsatz in Raketentrieb-
werken. Anschlielend wird der Kenntnisstand zur Einbindung nicht-linearer
Effekte diskutiert. Fiir Informationen, die dariiber hinausgehen, sei auf die
oben genannten Ubersichtswerke verwiesen.

3.1 Uberblick iiber die Berechnungsverfahren

Alle Berechnungsverfahren fiir Verbrennungsinstabilitdten basieren prinzipi-
ell auf der Losung der Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie.
Um mit Hilfe der Erhaltungsgleichungen die Stabilitédt des Systems zu bestim-
men, sind jedoch bei den einzelnen Methoden unterschiedliche Annahmen
und Vereinfachungen notwendig. AbbildungB.Ilgibt einen Uberblick iiber die
Verfahren, die zur Berechnung von Verbrennungsschwingungen eingesetzt
werden. Die Darstellung ist an die Ubersicht von Pankiewitz [Pan04] ange-
lehnt. Der Modellierungsgrad der in Abbildung [3.1] dargestellten Methoden
nimmt von links nach rechts zu. Gleichzeitig sinkt der Rechenaufwand der
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Verfahren. Bis auf das direkte Losen der Erhaltungsgleichungen wird fiir al-
le vorgestellten Verfahren ein Flammenmodell benotigt, das die Reaktion der
Wirmefreisetzung auf die Schwankungsgréflen beschreibt.

Erhaltungsgleichungen
Masse & Impuls & Energie

URANS linearisierte Gleichungen
LES DNS + Flammenverhalten
Moden- Harmonisch Modenformen
formen Harmonisch
Netzwerk-
modelle
Berechnung im Zeitraum Berechnung im Frequenzraum

Modellierungsgrad

Berechnungsaufwand

Abbildung 3.1: Ubersicht iiber die Verfahren zur Berechnung von Verbren-
nungsschwingungen nach [Pan04]

Den grofSten Modellierungsgrad bei relativ geringem Rechenaufwand wei-
sen Netzwerkmodelle auf. Diese unterteilen das betrachtete Verbrennungs-
system in einfache Teilsysteme, die jeweils durch den Zusammenhang der
ein- und ausgehenden akustischen Grollen beschrieben sind. Solche Teilsys-
teme konnen z.B. Rohrstiicke, Flichenspriinge oder Flammen sein. Model-
le fiir die Teilsysteme kénnen entweder analytisch aus den Erhaltungsglei-
chungen [Put?71], numerisch [GFEP03], [PFHS03], [SLBF05], [PPPDO01] oder
auch experimentell [NKS06], [SBG™04] gewonnen werden. Zur Bestimmung
der Stabilitdt konnen verschiedene regelungstechnische Verfahren eingesetzt
werden. Netzwerkmodelle haben vor allem zur Bestimmung der Stabilitdt von
Gasturbinen (siehe z.B. [LKPT05], [BSN™04], [EP02]) und Feuerungen (sie-
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he z.B. [McI87], [Roo01]) eine Bedeutung erlangt. Im Bereich der Raketen-
triebwerke fienden sie bei der Modellierung der Zufuhr-und Leitungssyste-
me [DM74] [DBOO05] [HA74] Anwendung. Die Modelle dienen dann zur Ana-
lyse von Instabilitdten, die das Zufuhrsystem einschliel$en. So verwendet De
Benedictis [DBOO05] ein Netzwerkmodell zur Ableitung einer Randbedingung,
mit der das Zufuhrsystem in das Berechnungs-Verfahren nach Culick einge-
bunden wird (siehe z.B [CY95]).

Viele Arbeiten zur Stabilitdt von Raketenschubkammern sind der zweiten Ka-
tegorie von rechts ,Modenformen/ Harmonisch “ in Abbildung 3.1l zuzuord-
nen. Dabei muss sowohl die auftretende Modenform vorgegeben, als auch
die Annahme harmonischer Schwingungen getroffen werden. Die einzelnen
Arbeiten unterscheiden sich darin, mit welchem mathematischen Verfahren
dann tatsdchlich eine Losung berechnet wird. Frithe Arbeiten aus den 50er
und 60er Jahren wie zum Beispiel von Crocco [CC56] [Cro65] reduzieren die
Grundgleichungen schlielllich so weit, dass das Ergebnis fiir die Wachstums-
rate der Schwingung analytisch als Funktion der beteiligten ddampfenden und
treibenden Effekte dargestellt werden kann. Die linearen Ansétze von Culick
[Cul75], [Cul88], [Cul89], [CYI5] und Fassl [FSB05] zdhlen ebenfalls zur Grup-
pe dieser halbanalytischen Ansédtze. Mitchell und Eckert [ME79] bedienen sich
eines dhnlichen Verfahrens, wobei hier die reduzierten Erhaltungsgleichun-
gen liber einen Greens-Funktion-Ansatz in eine integrale Form tiberfiihrt, und
anschliellend iterativ gelost werden. Zinn [ZS68] wiederum 16st das Problem
mittels numerischer Integration, wobei er Diise und Brennkammer separat
betrachtet.

Das Losen linearisierter Erhaltungsgleichungen im Frequenzraum ohne Vor-
gabe einer Schwingungsform fiihrt mathematisch auf ein Eigenwertproblem.
Zusammen mit den frequenzabhédngigen Flammenmodellen ergeben sich
Gleichungen, die sich nicht mit den gdngigen mathematischen Methoden
l6sen lassen. Benoit [BNO05] entwickelt eine Feldmethode, die dieses Pro-
blem durch eine mathematische Ndherung des Quellterms (sog. asymptoti-
sche Expansion) umgeht. Ein weiterer Ansatz der gleichen Gruppe [NBSP07]
16st das Problem iterativ, ausgehend von den Eigenmoden ohne Flamme. Die
Machbarkeit wird sowohl anhand eines akademischen Beispiels als auch an
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verschiedenen Versuchskonfigurationen gezeigt. Dabei kommen analytische
Ausdriicke fiir das Flammenmodell und gemessene Flammentransferfunktio-
nen zum Einsatz [Ben05]. Die prasentierte Methode ist allerdings auf kleine
Mach-Zahlen beschriankt. Zur Anwendung auf Raketenschubkammern miiss-
te die Giiltigkeit der Methode entweder auf Bereiche mit grolen Mach-Zahlen
ausgedehnt werden oder die Bereiche mit hohen Mach-Zahlen miissten durch
geeignete Randbedingungen modelliert werden.

Die Vorgabe der Schwingungsform ohne Vorgabe der zeitlichen Abhédngigkeit
der Schwingungsamplitude reduziert die linearisierten Erhaltungsgleichun-
gen auf gewohnliche Differentialgleichungen. Dieses Verfahren stammt aus
der mechanischen Schwingungslehre und trdgt dort den Namen , Galerkin-
Verfahren“ [MPO05]. Es wird sowohl zur Berechnung der Stabilitit von
Gasturbinen-Brennkammern [BW04] als auch von Raketenschubkammern
eingesetzt [ZP70], [Cul94] [LZ73], [CBS95], [YC90]. Das Verfahren erméglicht
auch die Betrachtung nicht-linearer Wellenausbreitung. Dabei werden Terme
hoéherer Ordnung in den Schwankungsgrof$en miteinbezogen.

Das direkte Losen der linearisierten Grundgleichungen ist ein relativ neu-
es Feld, das sich mit steigender Rechnerleistung ertffnet hat. Hierbei miis-
sen weder Annahmen iiber die Modenform noch {iiber den zeitlichen Ver-
lauf der Schwingungsamplitude getroffen werden. Der numerische Aufwand
ist jedoch im Vergleich zur Losung der vollstindigen Erhaltungsgleichun-
gen gering. Pankiewitz [Pan04] konnte anhand des Beispiels einer Modell-
ringbrennkammer zeigen, dass dieses Verfahren in der Lage ist, das Auftre-
ten verschiedener Schwingungsmoden vorherzusagen. Zusammen mit einem
nicht-linearen Flammenmodell konnten auch Grenzzyklen berechnet wer-
den. Sein Simulationsverfahren ist jedoch auf Problemstellungen mit sehr
kleiner Mach-Zahl beschrdankt und bedarf daher zur Anwendung auf Raketen-
schubkammern einer Erweiterung.

Mit steigender Rechnerleistung gewinnen in den letzten Jahren zunehmend
Verfahren an Bedeutung, die die vollstindigen Erhaltungsgleichungen fiir
Masse, Impuls und Energie fiir reaktive Stromungen numerisch lésen. Vorteil
dieser Verfahren ist, dass die Erhaltungsgleichungen die wechselseitige Kopp-
lung zwischen Akustik und schwankender Warmefreisetzung implizit enthal-
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ten, und daher keine Modellierung dieses Zusammenhangs notwendig ist.
Auch nicht-lineare Effekte sind in dieser Beschreibung enthalten und miissen
nicht modelliert werden. Nachteil der Verfahren ist, dass das Losen der fluid-
mechanischen Erhaltungsgleichungen einen hohen numerischen Aufwand
erfordert und trotzdem noch die Verwendung von Modellen zur Beschreibung
der Turbulenz und der Verbrennung verlangt. Zur Modellierung von Verbren-
nungsinstabilitdten in Raktentriebwerken werden unter anderem Modelle fiir
das Aufbrechen der Treibstoffstrahlen und die Verdampfung bendtigt (siehe
z.B. Habiballah [HD95]). Daher sind Ansitze, die die gesamten Erhaltungs-
gleichungen fiir Masse, Impuls und Energie 16sen, oft auf zwei Dimensio-
nen beschrdnkt und/ oder beinhalten einschrinkende Modelle fiir Turbulenz
und Verbrennung. Das Ergebnis der Simulation fiir Schwingungsamplituden,
Grenzzyklen und Schwingungsmoden héngt wiederum stark von der Genau-
igkeit der verwendeten Teilmodelle und Randbedingungen ab [PVO1].

Erste Arbeiten von Priem ( [PG62], [Pri65], [Pri62]), die die fluidmechanischen
Erhaltungsgleichungen losen, tauchen bereits in den 60er Jahren auf. Die be-
trachteten Geometrien sind auf maximal zwei Dimensionen beschrankt. Die
Modellierung enthilt unterschiedliche Teilmodelle fiir die Einspritzung, Ver-
dampfung und chemische Reaktion. In den 80er Jahren wurde dieser An-
satz auf dreidimensionale Geometrien ausgeweitet [PB89]. Die Arbeiten von
Habiballah [HLP91], [HD95] umfassen die zweidimensionale Modellierung
von Raketenschubkammern mit Teilmodellen fiir Tropfengroflenverteilun-
gen, Verdampfung und Verbrennung fiir hypergole und kryogene Treibstoffe.
Der Autor weist selbst darauf hin, dass fiir eine verbesserte Vorhersage drei-
dimensionale Geometrien und verbesserte physikalische Modelle notwen-
dig sind. Die Arbeiten von Grenda et al. [GVM94] umgehen die Problema-
tik der Turbulenzmodellierung, in dem sie die Euler-Gleichungen numerisch
l6sen. Um den Modellierungsgrad weiter zu reduzieren, werden heute zu-
nehmend Anstrengungen unternommen, Verbrennungsinstabilititen mittels
Grobstruktursimulation(Large Eddy Simulation - LES) zu untersuchen. Auf
dem Gebiet der Gasturbinen werden dort mittlerweile auch technisch rele-
vante Systeme untersucht (siehe z.B. [DGM*05] [SPSGO07]). Bei Raketenschu-
kammern sind Berechnungen mit LES derzeit noch auf die Untersuchung von
Teilaspekten begrenzt. So betrachten Rey et al. [RDC05] den Einfluss trans-
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versaler Anregung auf die Verbrennung von koaxialen Injektoren. Zur Be-
rechnung gesamter Raketenmotoren miissen die bestehenden Ansitze jedoch
noch weiterentwickelt werden.

Die Ausfiihrungen in Kapitel[llverdeutlichen, dass keiner der bestehenden An-
sdtze in der Lage ist, das Entstehen und Auftreten von Verbrennungsschwin-
gungen sicher vorherzusagen.

3.2 Beriicksichtigung nicht-linearer Effekte

Mit einer rein linearen Betrachtungsweise lassen sich das Auftreten von
Grenzzyklen und das Phdnomen ,Triggering“ nicht vorhersagen. In der Lite-
ratur herrscht eine gewisse Uneinigkeit dariiber, wie diese beiden Phdnomene
beschrieben werden kénnen.

Mehrere Arbeiten aus der Klasse der Galerkin-Verfahren beschiftigen sich
mit der Berticksichtigung nicht-linearer Wellenausbreitung und/oder der Ver-
wendung nicht-linearer Flammenmodelle. Culick [Cul94] und Yang [YWY95]
geben hierzu einen Uberblick iiber den Stand des Wissens in den 90er Jahren.
Alle Ansitze in diesem Bereich sind dhnlich, die Ergebnisse aber zum Teil wi-
derspriichlich. Die wichtigsten Ergebnisse lassen sich laut Yang [YWY95] fol-
gendermalien zusammenfassen:

* Die Berticksichtigung akustischer Prozesse zweiter Ordnung erlaubt den
Austausch von Energie zwischen den Schwingungsmoden. Diese Be-
trachtung allein ist ausreichend fiir die Vorhersage von Grenzzyklen (sie-
he auch [Cul94], [YC90]).

* Die Berticksichtigung akustischer Prozesse zweiter Ordnung und die Ver-
wendung geeigneter nicht-linearer Flammenmodelle erméglicht die Vor-
hersage von , Triggering” (siehe auch [Cul94], [CBS93]).

* Die Berticksichtigung akustischer Prozesse dritter Ordnung allein reicht
nicht fiir die Betrachtung von ,Triggering®. Grenzzyklen kénnen aber
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3.3 Zusammenfassung

vorhergesagt werden. Dies stehtim Widerspruch zu den Ergebnissen von
Lores [LZ73].

Wie die theoretischen Uberlegungen in dieser Arbeit in Abschnitt £.4.2.4
zeigen, ist die Vorhersage von Grenzzyklen und ,Triggering “ auch fiir li-
neare Akustik bei Wahl eines geeigneten nicht-linearen Flammenmodells
moglich. Auf das hierzu erforderliche Verhalten der Flammenmodelle wird
in Abschnitt 4.4.2.4] genauer eingegangen. Die dort dargestellten theoreti-
schen Uberlegungen werden von Ergebnissen verschiedener neuerer numeri-
scher Arbeiten bestétigt. Balasubramanian und Sujith [BS07] zeigen fiir einen
Galerkin-Ansatz, dass die Vorhersage von Grenzzyklen und , Triggering “ von
der Wahl der Ansatzfunktionen abhéngt: Werden entgegen der tiblichen Wahl
orthogonaler Ansatzfunktionen nicht-orthogonale Ansatzfunktionen verwen-
det, kann , Triggering “ auch fiir lineare Akustik und nicht-lineare Flammen-
modelle auftreten. Pankiewitz [Pan04] konnte in seinem Zeitbereich-Ansatz
durch die Verwendung linearer Akustik und eines nicht-linearen Flammen-
modells mit gekappter Amplitude Grenzzyklen erreichen. Auch der in dieser
Arbeit verwendete Ansatz kann durch die Wahl eines geeigneten Modells fiir
das Flammenverhalten grundsétzlich Grenzzyklen und , Triggering “ vorher-
sagen.

3.3 Zusammenfassung

Der Literaturiiberblick verdeutlicht, dass eine Vielzahl von Ansitzen zur Vor-
hersage von Verbrennungsinstabilititen existiert. Die Geschichte der Ent-
wicklung von Raktenmotoren unterstreicht allerdings, dass trotz dieser Viel-
zahl von Ansdtzen eine sichere Vorhersage und Vermeidung von Verbren-
nunginstabilitdten nach wie vor nicht méglich ist. Dies liegt zum einen si-
cherlich an den fehlenden fundierten Modellen zum Flammenverhalten mit
quantitativer Aussagekraft. Zum anderen ist die Schuld auch in den unzdhli-
gen Annahmen zu suchen, die eine mathematische Losung des Problems erst
moglich machten. Galerkin-Verfahren und Verfahren, bei denen sowohl die
Moden- als auch die zeitliche Schwingungsform angenommen wird, haben
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den Nachteil, dass die Losung von der Qualitdt der Ndherung der Schwin-
gungsmoden abhdngt. Dabei wird der Einfluss der Flamme auf die Moden-
form im Allgemeinen vernachldssigt. Andererseits ist die vollstindige Losung
der fluidmechanischen Erhaltungsgleichungen wiederum so aufwindig, dass
auch dort bisher stets stark vereinfachende Annahmen getroffen werden miis-
sen (2D-Losungen, Losen von Eulergleichungen auf einem Ring, etc.). So ist
dann dort die Bezeichnung ,Vollstidndige Losung der Erhaltungsgleichungen®
nicht mehr gerechtfertigt.

Pankiewitz konnte in seinen Arbeiten [Pan04] [PS03] zeigen, dass eine qua-
litative Vorhersage verschiedener Schwingungsmoden in einer Modellring-
brennkammer mit einem Ansatz, der direkt die Wellengleichung im Zeitbe-
reich auf drei Dimensionen 16st, moglich ist. Dieser Ansatz hat den Vorteil,
dass er einen relativ geringen Modellierungsgrad mit einem vergleichswei-
se geringen numerischen Aufwand kombiniert. Die vorliegende Arbeit zeigt,
dass dieser Ansatz auf die Anwendung in Raketenschubkammern iibertragen
werden kann. Die Verwendung linearisierter Grundgleichungen, die die akus-
tische Wellenausbreitung in nicht-gleichformigen Strémungen wiedergibt, er-
moglicht eine gemeinsame Berechnung von Brennkammer und Diise, was die
Verwendung eines Modells fiir das Diisenverhalten tiberfliissig macht. Das
Gesamtmodell der Raketenschubkammer beinhaltet somit das Diisenverhal-
ten, die Flammentransferfunktion und Modelle fiir die Ddmpfer. Die Moglich-
keit der Verwendung nicht-linearer Flammenmodelle gibt dem Ansatz das Po-
tential, in Zukunft auch nicht-lineare Probleme zuverldssiger untersuchen zu
konnen. Durch die Wahl einer geeigneten Impedanzrandbedingung stromauf
kann prinzipiell auch das Verhalten der Zufuhr- und Leitungssysteme beriick-
sichtigt werden.
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4 Grundlagen

Die vorliegende Arbeit untersucht das Auftreten von Verbrennungsinstabili-
tdten in Raketentriebwerken durch die Losung linearisierter Grundgleichun-
gen im Zeitbereich. In diesem Kapitel werden nun zunichst die Ableitung,
die Eigenschaften und die Giiltigkeit der gewdhlten Grundgleichungen dis-
kutiert. Danach folgt die analytische Berechnung der gendherten Schwin-
gungsformen im Raketentriebwerk im Frequenzraum. Anschlielend wird die
in der Literatur tibliche Betrachtungsweise von Warmefreisetzung, Diise und
Absorbern diskutiert. Als Basis fiir das Verstdndnis der Wechselwirkung zwi-
schen den verschiedenen beteiligten treibenden und dimpfenden Mecha-
nismen betrachtetet der darauf folgende Abschnitt dann die generischen Ei-
genschaften eines eindimensionalen, selbsterregten Schwingers. Eine Ener-
giebetrachtung fiir dieses System verdeutlicht die Problematik der Vorhersa-
ge von selbsterregten Verbrennungsschwingungen im Raketentriebwerk. An-
schliel$end erfolgt eine Analyse der akustischen Energiebilanz in linearisier-
ten Systemen, wie sie in der vorliegenden Arbeit verwendet werden.

4.1 Linearisierte Grundgleichungen

4.1.1 Linearisierte Eulergleichungen

Ausgangsbasis fiir die Herleitung der linearisierten Eulergleichungen sind die
Erhaltungsgleichungen fiir Masse (4.1} Impuls und Energie [4.3] in einem
reibungsfreien Fluid ohne Gravitationseinfluss. Die Gleichungen involvieren
die Dichte p, den Druck p, die Stromungsgeschwindigkeit u = (u, v, w)T, die
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Schallgeschwindigkeit @ und den Isentropenexponenten .

op
—+V- =0 4.1
PR L) (4.1)
ou
E+(u Viu+—-Vp = 0 (4.2)
Lp 1 uvyprovou = KU, 4.3)
a’ ot a? prp a2 av ’

Die verwendete Energiegleichung [4.3] gilt fiir ideale Gase. Die Warmezufuhr
wird liber die externe, unbewegliche, volumetrische Quelle g, modelliert. De-
tails zur Herleitung der Energiegleichungid.3|finden sich in [Pan04].

Zur Ableitung der linearisierten Eulergleichungen werden in den Erhaltungs-
gleichungen fiir Masse Impuls und Energie alle Zustandsgréllen
in ihren Mittelwert und in Schwankungsgroflen zerlegt (siehe z.B. [CY95],
[CC56]). Dieses Vorgehen ist dquivalent einer Taylor-Reihenentwicklung der
Grolle um einen Mittelwert. So gilt dann z.B. fiir den Druck p:

p = p+p+p"+.. (4.4)

Hierbei stellt p den Mittelwert des Drucks, p’ die Schwankungsgrée erster
Ordnung und p” die Schwankungsgré8e zweiter Ordnung dar. Zur Ableitung
der linearisierten Erhaltungsgleichungen werden nur kleine Schwankungs-
grollen erster Ordnung berticksichtigt. ,Klein“ bedeutet in diesem Zusam-
menhang, dass die Druckschwankung p’ klein im Vergleich zum mittleren
Druck p (p’ < p), die Schwankungsdichte p’ klein im Vergleich zur mittle-
ren Dichte p (o' < p) und die Geschwindigkeitsschwankungen «',v’ und w’
klein im Vergleich zur Schallgeschwindigkeit @ (1’ < a, V' < a, w' <« a) sind.
Die mittleren Groflen sind dabei stationdr. Produkte aus Schwankungsgréf3en
werden als sehr klein vernachléssigt.

Die Annahme kleiner Schwankungsgréen ist fiir Verbrennungsinstabilitdten
in Raketenschubkammern nicht allgemein gerechtfertigt. Fiir die Entstehung
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4.1 Linearisierte Grundgleichungen

spontaner Instabilitdten (also Instabilitdten, die ausgehend von kleinen Sto-
rungen in der Brennkammer anwachsen), wie sie in dieser Arbeit ausschlief3-
lich betrachtet werden, ist sie aber vertretbar. Die unklare Bedeutung nicht-
linearer akustischer Phdnomene bei der Vorhersage von Verbrennungsinsta-
bilitdten in Raketen wurde bereits in Abschnitt[3.2] vertieft.

Die linearisierten Eulergleichungen lauten

/

é%+ﬁxmuqﬂvp+pv4f+dVi1: 0, (4.5)
ou’ vp' (Vp)e'
—lL+WGnV)u“+@f-V)ﬁ+- P | ?)p = 0, (4.6)
ot p p°

/

a—r;+f1-Vp'+u'-Vﬁ+KﬁV-u'+Kp’V-ﬁ

k—1)-4dl,. (4.7)

Der Einfluss der Flamme erscheint im Gleichungssystem [4.5 - [4.7] als Quell-
term in der Energiegleichungld.7/in Form der volumetrischen Wéarmefreiset-
zungsschwankung ¢/, mit den Einheiten [W/m?].

Die linearisierten Eulergleichungen beschreiben die Ausbreitung von Storun-
gen in einer gegebenen, mittleren, nicht-gleichférmigen Stromung als Uber-
lagerung von drei verschiedenen Ausbreitungsmoden: einer akustischen Mo-
de (oder Welle), einer Entropie-Mode (oder -Welle; Transport von Tempera-
turschwankungen) und einer Vorticity-Mode (oder -Welle; Ausbreitung von
Wirbelfluktuationen). Diese drei Ausbreitungsmoden besitzen die folgenden
grundlegenden Eigenschaften [CK57]:

* Die akustische Mode beschreibt die Ausbreitung von Druckschwankun-
gen in einem kompressiblen Medium. Die dadurch induzierten Ge-
schwindigkeitsfluktuationen sind wirbelfrei. Die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit ist die Uberlagerung aus Schall- und Stromungsgeschwindigkeit.

* Die Vorticity-Mode beschreibt den Transport und die Entstehung von
Wirbelfluktuationen in einem inkompressiblen Medium. Mit ihr sind
keine Schwankungen anderer thermodynamischer Zustandsgrof3en wie
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des Drucks oder der Dichte verbunden. Wirbelfluktuationen werden mit
Stromungsgeschwindigkeit transportiert.

* die Entropie-Mode beschreibt die Produktion und die Ausbreitung von
Dichte- bzw. Temperaturschwankungen. Sie ist nicht von Druckschwan-
kungen, sondern nur von einem schwachen, meist vernachléssigten,
Feld von Geschwindigkeitsfluktuationen begleitet. Sie breitet sich eben-
falls mit Stromungsgeschwindigkeit aus.

In einer nicht-gleichférmigen Strémung tritt aufgrund der Gradienten der
mittleren Grollen des Stromungsfeldes eine Wechselwirkung zwischen den
einzelnen Modenarten auf. Diese Wechselwirkung zwischen den Moden ldsst
sich besser verstehen, wenn das Gleichungssystem [4.5] 44.7| durch Variablen-
zerlegung in ein dquivalentes Gleichungssystem iiberfiihrt wird. Diese Varia-
blenzerlegung wird z.B. bei Ewert et al. [EMS02a], [EMS02b], [ES03] angedacht
und von Pankiewitz [Pan04] durchgefiihrt. Die linke Seite dieses dquivalenten
Gleichungssystems beschreibt die Ausbreitung der jeweiligen Mode, die rech-
te die Quellen der Moden durch Wechselwirkung der anderen beiden Moden
mit den mittleren GréBen.

Zur Ableitung des dquivalenten Gleichungssystems wird die Dichteschwan-
kung p’ in einen Anteil der Entropiemode p¢ und in einen Anteil der akusti-
schen Mode p? aufgespalten:

/

p' = p°+p- (4.8)

Die Dichteschwankung der akustischen Mode p“ ist wiederum tiiber die linea-
risierte Isentropiebeziehung an die Druckfluktuation p’ gekoppelt, welche al-
leinig durch die akustische Mode zustande kommt:

p = a p°. (4.9)

Die Aufspaltung der Geschwindigkeitsschwankung erfolgt analog den Ideen
der Potenialtheorie. Sie kann in einen zur akustischen Mode gehérigen wir-
belfreien Anteil und einen Wirbelanteil aufgespalten werden. Hierfiir wird das
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4.1 Linearisierte Grundgleichungen

akustische Potential ® eingefiihrt. Der akustische Anteil an der Geschwindig-
keitsfluktuation kann damit als Gradient des akustischen Potentials u* = V@
geschrieben werden:

u = Vo+u' (4.10)

Zwischen den Druckfluktuationen und dem akustischen Potential besteht der
folgende Zusammenhang iiber die substantielle Ableitung D/ Dt = 3/0t+u-V:

o 5D (4.11)
p= b5 :

Einsetzen von Gleichung[4.8 bis Gleichung [4.11]in Gleichung[4.5] - [4.7] liefert
das Gleichungssystem

[2(i2)—lv ('v)lcp = S$%(u’, p%) (4.12)
Dt\a*Dt) p P B P '
o +@-V)u'+u"-vju = §’(,0°), (4.13)
ape — e e —~ e vl
Py +a-Vp°+p°V-u = S(d,u’,qy). (4.14)

Gleichung beschreibt die Ausbreitung der akustischen Mode, Glei-
chung [4.13] die Ausbreitung der Vorticity-Mode und Gleichung [4.14] die Aus-
breitung der Entropiemode. Auf der rechten Seite des Gleichungssystems[4.12]
bis [4.14] sind die Quellen fiir die jeweilige Mode zu finden. Diese Quellterme

27



Grundlagen

lauten ausgeschrieben

1 (dp©
S*(u”p¢) = E(apt +0-Vp°+p°V-u+V (u"p)), (4.15)
SY(®,p°) = o x Vo1 P e+l@(v(1{—p)—iv-) (4.16)
P 2 "o\ @)@ P)
1

S (p,u’,qy) = (Evp—vp)-(vqnu”) (4.17)

o _ 2. _\Db® x-1) |

—g((K—l)V-u+Eu-Va) D7 22 “qy-

Im Gegensatz zur Analyse von Pankiewitz [Pan04] wurden hier Quellterme in
Gleichung/4.16], die den Faktor 1/ a’ enthalten, nicht als klein vernachldssigt.
Diese Terme besitzen jedoch nur einen minimalen Einfluss, da sie in etwa
zwei GroBenordnungen kleiner sind als die anderen beiden Terme in Glei-
chungl4.16l Eine Analyse der Quellterme verdeutlicht die wechselseitige Inter-
aktion der einzelnen Ausbreitungsmoden: Die akustische Mode bezieht bzw.
verliert Energie durch das Wechselspiel zwischen den Gradienten der mitt-
leren Groflen und dem nicht-isentropen Anteil der Dichte-Schwankung p®
bzw. dem drehungsbehafteten Anteil der Geschwindigkeitsschwankung u".
Die Vorticity-Mode wiederum interagiert hauptsidchlich mit der akustischen
Mode iiber die Vorticity des mittleren Stromungsfeldes @ = V x . Analog tritt
eine Wechselwirkung tiber die Gradienten der mittleren Groflen der Entropie-
mode mit den anderen beiden Moden und der Warmefreisetzungsschwan-
kung auf.

Fiir die Wechselwirkung zwischen den Moden lassen sich die folgenden bei-
den, fiir Verbrennungsschwingungen relevanten Effekte nennen [Pan04]: Zum
einen kann eine Kopplung der akustischen Schwankungen mit der Treibstoff-
zufuhr zu Luftzahlschwankungen fiihren, welche in der Flamme wiederum
Temperatur- beziehungsweise Dichteschwankungen nach sich ziehen. Die-
se Schwankungen werden in Form einer Entropiewelle stromab transportiert.
Die Ausbreitung dieser Entropiewelle der beschleunigten mittleren Strémung
produziert Schall [Sch03al, der wiederum auf die Flamme zuriickwirken kann.
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4.1 Linearisierte Grundgleichungen

Zum anderen werden akustische Wellen in der nicht-gleichférmigen Str6-
mung zum Teil in Vorticity umgewandelt. Durch den Transport der Wirbel-
fluktuationen aus dem System heraus, ergibt sich so ein Verlustmechanismus
fiir akustische Energie.

Fiir eine mittlere Stromung ohne Gradienten, verschwinden alle Quellterme
in bis bis auf den Einfluss der Warmefreisetzung. In einer Stro-
mung ohne Gradienten in den mittleren GréBen und ohne Warmefreiset-
zungsschwankung sind daher die drei Moden voneinander entkoppelt.

4.1.2 Acoustic Perturbation Equations (APE)

Fiir manche mittlere Stromungsfelder konnen Effekte durch die Gleichun-
gen und zu Instabilitdten in der Losung der linearisierten Eulerglei-
chungen - [4.7] fiihren. Daher schlagen Ewert et al. [EMS02a], [EMSO02b],
[ES03] die sog. ,Acoustic Perturbation Equations (APE) “ vor. Die APEs, die die
Ausbreitung von akustischen Stérungen in nicht-gleichférmigen Strémungen
beschreiben, entstehen aus den linearisierten Eulergleichungen durch geeig-
netes Filtern der Quellen [ES03]. Damit wird die physikalische Stabilitidt des
Gleichungssystems sichergestellt.

Das APE-Gleichungssystem fiir Wellenausbreitung in kompressiblen Stro-
mungen mit einer Quelle fiir die Warmezufuhr lautet

op'  _ i Y

E‘FQZV'(‘OU +HE) = (K_l)qu (4.18)
ou’ '

—“+v(ﬁ-u’)+v(p—_) = 0. (4.19)
ot 0

a = y/xplp ist die lokale Schallgeschwindigkeit im idealen Gas und damit
im Allgemeinen keine Konstante. Fiir die Dichteschwankung wird keine Glei-
chung gel6st. Die akustische Dichteschwankung p“ ist iiber die Beziehung
p' = @*p® an die Druckschwankung p’ gekoppelt. Der Transport und die Ent-
stehung von Entropiemoden ist im APE-Gleichungssystem [4.18] - daher
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nicht enthalten.

Analog zur Betrachtung in Abschnitt lasst sich auch das APE-
Gleichungssystem hinsichtlich der Modenwechselwirkung analysieren. Ein-
setzten von Gleichung[4.10lund 4.11]in [4.18] - 4. 19 fiihrt auf

B(iﬂ)‘lv(ﬁv)l@ = SV (pu) -2 g, @20

Di\aDt) b R paz " '
M V(@) = o. (4.21)
ot

Gleichung beschreibt die im APE-Gleichungssystem enthaltene Ausbrei-
tung der akustischen Mode. Die linke Seite von Gleichung ist identisch
der akustischen Mode der LEEs in Gleichung/4.12] Der erste Quellterm auf der
rechten Seite gibt die Interaktion mit der Vorticity-Mode wieder, der zweite
den Einfluss der schwankenden Warmefreisetzung. Beide Terme tauchen in
dieser Form auch in den LEEs auf.

Unterschiede zwischen den LEEs und den APEs zeigen sich bei der Be-
schreibung der Vorticity-Mode, deren Transport im Falle der APEs von Glei-
chung wiedergegeben wird. Anwenden des Rotationsoperators Vx auf
Gleichungi.2Ilergibt den Zusammenhang

anu
ot

+VxV(a-u’) = 0. (4.22)

Da V x V = 0 gilt, ergibt sich fiir ' =V xu”

ow'

— = 0. 4.23
37 (4.23)

Gleichung [4.23] beschreibt ein eingefrorenes Feld der Vorticity. Dies bedeu-
tet, dass sich die Vorticity im APE-Gleichungssystem mit der Zeit nicht &ndert,
und dass diese nicht konvektiv transportiert wird. Ist zu Beginn der Rechnung
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keine Vorticity im Feld vorhanden, so ist diese auch zu einem spéteren Zeit-
punkt null. Diese Eigenschaft stellt die Stabilitdt des Gleichungssystems fiir
beliebige mittlere Stromungsfelder sicher.

Obwohl erste Quellterm auf der rechten Seite von Gleichung[4.20] die gleiche
Form besitzt wie in Gleichung[4.15des LEE-Gleichungssatzes, weist er ein an-
deres Verhalten auf: Da sich das Vorticity-Feld in beiden Féllen in der Zeit un-
terschiedlich entwickelt, nimmt auch der Quellterm unterschiedliche Werte
an. Damit wird die Wechselwirkung zwischen Vorticity und Akustik vom APE-
Gleichungssystem nur eingeschrankt wiedergegeben.

4.1.3 Giiltigkeit der Gleichungen im Fall Raketentriebwerk

Bei der mittleren Stromung in Raketentriebwerken handelt es sich im Allge-
meinen um eine beschleunigte nicht-gleichférmige Stromung. In diesem Ab-
schnitt werden die Giiltigkeitsbereiche der zuvor diskutierten Gleichungssys-
teme in diesem Kontext bewertet. Anschliel3end wird die Verbindung zur Wel-
lengleichung und Helmholtz-Gleichung dargestellt, da diese hdufig fiir Ab-
schidtzungen verwendet werden.

Abbildung 4.1] gibt einen Uberblick, welches Gleichungssystem welche An-
nahmen impliziert. Grundséatzlich kann die Storungsausbreitung in einer
nicht-gleichférmigen Grundstromung durch die linearisierten Eulergleichun-
gen beschrieben werden, sofern man sich auf kleine Stérungen beschréinkt.
Die Isentropieannahme reduziert den Gleichungssatz um eine Gleichung.
Wird weiterhin der Transport von Vorticity-Wellen ausgeschlossen, ergeben
sich die Acoustic-Perturbation Equations. Vernachlédssigen von Geschwindig-
keitsgradienten fiihrt auf die konvektive Wellengleichung. Fiir eine verschwin-
dende mittlere Geschwindigkeit ergibt sich die Wellengleichung, die sich bei
Annahme eines gleichférmigen Feldes fiir Druck und Dichte auf die bekannte
klassische Form der Wellengleichung4.24]reduziert.

iazpl_ 2 1
az ot?

= 0. (4.24)
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Abbildung 4.1: Vom linearisierten Euler zur Helmholtz-Gleichung: Glei-
chungssysteme und Annahmen

Aus der klassischen Wellengleichung wiederum lédsst sich fiir harmonische
Schwankungen die Helmholtz-Gleichung ableiten. Um demnach von den
LEEs zur Wellengleichung zu gelangen, muss neben einer isentropen Sto-
rungsausbreitung ein vernachldssigbares mittleres Geschwindigkeitsfeld und
ein homogenes Feld fiir die mittlere Dichte und mittleren Druck vorausgesetzt

werden.

Im Teil einer Raketenschubkammer stromauf des Diiseneingangs ist die mitt-
lere Stromung ndherungsweise gleichférmig. Nicht-isentrope Dichteschwan-
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4.2 Harmonische Schwingungen

kungen bzw. Temperaturschwankungen sind aufgrund der Verbrennungsvor-
giange (nicht-gleichférmige Mischung von Brennstoff und Oxidator, etc.) si-
cherlich vorhanden [Cul88]. Der Transport dieser Temperaturschwankungen
in eine kritisch durchstromten Diise erzeugt wiederum akustische Druck-
schwankungen, die bei der Entstehung von Verbrennungsinstabilitdten mit-
wirken kénnen. Verschiedene Arbeiten weisen jedoch darauf hin, dass die-
ses Phdanomen, wenn iiberhaupt, nur bei niederfrequenten Oszillationen eine
Rolle spielt (siehe [Sat00], [EFHS04], [Eck05]). Daher wird in dieser Arbeit der
Einfluss von Entropiemoden vernachléssigt.

Dieser Arbeit liegt der homogene APE-Gleichungssatz[4.18 und zu Grun-
de. Dieser beschreibt streng genommen die Ausbreitung akustischer Wellen
in nicht-gleichformigen rotationsfreien Stromungen. Wie in Abschnitt 4.1.2]
diskutiert, ist der Quellterm, der den Transfer von Vorticity in Akustik steu-
ert, formal vorhanden, hat aber aufgrund der fehlenden Konvektion der Vor-
ticity eine andere Wirkung als in den LEEs. Der Transfer von Akustik in Vor-
ticity wird bei den LEEs hauptsdchlich vom ersten Term in Gleichung
bestimmt. Dieser enthélt die Wechselwirkung der Wirbelstdrke des mittleren
Stromungsfeldes und der akustischen Schnelleschwankung u'“ = V®. In den
APEs gibt es diesen Term nicht. In einem Strémungsfeld mit geringer mittlerer
Wirbelstdrke, wie es in dieser Arbeit verwendet wurde, hat er aber einen ge-
ringen Einfluss. Auch Ewert und Schréder [ES03] zeigen, dass der homogene
APE-Gleichungssatz in Stromungen mit geringer mittlerer Wirbelstdrke ndhe-
rungsweise anwendbar ist und dass dort Abweichungen zur Losung der LEEs
gering sind. Damit ist die Anwendung der APEs im gesamten betrachteten Re-
chengebiet, d.h. in Brennkammer und Diise, gerechtfertigt. Trotzdem kann es
wegen der eingeschrankten Wechselwirkung zwischen akustischer Mode und
Vorticity-Mode bei der Bilanzierung der akustischen Energie zu Abweichun-
gen zwischen den Losungen aus LEEs und APEs kommen.

4.2 Harmonische Schwingungen

Viele Analysen zu Verbrennungsinstabilititen werden im Frequenzraum
durchgefiihrt. Zudem bietet die Frequenraumdarstellung fiir viele Zusam-
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menhédnge in dieser Arbeit eine anschauliche Moglichkeit fiir grundlegen-
de Abschitzungen. Die Frequenzraumdarstellung schrankt die Schwingungs-
form in der Zeit auf harmonische Schwingungen ein. Die Schwankungsgro-
Ben weisen damit fiir harmonische Schwingungen in der Zeit ein sinusférmi-
ges Schwingungsverhalten auf. Die Druckschwankung ldsst sich im Falle zeit-
lich konstanter Schwingungsamplituden schreiben als

p'(t) = pX) exp(iwt). (4.25)

Die reelle Kreisfrequenz w ist tiber die Zusammenhénge

w = 2nf (4.26)
w = 27— (4.27)

mit der Schwingungsfrequenz f und der Schwingungsdauer T verkniipft.

Analog zu Gleichung[4.25] gilt fiir Schwingungen, deren Amplitude mit der Zeit
auf- oder abklingt

px 1 = pX expllio+a)t]. (4.28)

Das Vorzeichen des Koeffizienten a bestimmt, ob die Schwingung auf- oder
abklingt. Fiir negative Werte von a wird die Schwingung geddmpft, fiir positi-
ve angefacht.
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4.2 Harmonische Schwingungen

4.2.1 Klassische Akustik

Bei Annahme harmonischer Schwankungsgrof3en lédsst sich die Wellenglei-
chung der klassischen Akustik[4.24]in die Helmholtz-Gleichung

w2
Emvzﬁ =0 (4.29)

transformieren. Die komplexe Amplitude p (x) gibt die rdumliche Druckver-
teilung an, welche sich als Funktion des Wellenzahlvektors k und der Ortsko-
ordinate x schreiben lasst:

px) = pox) exp(ik-x) (4.30)

Po x) ist die rdumliche Verteilung der Amplitude von p (x), der Exponential-
term beschreibt die Verteilung der Phasenlage ¢ (x) = k- x.

Die Komponenten des Wellenzahlvektos k sind im Ruhenden (i = 0) definiert
als ky . = 2. Breitet sich die akustische Welle in einem durchstromten Ge-
biet aus, so muss der Wellenzahlvektor um die Strémungsgeschwindigkeit u
korrigiert werden zu

K = -2 (4.31)
a+u

Das in Abbildung dargestellte Beispiel verdeutlicht die Bedeutung von
Gleichung[4.31t In einem mit der Geschwindigkeit i1; in Richtung der Koordi-
nate x durchstromten Rohr breitet sich eine Welle vom Punkt x; zum Punkt x,
aus. Damit haben der Ortsvektor x* und die Stromungsgeschwindigkeit it; die
gleiche Richtung und die Wellenzahl k nimmt den Wert w/ (a+ i) an. Die
Welle breitet sich entlang des Ortsvektors x™ mit der Geschwindigkeit a + i1
aus.
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Abbildung 4.2: Wellenausbreitung in einem durchstrémten Rohr

Betrachtet man hingegen die Ausbreitung von x, nach x,, so haben der Aus-
breitungsvektor x~ und die Stromungsgeschwindigkeit &; unterschiedliche
Vorzeichen. Die Wellenzahl betrdgt in diesem Fall k. = —w/ (a - ti;). Die Welle
breitet sich mit der Geschwindigkeit a — i, aus.

Mit Hilfe einer Betrachung im Frequenzraum kann auch die Frage beleuch-
tet werden, inwieweit der konvektive Anteil bei der akustischen Wellenaus-
breitung im zylindrischen Teil der Raketenschubkammer vernachlédssigbar
ist [PVO1]. Hierfiir wird eine Abschdtzung iiber die Wellenzahl der substan-
tiellen Ableitung einer eindimensionalen harmonisch oszillierenden Grofie
g = (exp (kx — iwt) herangezogen:

% — a_g+_6_g

= 4.32

Dt~ or "ox .
= (miw+aik)g (4.33)

= —iw|l+ 4.34
lw( _lJ_rM)g 439

Fiir kleine Werte der Mach-Zahl M gilt daher g—f = %. Im zylindrischen Teil
von Raketentriebwerken konnen jedoch Mach-Zahlen bis zu M = 0, 3 auftre-
ten. Damit stellt die Ndherung der akustischen Ausbreitung mit der klassi-
schen Wellengleichung dort eine eher grobe Ndaherung dar. Im konvergen-

ten Teil der Diise gilt diese Ndherung nicht mehr. Es sei an dieser Stelle vor-
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weggenommen, dass bei der Betrachtung des Transports akustischer Energie
tiber Rdnder auch eine relativ geringe mittlere Geschwindigkeit eine entschei-
dende Rolle beim Ergebnis der Stabilitdtsbetrachtung spielen kann (siehe Ab-
schnitt )

4.2.2 Losungen fiir zylindrische Geometrien

Zur Abschitzung der Frequenzen und Schwingungsmoden in einem Raketen-
triebwerk wird das Triebwerk iiblicherweise als Zylinder gendhert. Die Wel-
lenausbreitung in diesem Zylinder wird dabei mit Hilfe der Wellengleichung
aus der klassischen Akustik fiir ein ruhendes homogenes Medium beschrie-
ben (Gleichung[4.24). Wenn die Wande des Zylinders sind schallhart (n-u’ = 0)
sind, folgt fiir die Druckschwankung p’ an der Wand die Bedingung

n-Vp' = 0. (4.35)

Die Druckschwankung an der Stelle x im Raketentriebwerk kann als Summe
der zueinander normalen Moden W mit jeweils einem harmonischen Verlauf
der Amplitude in der Zeit pi exp (i wy t) ausgedriickt werden

p'x1 = ) Prexp(iwt) Vg (4.36)
k=1

Einsetzen von Gleichung in die Bedingungen und fiihrt auf die
homogene Helmholtz-Gleichung und die Randbedingung,

(1)2
kg viy,. = 0 (4.37)
72 Lk + k :

welche die einzelnen normalen Moden erfiillen miissen.
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Eine Losung fiir Gleichung[4.37]1dsst sich durch Umformulieren in Zylinder-
koordinaten und einen Separationsansatz der Form

Ve =% (x) Z(r) 4(0) (4.39)

finden. & (x) beschreibt die Abhédngigkeit der Schwingungsmode in die Achs-
richtung x, Z(r) in radiale Richtung und ¢ (8) in Umfangsrichtung. Der An-
satz fiihrt auf eine Bessel-Differentialgleichung fiir die radiale Komponente
R(r).

Die Losung der Gleichungen4.37lund[4.38/fiir eine zylindrische Brennkammer
mit Radius Rgx und Linge Lgk ergibt damit die in Gleichung4.40lund 4.41]dar-
gestellten Ausdriicke fiir die beiden moglichen stehenden Schwingungsmo-
den ¥ ; und ¥ ,.Bei stehenden Moden dndert sich die Position der Schwin-
gungsbduche mit der Zeit nicht. Bei den beiden Losungen ist die Lage der
Schwingungsbduche um 90° verdreht.

ml r

Wi = cos|—x ]m(Kmn —) cos(m@), (4.40)
BK Rgk
ml r )

Wi2 = cosS|—x ]m(Kmn —) sin(m#@). (4.41)
BK Rpx

k2., sind die Nullstellen der Bessel-Funktion J erster Art der Ordnung m. Ab-
bildung zeigt die Draufsicht der Druckverteilung in einer zylindrischen
Brennkammer fiir die erste transversale Mode (T1; [ =0, m =1, n = 0), die
zweite transverale Mode (T2; [ =0, m =2, n =0), die dritte transversale Mode
(T3; =0, m=3, n=0) und die erste radiale Mode (R1, /=0, m=0, n=1).

Die zugehorigen Schwingungsfrequenzen lassen sich mit dem Ausdruck

27 LBK RBK '
berechnen.
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T2-Mode

Ko = K, = 3,0542
T3-Mode R1-Mode

Kz =4,2012 Ko1 =3,8317

“«w
Y

Abbildung 4.3: Draufsicht der Druckverteilung in einer zylindrischen Brenn-
kammer fiir die T1, T2, T3 und R1-Mode; die Farben rot und
blau stellen Druckbduche (d.h. Druckmaxima bzw. Druckmi-
nima) dar

4.2.3 Impedanz, Admittanz und Reflexion

Die Eigenschaften von akustischen Feldern oder Rdndern lassen sich durch
die Begriffe Impedanz, Admittanz und Reflexionsfaktor charakterisieren. Der
folgende Abschnitt beschreibt die Definitionen, Zusammenhénge und Bedeu-
tung dieser drei Grof3en.

Das Verhiltnis aus Druckschwankung und der Geschwindigkeitsschwankung
in Normalen-Richtung in einer Ebene des akustischen Feldes heisst akusti-
sche Impedanz. FormelmaRig ausgedriickt ldsst sich dieser Zusammenhang
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schreiben als

1 A
7z = — P (4.43)
0

Qi

n-u

Die Impedanz ist dimensionslos und im Normalfall eine komplexe Gréle. In
Analogie zur Elektrotechnik trdgt ihr Realteil auch den Namen ,Resistanz®,
der Imagindrteil heisst auch ,Reaktanz“. Der Kehrwert der Impedanz wird als
Admittanz bezeichnet und ldsst sich ausdriicken als

__n-ua
:pa

1
Y = — — . (4.44)
Z p

Der Realteil des Admittanz wird auch als , Konduktanz®, ihr Imaginérteil als
»Suszeptanz“ bezeichnet.

Abbildung[.4 veranschaulicht die Definition des Reflexionsfaktors fiir ebene
Wellen in einem Rohr mit konstantem Querschnitt.

Abbildung 4.4: Wellenausbreitung in einem Rohr mit konstantem Quer-
schnitt

Der Reflexionsfaktor stromab r? ist definiert als das Verhéltnis aus der strom-
auflaufenden (also reflektierten) Welle G und der stromablaufenden (also ein-
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fallenden) Welle F

rt = G (4.45)
= - )

Die stromablaufene Welle Fund die stromauflaufende Welle G sind wiederum
tiber die Zusammenhinge

P - FiG (4.46)
a
W = F-G (4.47)

mit der Druckschwankung p’ und der Geschwindigkeitsschwankung #’ in
Ausbreitungsrichtung verkniipft. Damit ist der Reflexionsfaktor auch eine
Funktion der Impedanz bzw. Admittanz:

a /-1
re = (4.48)
/Z+1
1-Y
= (4.49)
1+Y

Im Allgemeinen handelt es sich bei Impedanz, Admittanz und Reflexionsfak-
tor um komplexe Grél3en. Dies bedeutet, dass die einfallenden und die reflek-
tierten Wellen unterschiedliche Amplituden besitzen, und in ihrer Phasenlage
zueinander verschoben sind. Zudem weisen diese Grof3en in der Regel ein fre-
quenzabhdngiges Verhalten auf.

Fiir eine rein reelle Impedanz (und damit eine rein reelle Admittanz oder Re-
flexionsfaktor), sind nur die Amplituden unterschiedlich. Es liegt jedoch keine
Phasendrehung zwischen ein- und ausfallender Welle vor.

Tabelle [4.1] gibt einen Uberblick iiber die wichtigsten Randbedingungen und
die Werte Threr Impedanz, Admittanz und Reflexionsfaktoren.
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Rand Verhalten | Z | Y | r?
feste Wand nu=0 |oco| 0|1
offenes Ende p'=0 0 |oo| -1
nicht reflektierend ;‘%,‘z =n-u | 1|10

Tabelle 4.1: Impedanz, Admittanz und Reflexionsfaktor fiir die wichtigsten
Randbedingungen

4.3 Uberblick iiber Teilmodelle fiir Flamme, Diise und Absor-
ber

Die in Kapitel 3.1l vorgestellten Berechnungsverfahren benétigen Teilmodelle
fiir das Flammenverhalten, zum Teil fiir das Verhalten der Raketendiise, und
fiir die verschiedenen Ddmpfungsmechanismen. Auch die vorliegende Arbeit
ist auf ein Flammenmodell und ein Absorbermodell angewiesen. Ein Diisen-
modell dient in Kapitel [7] zur Verifizierung des numerisch berechneten Dii-
senverhaltens. Das folgende Kapitel gibt einen Uberblick tiber die in der Li-
teratur tiblichen Methoden zur Beschreibung der Flamme, der Raketendiise,
der akustischen Resonatoren und des Droplet Drags sowie dem zugehorigen
physikalischen Hintergrund. Normalerweise werden alle vorgestellten Model-
le im Frequenzraum formuliert. Zur spdteren Verwendung im Simulationsver-
fahren miissen sowohl das Flammenmodell als auch das Absorbermodell vom
Frequenzraum in den Zeitbereich transformiert werden. Die Einbindung der
Modelle in die Zeitbereichssimulation wird anschlieBend in Kapitel 5] erklart.

4.3.1 Flammenmodelle

Wie in Kapitel2.2lerldutert, spielen bei der Verbrennung in Fliissigkeitsraketen
mehrere physikalische Prozesse eine Rolle: Der gesamte Verbrennungspro-
zess ist ein Wechselspiel von Einspritzung, Aufbrechen des Strahls, Verdamp-
fung und chemischer Reaktion. In der gdngigen Modellierungspraxis wird je-
doch angenommen, dass der Verdampfungsprozess in Wechselwirkung mit
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den akustischen GréRen tritt, und so die Riickkopplung zwischen Akustik und
Wiarmefreisetzung liefert. Trotz der Vielzahl der Arbeiten zur Stabilitdt von Ra-
ketenmotoren erscheint in der Literatur vor allem das einfache, aus den 50er
Jahren stammende Zeitverzugsmodell von Crocco und Cheng [CC56]. Model-
le, die den Verbrennungsprozess mit allen Teilaspekten wiedergeben, sind bis
heute nicht vorhanden. Dies liegt daran, dass ,the critical experiments ne-
cessary for such model developments have yet to be performded* [Mit95].

Die am hdufigsten verwendete Form des Warmefreisetzungsmodells nach
Crocco [CC56] driickt die Warmefreisetzungsschwankung g, als Funktion der
Druckschwankung p’ in der Brennkammer aus. Damit geht dieses Modell da-
von aus, dass die Warmefreisetzungsschwankung ausschlielich vom fluktu-
ierenden Druckfeld beeinflusst wird. In einem solchen Fall spricht man auch
von einer ,,Druckkopplung” zwischen Warmefreisetzung und Akustik. Die bei-
den Modellparameter, der Interaktionsindex n und die Verzugszeit 7, sind ort-
lich konstant und frequenzunabhingig. Das Modell lautet im Frequenzraum

A

g = gn (l—exp(iwr))_L. (4.50)
PBK

Z] ist die mittlere Warmefreisetzung in der Brennkammer und pgg der mittlere
Brennkammerdruck. Der Interaktionsindex n gibt an, wie stark die Warme-
freisetzung mit der Akustik koppelt, die Verzugszeit 7 stellt einen Phasenver-
zug zwischen Druckschwankung und Wéarmefreisetzungsschwankung dar. Sie
lasst sich physikalisch als die charakteristische Zeit der Tropfenverdampfung
interpretieren.

Obwohl verschiedene Autoren (z.B. [CY95], [Mit95]) kritisieren, dass sich der
komplexe Verbrennungsvorgang in Fliissigkeitsraketen wohl kaum in Abhédn-
gigkeit von zwei Parametern abbilden lasse, gibt es auch physikalische Argu-
mente fiir dieses einfache Modell: So konnte die Existenz der Verzugszeit 7 fiir
Fliissigkeitsraketen experimentell nachgewiesen werden [HR72]. Harrje und
Reardon [HR72] geben fiir hypergole Treibstoffe die folgenden Werte fiir den
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Interaktionsindex n und die Verzugszeit 7 an:

0.14-10%s <7< 0.20-1073s (4.51)
06 <n< 0.8 (4.52)

Bei den Werten fiir n und 7 in Gleichung [4.51] und [4.52] handelt es sich um
empirisch gewonnene Werte. Um sie zu bestimmen wurden experimentell
ermittelte Stabilititsgrenzen mit den theoretisch vorhergesagten Stabiltidts-
grenzen fiir verschiedene Triebwerksgeometrienen und Injektortypen vergli-
chen [HR72].

Es ist tiblich, die Stabilitdtsgrenzen eines Triebwerks analog Abbildung[4.5 fiir
verschiedene Schwingungsmoden als Funktion von 7 und 7 darzustellen (sie-
he z.B. [Cro65], [HR72], [Cul88]).

Abbildung zeigt exemplarisch, dass zur Anregung der T3- und R1-Mode
sehr geringe Werte fiir die Verzugszeit T notig sind. Fiir groere Werte der Ver-
zugszeit T kann die T1- oder T2-Mode, aber prinzipiell auch die L1-Mode ent-
stehen. Die Erzeugung der L1-Mode verlangt jedoch einen deutlich hoheren

Interaktionsindex n. Daher ist das Auftreten der L1-Mode eher unwahrschein-
lich.

Neben dem Modell nach Crocco und Cheng, gibt es mehrere dhnlich struktu-
rierte Verbrennungsmodelle, die jedoch eine deutlich geringere Verbreitung
haben: Das Modell nach Priem und Heidmann [PH60] basiert wie das Mo-
dell nach Crocco und Cheng [CC56] auf der Annahme, dass die Tropfenver-
dampfung der maligebliche Prozess bei der Verbrennung in Fliissigkeitsra-
keten ist. Ausgehend von der Bilanzierung der Massen- und Warmestrome
an den Treibstofftropfchen leiten sie einen analytischen Zusammenhang zwi-
schen der Verdampfungrate und dem Zustand in der Brennkammer her. Gren-
da et al. [GVM95] geben eine linearisierte Form der Schwankung der Ver-
dampfungsrate m{,ap in Abhéngigkeit der akustischen Schwankungsgrofen v/’
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L1
instabil

Stabilitatsgrenzen

—
T3 \\\ T1
R1
/ T2

stabil

>
=

T

Abbildung 4.5: Beispielhafte Stabilitdtskarte in Abhéngigkeit der Parameter
des Crocco-Modells n und 7 fiir verschiedene Schwingungs-
moden (T1, T2, T3, R1, L1)

und p' an. Diese lautet
pl u/

1. = nT?V dp— +ﬁp — (4.53)
vap PBK Upk

Bei den Konstanten ap und p handelt es sich um komplexe GréRen, die wie-
derum von den Eigenschaften der Tropfen und der umgebenden Gasphase
abhidngen. Die komplexen Konstanten fiihren auch in diesem Modell zu ei-
nem Phasenverzug zwischen den akustischen Grofen und der Schwankung
der Verdampfungsrate m{,ap.

Eine aktuelle experimentelle Arbeit von Richecoeur et al. [RDCO07| korreliert
die Zeitableitung der Warmefreisetzungsschwankung ¢;, mit der transversa-
len Geschwindigkeitsfluktuation v'. Basis fiir die Korrelation sind Experimen-

45



Grundlagen

te zur Verbrennung von Methan und fliissigem Sauerstoff in der Mascotte Ver-
suchskammer der franzosischen Forschungseinrichtung ONERA. Die unter-
suchten Sprays wurden transversal angeregt.

Fiir die Verbrennung in Feststoffraketen existieren ebenfalls dhnlich struktu-
rierte Modelle, obwohl dort der maRgebliche Prozess nicht die Tropfchenver-
dampfung, sondern die Massenabtragung an der Wand ist. Das Modell nach
Baum und Levine [BLL84] hat die folgende Struktur, die die Massenstrom-
schwankung rir" als nicht-lineare Funktion der Schwankungsgroffen und der
Modellkonstanten f3;, f, und 3 beschreibt:

m'= = Bip'+ B |U]+ B3|t (4.54)

Dieses Modell findet z.B. in den Studien zur Simulation von Triggering von
Culick [CBS95] Anwendung.

Um die Kopplung der Warmefreisetzungsschwankung mit dem Einspritzsys-
tem zu bertiicksichtigen (,,Klystron-Effekt“) fiihren Harrje und Reardon [HR72]|
und McCormack [McC64] eine weitere Verzugszeit 7, ein. Diese Verzugszeit
7, beschreibt die Zeit, die ein Treibstofftropfchen von seiner Einspritzung bis
zu seiner Verbrennung bendétigt, und kann als konvektive Verzugszeit inter-
pretiert werden. Bei einer Kopplung zwischen Akustik und Einspritzsystem
dndert sich die Geschwindigkeit der Treibstofftropfchen und damit auch die
konvektive Verzugszeit 7,. Harrje und Reardon [HR72] und ein Bericht von
Rockwell International [RI75] geben den folgenden Zusammenhang zwischen
der Massenstromschwankung 77’ an einer Postion x in der Brennkammer, den
Massenstromen am Einpritzkopf 77; und der mittleren konvektiven Verzugs-
zeit T; an

(4.55)

m' (x, 1) m;(t—ft)+_ (d m;)
= T —_—

m m “\dt ),
Zusammenfassend ldsst sich feststellen, dass, wie bereits eingangs erwihnt,
keines der erwdhnten Verbrennungsmodelle die Komplexitdt des Verbren-
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nungsvorgangs im Detail beschreibt. Zudem sind alle vorhandenen Modelle
dhnlich strukturiert. Daher wird in den folgenden Teilen der Arbeit auf das am
weitesten verbreitete Modell nach Crocco und Cheng zuriickgegriffen.

4.3.2 Diise

Der klassische Weg zur Einbindung des Einflusses der Raketendiise auf die
Entstehung selbsterregter Verbrennungsschwingungen erfolgt mittels der so-
genannten Diisenadmittanz. Die Diisenadmittanz ist die Randbedingung,
die die Storungen in der Brennkammer am Diiseneintritt erfiillen miissen
und ist definiert als das Verhdltnis der axialen Geschwindigkeitsfluktuati-
on zur Druckfluktuation am Diiseneintritt [BZ73] (siehe Definition in Glei-
chung4.44). Als Standardwerk hinsichtlich der Berechnung von Diisenadmit-
tanzen ist die Arbeit von Crocco und Sirignano [CS67] zu nennen. Die Arbeit
von Bell und Zinn [BZ73] stellt eine Weiterentwicklung dieser Arbeit fiir Wel-
len mit verdnderlicher Amplitude (d.h. aufklingende oder abklingende Wel-
len) dar.

Sowohl Crocco und Sirignano [CS67] als auch Bell und Zinn [BZ73|] gehen bei
der Entwicklung von linearen Modellen fiir Diisenadmittanzen von den fol-
genden Annahmen aus:

* Die Verbrennung findet ausschlieflich in der Brennkammer statt. Dort
herrschen vergleichsweise kleine Mach-Zahlen.

* In der Diise selbst findet keine Verbrennung statt. Dort wichst die Mach-
Zahlauf M =1 an.

* Im divergenten Teil der Raketendiise herrschen iiberkritische Stro-
mungsgeschwindigkeiten. Dort kénnen sich Stérungen ausschliellich
stromab ausbreiten und haben daher keinen Einfluss auf das akustische
Feld im konvergenten Teil der Diise.

Im Folgenden soll kurz dargestellt werden, wie sich Diisenadmittanzen ausge-
hend von den stromungsmechanischen Grundgleichungen fiir ein reibungs-
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freies Fluid ohne Wéarmeleitung mathematisch ableiten lassen. Die Darstel-
lung folgt dem Vorgehen von Crocco und Sirignano [CS67] und iberfiihrt
die zu l6senden partiellen Differentialgleichungen der Stromungsmechanik
in ein grolitenteils analytisch 16sbares Gleichungssystem.

Die Grundgleichungen fiir Kontinuitdt, Impuls, und Energie werden hierfiir
mit Referenzgroflen entdimensioniert und analog Kapitel linearisiert.
Durch Einfiihren einer Stromfunktion I' und eines Geschwindigkeitspotenti-
als @, kann eine Variablentransformation durchgefiihrt werden. Diese iiber-
fiihrt das Gleichungssystem in eine Darstellung fiir ein Koordinatensystem,
in dem die Variable ® entlang der Stromlinien lduft, die Variable I" senkrecht
dazu (d.h. entlang der Potentiallinien) und die Variable 6 die Abhdngigkeit in
Umfangsrichtung beschreibt. Abbildung 4.6 illustriert den Verlauf dieser Ko-
ordinaten in der Diisengeometrie.

Brennkammer Dise
Duseneintrittsebene
Einspritzkopf DE
l l Dusenhals
I M=1
: !
I
I
I ——
I
|
:
Stromlinien
@ = const

Potentiallinien
I" = const

Abbildung 4.6: Brennkammergeometrie mit Verlauf der Koordinaten fiir die
Berechnung von Diisenadmittanzen nach Crocco/ Sirigna-
no [CS67]

Zur Losung der Gleichungen muss eine Trennung der Variablen durchgefiihrt
werden. Dies ist nur unter der Annahme einer eindimensionale mittleren
Stromung moglich. Das Ergebnis fiir die Diisenadmittanz wird durch nume-
rische Integration der Gleichungen vom Diisenhals bis an den Diiseneingang
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berechnet. Dieses Ergebnis ist abhdngig von

* der Diisengeometrie,

e der Schwingungsfrequenz,

* der Schwingungsmode,

e der Mach-Zahl Mpg in der Diiseneintrittsebene,
e den Stoffgroflen und,

* im Falle der Arbeiten von Bell und Zinn, vom Ab - oder Aufklingkoeffizi-
enten a.

Die theoretischen Vorhersagen der Modelle wurde fiir longitudinale Moden
und longitudinal-transversal gemischte Moden von Bell [Bel72] und Zinn
[ZBDS73] fiir verschiedene Diisengeometrien durch Experimente validiert.

Fiir eine kompakte Diise (d.h. Abmessungen der Diise viel kleiner als die Wel-
lenldnge der Schwingung) reduzieren sich die Gleichungssétze auf den folgen-
den einfachen Ausdruck

(k—1)
2K

Mpk p’ (4.56)

Damitist die Diisenadmittanz nur mehr eine Funktion der Mach-Zahl am Dii-
seneingang Mpg und der Stoffgroen. Der Ausdruck in Gleichung[4.56list auch
aus der Arbeit von Marble und Candel [MC77] bekannt. Da der Ausdruck %
stets kleine Werte annimmt (d.h. n-u’ = 0), verhélt sich Gleichung4.56ldhnlich
einer festen Wand.

4.3.3 Absorber

Zur Beschreibung des Einflusses von akustischen Dampfern ist es iiblich,
deren Austrittsimpedanz oder -admittanz zu betrachten. Die Literaturstudie
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Brenn- Austritt geschlossenes
kammer Ende
H B0
\~ 2 \ Y D
AL L

-
L

A

Abbildung 4.7: akustischer Absorber mit Abmessungen

zur Modellierung von A/4 - Rohren mit gleichférmiger Temperatur liefert ein
einheitliches Bild. Die Impedanz ldsst sich hierbei als komplexe Grol3e aus-
driicken, deren Realteil R den Resonatorwiderstand (Resistanz) und damit die
Verluste des Absorbers beschreibt und deren Imaginédrteil X (Reaktanz) die
Phasenlage bestimmt.

Z = R+iX. (4.57)

Im Resonanzfall sind p’ und n-u’ in Phase und die Reaktanz wird zu X = 0. Da
die Ddmpfung im Resonanzfall am grofiten ist, wird die Reaktanz auch zum
»luning“ (Abstimmen auf die Eigenfrequenzen der Brennkammer) von Ab-
sorbern eingesetzt.

Die Reaktanz fiir einen einseitig geschlossenen Absorber mit gleichférmiger
Temperatur kann man mit dem Verhalten eines Rohrstiicks modellieren. Sie
lautet dann

(4.58)

w L
X = —cot( eff).

Apbs

Als Liange des Absorbers wird dabei die sogenannte effektive Lange L.s be-
nutzt, die sich aus der tatsdachlichen Lange L und einer Langenkorrektur AL
zusammensetzt. Die Langenkorrektur AL beschreibt die Tatsache, dass im
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Miindungsbereich des Resonators noch ein Teil der Gasmasse mitschwingt.
Fiir die Langenkorrektur gibt es eine Vielzahl an Modellen (siehe z.B. [Vei96]
oder [PHR69]). Im Prinzip muss sie an die Zustdnde in der Kammer, d.h.
Stromungsgeschwindigkeiten und Pulsationspegel, und an die Abmessungen
(Ldnge, Radius) des Absorbers angepasst werden.

Der Resonatorwiderstand R setzt sich aus dem Einlaufwiderstand an der Re-
sonatoroffnung Ry und der viskosen Dissipation im Absorber R; zusammen.
Fiir kleine Amplituden {iberwiegt die viskose Dissipation und der Resonator-
widerstand ist linear. Hierfiir wird gerne ein Zusammenhang der folgenden
Form verwendet [Mit93], [Mit95], [LPPP95], [PHR69]

Ri = —— /(87 pavs ) (1 g Lot ) (4.59)
PBK A4BK Abs

daps beschreibt den Resonatordurchmesser und 7 die dynamische Viskositat.
Der Ausdruck geht auf experimentelle Untersuchungen von Ingard [II67] an
einer Bohrung in einer Platte zurtiick.

Fiir groBe Schwingungsamplituden kommt es zur Bildung von Jets im Bereich
des Resonatoreingangs. Diese erzeugen wiederum Wirbelringe, die sich von
der Offnung wegbewegen und dann in Turbulenz dissipieren [Zin70]. Verluste
durch diesen Vorgang iibersteigen die linearen Verluste deutlich. Dieser Zu-
sammmenhang wurde von Ingard [II67] und Tang et al. [THS73] untersucht
und ldsst sich formulieren zu

Rrp = A ppk i. (4.60)

A ist hierbei ein Proportionalitdtsfaktor, der experimentell bestimmt werden
muss.
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4.3.4 Droplet Drag

Treibstoff- und Oxidatortrépfen breiten sich im Regelfall mit einer anderen
Geschwindigkeit aus, als das sie umgebende Heillgas. Dieser Geschwindig-
keitsunterschied zwischen Tropfen und Heillgas bewirkt eine Widerstands-
kraft, die der Schwingung Energie entziehen kann. Zur Bertiicksichtigung von
Tropfen mit unterschiedlichen Durchmessern d; und Geschwindigkeiten v,
muss die Widerstandskraft Kpp aller vorhandenen Tropfen aufsummiert wer-
den. Die Modellierung der Widerstandskraft Kpp kann ndherungsweise iiber
den Stromungswiderstand einer Kugel erfolgen [HR72]. Die von Habiballah
[HD95] verwendete Formulierung fiir eine Anzahl von k Tropfen eines Durch-
messers dr basiert auf den klassischen stromungsmechanischen Zusammen-
hingen und lautet

T
Kpp = 577 kdr Cr Rew (u—ur) (4.61)

Die Reynolds-Zahl Re, wird hier aus dem Tropfendurchmesser dr, der Rela-
tivgeschwindigkeit u — uy zwischen Heigas und Tropfen, der Dichte p und
der dynamischen Viskositdt 1 des Hei3gases gebildet

pdr (u—ur)
. .

Rey = (4.62)

Der Widerstandkoeffiezient Cy ist eine Funktion der Reynolds-Zahl. Bei der
Formulierung von differentiellen Erhaltungsgleichungen erscheint der Ein-
fluss des Droplet Drags als Senkenterm in der Impulserhaltungsgleichung des
Heissgases (siehe Culick [Cul88] oder Habiballah [HD95]).

4.4 Energiebilanz in selbsterregten Schwingungen

Bei Verbrennungsinstabilitdten in Raketentriebwerken handelt es sich um
selbsterregte Schwingungen. Als Basis fiir das Verstdndnis der Wechselwir-
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kungen zwischen den verschiedenen beteiligten treibenden und ddmpfen-
den Mechanismen betrachtetet der folgende Abschnitt zunédchst die Eigen-
schaften eines eindimensionalen, selbsterregten Schwingers. Eine Energiebi-
lanz fiir dieses System verdeutlicht die Problematik der Vorhersage von selbst-
erregten Verbrennungsschwingungen im Raketentriebwerk. AnschlieBend er-
folgt eine Analyse der akustischen Energiebilanz in linearisierten Systemen,
wie sie in der vorliegenden Arbeit verwendet werden. Dabei wird sowohl der
Transport von Energie iiber die Grenzen des Systems und deren ddmpfender
Einfluss, als auch der Einfluss der Flamme auf die Energiebilanz betrachtet.

4.4.1 Selbsterregte Schwinger

Der Antriebssmechanismus selbsterregter Schwingungen basiert auf der Zu-
fuhr von Energie im Takte der Eigenfrequenzen des Systems, was Verlus-
te durch Dampfungseffekte ausgleicht. Dabei tritt eine Riickkopplung vom
Schwinger auf die Energiezufuhr auf. Im allgemeinen Fall ist die Bewegungs-
gleichung selbsterregter Schwingungen nicht-linear und ldsst sich in der Form

0° x4
0r?

0xs\ _
+ f(xs,ﬁ) _ 0 (4.63)

schreiben [MPO05]. x; stellt hierbei die Auslenkung des Systems dar.

Anhand des Beispiels eines einfachen, allgemeinen selbsterregten Schwingers
wird im Folgenden eine grundlegenden Energiebilanz durchgefiihrt, die die
Komplexitdt des Verhaltens derartiger Systeme verdeutlicht und die Bedeu-
tung der korrekten Beschreibung der Energiezufuhr und der Dampfung un-
terstreicht.

Neben den Energien, die bei der Schwingung ineinander tiberfiihrt werden,
wie z.B. bei einem Feder-Masse-Schwinger die potentielle und kinetische
Energie, spielt bei selbsterregten Schwingungen die Bilanz aus der zugefiihr-
ten Energie AE,, und der dissipierten Energie AEp, eine wichtige Rolle. Es las-
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sen sich die folgenden Bereiche unterscheiden:

AEp—AE,, > 0:geddmpftes System (4.64)
AEp —AE,, = 0:Systemim Gleichgewicht
AEp—AE,, < 0:angefachtes System

Im Allgemeinen sind die zugefiihrte Energie AE,, und die dissipierte Energie
AEp eine Funktion der Schwingungsamplitude X;. Die folgenden beiden theo-
retischen Beispiele illustrieren die Auswirkungen dieser Tatsache auf die Lage
von Dampfungsgebieten und Bereichen mit wachsender Amplitude.

Beispiel 1 soll die grundsétzliche Enstehung eines Grenzzyklus verdeutlichen.
Hier verhalte sich die dissipierte Energie AEp proportional zur Geschwindig-
keit x;. Fiir eine harmonische Schwingung fiihrt dies auf eine quadratische
Abhéngigkeit der dissipierten Energie AEp von der Schwingungsamplitude Xs.
Ist die zugefiihrte Energie AE,, zudem unabhéngig von der Amplitude X, so
ergibt sich das in Abbildung[4.8 dargestellte Verhalten.

Fiir Amplituden kleiner als die Grenzamplitude £5 ist das System instabil, da
dort die zugefiihrte Energie iiberwiegt. Fiir Amplituden groer als die Grenz-
amplitude 5% wird das System geddmpft. Dieses System l4uft fiir alle Schwin-
gungsamplituden stets auf die Grenzamplitude 5% zu.

Beispiel 2 verdeutlicht das Entstehen von Triggering und das anschlieBende
Erreichen eines Grenzzyklusses. Der in Abbildung dargestellte Fall geht
von einem linearen Zusammenhang zwischen der dissipierten Energie AEp
der Schwingungsamplitude %; aus. Die Energiezufuhr beginnt erst bei einer
bestimmten Mindestamplitude X, und hidngt in der Form E,, ~ \/fc_s von der
Schwingungsamplitude % ab.

Die Verldufe fiir die zugefiihrte Energie AE,, und die dissipierte Energie AEp
schneiden sich fiir die beiden Grenzamplituden {7 und £$7. Fiir Amplitu-
den kleiner als die Grenzamplitude J%flz und groler als chGZZ ist das System ge-
dampft. Zwischen diesen beiden Grenzamplituden liegt ein Anfachungsge-
biet. Fiir Anregungsamplituden kleiner als fcflz ist das System grundsétzlich
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angefacht X

Abbildung 4.8: Beispiel 1: Energiebilanz eines selbsterregten Schwingers

E
4 Grenzzyklus
stabil
I I AED
I | =
I | =
I P AE,
gedampft | P |
S e - I
| e |
| s |
| - |
| /7 |
| /2 I
I Py
/ {4 angefacht | gedampft
[ . -
N 1GZ 2GZ ~
Xs,O Xs,1 Xs,2 Xs

Abbildung 4.9: Beispiel 2: Energiebilanz eines selbsterregten Schwingers

stabil. Fiir alle Anregungsamplituden groer als fcflz bewegt sich das System
auf den Grenzzyklus 27 zu. Damit kann ein System in der Form von Beispiel 2
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das Phéanomen Triggering beschreiben.

Diese beiden kiinstlich erdachten Beispiele verdeutlichen, wie unterschied-
lich sich ein selbsterregtes System verhalten kann. Bei Verbrennungsschwin-
gungen in Raketentriebwerken spielen, wie in Kapitel 2] erldutert, eine gan-
ze Reihe dampfender und antreibender Effekte eine Rolle. Ein Berechnungs-
verfahren, das das Auftreten sowohl spontaner als auch getriggerter Verbren-
nungsschwingungen vorhersagen kann, muss die Abhédngigkeiten sowohl der
dissipativen als auch der antreibenden Effekte von den Schwingungsamplitu-
den wiedergeben kdonnen.

4.4.2 Bilanzierung der akustischen Energie

4.4.2.1 Grundgleichungen

Die Bilanzierung akustischer Quellen und akustischer Verluste erlaubt es zu
bestimmen, ob ein System akustisch stabil oder instabil ist. Fiir ein System
ohne interne Verluste und ohne interne Quelle, also ein System, bei dem die
Anderung der akustischen Energie nur durch Transport von Energie iiber die
Grenzen des Systems zu Stande kommt, lautet die differentielle Erhaltungs-
gleichung

OE
—+V-I = 0. (4.65)
ot

Die Integration von Gleichung[4.65]iiber das Volumen V des betrachteten Sys-
tems und das Anwenden des Gaulischen Integralsatzes liefert die integrale
Form der akustischen Energieerhaltung

oF
Cav = —fn-IdA. (4.66)
\%4 A

Soll die Bilanz der akustischen Energie iiber eine Schwingungsperiode mit der
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Schwingungsdauer T betrachtet werden, so wird Gleichung [4.66 iiber eine
Schwingungsperiode integriert. Die resultierende Gleichung lautet:

t t
1 E 1
T, ot T
14 A

t—Ts t—=Ts

Die linke Seite von Gleichung lasst sich so umschreiben, dass sich ein
Ausdruck fiir die Anderung der akustischen Energie A& im Volumen V ergibt.
Hierbei soll gelten & = [, E dV. Die Integration {iber die Zeit und {iber das
Volumen bzw. die Flache darf vertauscht werden. Damit wird Gleichung
Zu

d 1 E— &1, 1
AE = EiffEdth:Tth (4.68)
V =T,
 &-6iy,
= T
= —f(n I dA
A

(n-I) bezeichnet hierbei die liber eine Schwingungsperiode gemittelte Inten-
sitét.

Die akustische Energie E und der akustische Fluss I nehmen je nach Zustand
der mittleren Groflen im System unterschiedliche Formen an. Diese Formen
sind fiir unterschiedliche Stromungstypen in Tabelle4.2| zusammengefasst.

Die Ausdriicke fiir E und I in einer ruhenden, homogenen Umgebung stam-
men aus der klassischen Akustik und sind in vielen Arbeiten zur Akustik zu
finden (z.B. [MI86] [Sch03b]). Sie sind leicht durch durch Aufsummieren der li-
nearisierten Impuls - und Energieerhaltung abzuleiten. Die Zusammenhénge
in konstanter mittlerer Stromung werden z.B. von Williams [Wil85] und Ibra-
him und Williams [IWBL06] zur Bestimmung der thermoakustischen Stabi-
litdt verwendet. Der Einfluss der mittleren Geschwindigkeit ldsst sich hierbei
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Stromung Energie E Intensitat I
_p?  pu” — it
ruhend E= 25 T 2 I=pu
_ p/2 ﬁu/Z I, p/2 B ﬁu/Z _
konstant E= 275 T 2 I=p'u+ st 5u
isentrope
Potentialstrd po 2l o @y PR s + 2 ()
otentialstromung | E = 37 + 5+ =2~ —pu+W+p(u-u)u+?(u-u)u

Tabelle 4.2: Ausdriicke zur Berechnung der akustischen Energie

intuitiv verstehen: der Transport von akustischer Energie iiber die Grenzen er-
folgt tiber den Fluss im Ruhenden p’-u’ und einen konvektiven Transport von
akustischer Energie. Die Ausdriicke fiir £ und I fiir isentrope Potentialstro-
mungen nehmen eine noch komplexere Gestalt an. Fiir ihre Herleitung wird
auf die Arbeit von Morfey [Mor70] verwiesen.

Dieser Arbeit liegen die Ausdriicke fiir Eund Iin isentroper Potentialstromung
zu Grunde, wie sie z.B. von Cantrell und Hart [CH64], von Morfey [Mor70] oder
Zinn [Zin72] abgeleitet und verwendet wurden. Candel [Can75] zeigte, dass
die Erhaltung der akustischen Energie in dieser Form im periodischen Mit-
tel fiir die Stromung in Diisen und Diffusoren erfiillt ist. Daher beschreibt der
periodische Mittelwert dieser Ausdriicke fiir £ und I die Energieerhaltung auf
der gesamten in dieser Arbeit betrachteten Geometrie inklusive Brennkam-
mer und konvergentem Diisenteil.

4.4.2.2 Zusammenhang Fluss und Admittanz

Ist die mittlere Stromung eindimensional, kann fiir harmonische Schwan-
kungsgrolen ein direkter Zusammenhang zwischen der Admittanz (bzw. der
Impedanz) und dem iiber eine Schwingungsperiode gemittelten akustischem
Fluss (n-I) hergestellt werden. Im folgenden Kapitel [4.4.2.2] wird stets ange-
nommen, dass die mittlere Stromung nur die Komponente i in die Achsrich-
tung x besitzt. Die Normale der betrachteten Oberfldche zeigt ebenfalls in
Richtung der Koordinate x. Zusétzlich werden die folgenden mathematischen
Zusammenhinge, die z.B. einer giangigen (mathematischen) Formelsamm-
lung [RW97] entnehmbar sind, benotigt. Zur Berechnung des quadratischen
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Mittelwertes

t
1
(8% = T f g (ndt (4.69)

—Ts

fiir eine reelle harmonische GroRe g, die sich schreiben ldsst als (* bedeutet
konjugiert komplex)

1 1
g = Egexp(iwt)+5§*exp(—iwt) (4.70)
gilt
2 1 A Ax
(&%) = 5%(88 ) 4.71)
1

= =gg 4.72
288 ( )
- l\ i (4.73)

2 g ¢ .

Analog gilt fiir zwei GréBen g und h mit der Form nach Gleichung4.70]

] .
(g-h) = SR (&) (4.74)

Einsetzen der Zusammenhinge[4.70 bis [4.74] in den Ausdruck fiir den akusti-
schen Fluss I aus Tabelle [4.2] liefert fiir den gemittelten akustischen Fluss in
Normalenrichtung (n-I)

D = 2 %(pnu)h%(pnu)-ﬁ (4.75)
+pa (e (nen ) + = (p- )
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Zusammen mit der Definition der Admittanz ergibt sich dann

2

=

n-I) =

{(1+M*) 2 (Y)+M|Y >+ M}, (4.76)

N | —
o]l

a

Fiir eine ruhende Umgebung (iz = 0) reduziert sich Gleichung/4.76]auf

1
(n-I) = 5\;5\ —— 4.77)

Gleichung [4.77] bedeutet, dass in einem System ohne mittlere Stromung das
Vorzeichen des Realteils der Admittanz angibt, ob dem System tiiber die be-
trachtete Grenze Energie zugefiihrt oder entzogen wird. Ein positiver Realteil
bedeutet Energieverlust, ein negativer Energieeintrag. Fiir ein durchstrém-
tes System ist dieser Zusammenhang komplexer (siehe Gleichung[4.76): Dort
spielt neben dem Realteil auch der Imaginarteil sowie die Mach-Zahl eine Rol-
le. Ob dem System Energie zugefiihrt oder entzogen wird, hdngt vom Zusam-
menspiel dieser drei Grof3en ab.

4.4.2.3 Zusammenhang Rayleigh-Integral

Wird zusétzlich zum Transport von akustischer Energie tiber die Berandungen
des betrachteten Systems der Eintrag von akustischer Energie durch die Flam-
mendynamik betrachtet, so ergibt sich in der differentiellen Form der akusti-
schen Energieerhaltung[4.65] auf der rechten Seite ein zusdtzlicher Term der
Form

o =D,
Verbr — m— qy p - (4.78)
pa

Der Quellterm Syep, entsteht aus dem Quellterm fiir die Warmefreisetzung in
den linearisierten Eulergleichungen4.5]- Die hierfiir notwendigen Umfor-
mungen werden z.B. von Schuermans [Sch03b]| diskutiert.
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Fiir eine periodisch gemittelte Energiebilanz analog Gleichung [4.67| fiir das
Volumen V ergibt sich aus Gleichung/4.78 der Ausdruck

1 K—1
<<SpVerbr> = f f(_ _2) q€/ p’ av dt. (4.79)
T, V

Die akustische Quelle ist proportional dem Rayleigh-Integral in Ka-
pitel 2.1l Dies ldsst die folgende Interpretation des Quellterms bzw. des
Rayleigh-Integrals zu: Sind Druckschwankung und Wirmefreisetzungs-
schwankung in Phase, so ist der Wert des Integrals sowohl fiir das Rayleigh-
Ingetral als auch den Quellterm4.79 positiv. Dem System wird durch die Wir-
kung der Verbrennung akustische Energie zugefiihrt. Nimmt das Integral
negative Werte an, so wird dem System Energie entzogen und die Verbren-
nung hat einen dimpfenden Effekt.

4.4.2.4 Energiebilanz im vorliegenden System

Bei den in dieser Arbeit analysierten selbsterregten Verbrennungsschwin-
gungen in Raketenschubkammern wird der akustischen Schwingung Ener-
gie durch Transport iiber die Systemgrenzen entzogen. Diese Systemgrenzen
konnen in Form der Admittanz Y beschrieben werden. Gleichung ver-
deutlicht, dass dieser Energieverlust quadratisch mit der Schwingungsampli-
tude p an der Systemgrenze ansteigt. Im akustischen Feld selbst werden keine
weiteren physikalischen dissipativen Mechanismen betrachtet.

Bei Verwendung der APE erfolgt die Energiezufuhr ausschliefilich tiber die
Flamme. Das in dieser Arbeit eingesetzte Flammenmodell nach Crocco
[CC56] (formelméliiger Ausdruck siehe gibt im Frequenzraum einen
linearen Zusammenhang zwischen der Wirmefreisetzungsschwankung gy
und der Druckamplitude an. Die Modellkonstanten, der Interaktionsindex n
und die Verzugszeit T konnen bei einer bestimmten Frequenz zu einer kom-
plexen Proportionalitdtskonstante zusammengefasst werden. Das Durchfiih-
ren der zeitlichen Mittelung gemdR Gleichung [4.74] fiihrt dann auf einen re-
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Grundlagen

ellen Zusammenhang zwischen Energiezufuhr und Druckamplitude. Damit
hingt gemdR Gleichung [4.79] auch die Energiezu- oder -abfuhr durch die
Flamme quadratisch von der Druckamplitude p ab.

Ein Energiediagramm analog zu Abbildung[4.8 sieht also im Fall der betrach-
teten Raketenschubkammer und fiir eine gegebene Druckamplitude p wie in
Abbildung[.10/dargestellt aus.

E A
AE

ZU Crocco 1 zu

Crocco 2

|
angefacht I
|
|

<

AE

zu
\ Grenzyklus

gedampft

-
Grenzzyklus 6

Abbildung 4.10: Energieerhaltung fiir die selbsterregte Verbrennungsschwin-
gung in der Rakete

Ob das System stabil oder instabil ist, hingt demnach nur davon ab, wie die
beiden Parabeln fiir Ep und E,,, zueinander liegen. Das mit ,,Croccol“ gekenn-
zeichnete Flammenverhalten (gepunktete Linie) wiirde ein instabiles Verhal-
ten zur Folge haben, das mit , Crocco2“ gekennzeichnete Flammenverhalten
(Strichpunktlinie) ein stabiles. Es ist offensichtlich, dass diese Form der Be-
trachtung das Auftreten von Grenzzyklen oder Phinomenen wie Triggering
nicht zulasst, da sich die Linien fiir E,, und Ep nicht schneiden. Die Beobach-
tung eines Grenzzyklus wire jedoch z.B. fiir ein Flammenverhalten méglich,
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4.4 Energiebilanz in selbsterregten Schwingungen

das das Verhalten der gestrichelten Linie aufweist. Auch ein Verhalten, das ei-
ne mogliche Beschreibung von , Triggering” bedingt, ldsst sich leicht vorstel-
len und ist z.B. in Abbildung dargestellt. Damit beinhaltet der in dieser
Arbeit gewdhlte Ansatz die Moglichkeit der Vorhersage dieser im Allgemei-
nen als ,nichtlinear” bezeichneten Phinomene durch die geeignete Wahl des
Flammenmodells.
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5 Modell und Simulationsumgebung

Ausgehend von den grundlegenden Eigenschaften des untersuchten Aestus-
Triebwerks beschreibt und diskutiert dieses Kapitel die bei der Modellierung
getroffen Annahmen. Danach folgen Details zur Umsetzung hinsichtlich der
Eingangsdaten und der numerischen Verfahren. Dies umfasst sowohl die Dis-
kussion der numerischen Fehler als auch Analysen des Verhaltens der verwen-
deten Randbedingungen fiir Einspritzkopf, Wande, Auslass und Absorber.

5.1 Das Triebwerk

Beim analysierten Triebwerk handelt es sich um das Aestus-Triebwerk, das
als Oberstufe in der europdischen Triagerrakete Ariane V eingesetzt wird. Ab-
bildung .1] zeigt eine schematische Skizze der Brennkammer des Aestus-
Triewerks mit Diise.

Als Treibstoff dient die lagerfdhige Treibstoffkombination MMH (Monome-
thylhydrazin) und Distickstofftetroxid N, O, (NTO). Die Treibstoffe treten tiber
132 koaxiale Einspritzelemente in fliissigem Zustand in die Brennkammer ein,
wobei das NTO in der Mitte, und das MMH radial verteilt darum herum ein-
gespritzt wird. Die Einspritzelemente mischen und zerstduben die Treibstoffe.
Das verbrannte Heisgas erfdhrt anschlieSend eine Beschleunigung bis zu ei-
ner Geschwindigkeit von M = 1 im Diisenhals. Tabelle5.I/gibt einen Uberblick
tiber die wichtigsten, in dieser Arbeit benutzten, Parameter am Nennbetrieb-
spunkt.

Die Temperatur in der Brennkammer erreicht Werte um die 3000K. Der Treib-
stoff kiihlt die Brennkammerwinde im Gegenstromprinzip. Dazu wird das
MMH {iber ein Verteilerrohr in kleine Kandle in der Brennkammerwand ein-
gebracht und fliesst in diesen Kanélen entlang der Brennkammerwénde. Zur
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5.1 Das Triebwerk

Einspritzkopf

) mit Injektoren
Absorberring X

OO

Brennkammer- Brennkammer
wand (gekuhlt)

\

Duseneingang

konvergenter Dusenteil

Disenhals

divergenter Disenteil

Abbildung 5.1: Schematische Skizze des Aestus-Triebwerks

Groflle Wert

Gesamtdurchsatz = 8,772 %

Mischungsrate ¢ =2,05 li(gmo
gMMH

Brennkammerdruck | pgx =11 bar

Tabelle 5.1: Parameter des Aestustriebwerks am Nennbetriebspunkt
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y
ZV\I/V
X

Zone

Mach > 1

Auslass
(nicht-reflektierend)

Warmefreisetzungs

Einlass

(Massenstrom- o0 -

schwankung Null) usennals
Brennkammer-

wand

Absorberring
(TdiBC)

Abbildung 5.2: Modell der Raketenschubkammer fiir die Akustiksimulation

Sicherstellung der Stabilitédt gibt es einen Absorberring, der aus A /4-Rohren
besteht und nahe dem Einspritzkopf in der Brennkammer sitzt.

5.2 Das Modell

Das in der Simulation betrachtete dreidimensionale Modell umfasst die
Brennkammer selbst und den konvergenten Teil der Diise, was in Abbil-
dung[5.2ldargestellt ist.

In die Modellierung flielen die folgenden Annahmen und Voraussetzungen
ein:

e Brennkammer und Diise sind mit heifem Abgas mit den Eigenschaften
aus Abschnitt5.2.1.T] gefiillt.

e Die Brennkammerwidnde werden als adiabat betrachtet. Obwohl die
Brennkammerwénde gekiihlt werden, ist dies zuléssig, da die Kithlung in
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5.2 Das Modell

erster Linie die Wandtemperatur herabsetzt, jedoch einen geringen Ein-
fluss auf Stromung und Temperaturen im Triebwerk selbst hat. Abschit-
zungen zeigen, dass die Grenzschichtdicke im Vergleich zum Durchmes-
ser der Brennkammer klein ist. In der Brennkammer selbst ist nur eine
geringfiigig niedrigere Temperatur zu erwarten als theoretisch fiir den
adiabaten Fall berechnet wird.

* Am Einspritzkopfist der eintretende Massenstrom konstant. Dort treten
keine Massenstromfluktuationen auf. Dies ist gleichbedeutend mit einer
akustischen Abkopplung der Treibstoffleitungen von der Brennkammer.
Diese Annahme stellt eine deutliche Vereinfachung der Realitdt dar.

* Der Diisenhals setzt eine klar definierte Randbedingung fiir die Akustik:
Akustische Stérungen koénnen sich dort nicht mehr entgegen der Stro-
mungsrichtung ausbreiten.

* Die Verbrennung ldauft entsprechend der in Abbildung [2.3] dargestellten
Vorstellungen ab. Die Warmefreisetzung findet damit hauptsdchlich im
Bereich der schnellen , Verbrennungszone“ statt. Diese wird als Scheibe
in der Brennkammer modelliert.

* Das Verhalten der Absorber ldsst sich mit Hilfe einer geeigneten, linea-
ren, frequenzabhdngigen Randbedingung beschreiben.

* Die Stérungsausbreitung ist isentrop. Entropiewellen spielen keine Rolle.
Die akustische Wellenausbreitung kann mit Hilfe der APEs beschrieben
werden.

Das Modell macht insbesondere keine Annahmen zum Verhalten der Diise
oder zu den vorhandenen Schwingungsmoden im Triebwerk, was ein erheb-
licher Vorteil gegeniiber den klassischen Methoden ist.
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5.2.1 Stoffwerte, Grundstromung und Eigenfrequenzen

5.2.1.1 Stoffwerte

Die Stoffwerte in der Brennkammer am Nennbetriebspunkt wurden mit Hilfe
des ,,Chemical Equilibrium and Applications“-Codes (CEA-Codes) von Gor-
don und McBride ( [GM94], [GM96]) unter den folgenden Annahmen be-
stimmt:

* Der Brennstoff wird komplett umgesetzt. Dies ist gerechtfertigt, da der
Feuerungswirkungsgrad des Aestus-Triebwerks am Nennbetriebspunkt
tiber 98% betréagt [Ast01].

* Die chemische Zusammensetzung des Abgases dndert sich bei der Ex-
pansion im konvergenten Diisenteil nicht (,,eingefrorene Zusammenset-
zung").

Unter diesen Annahmen ergeben sich die in Tabelle 5.2l zusammengefassten
Werte fiir die Totalgr68en und Stoffwerte im Triebwerk.

Grolle Wert

. k
Dichte po=0,915 -8
Temperatur To=3190K
Druck po = 11,0 bar

Schallgeschwindigkeit | ao = 1213 I

Isentropenexponent Ko = 1,2244
kg

Molmasse My = 22,074 Kmol

Tabelle 5.2: Verwendete Totalgrof3en und Stoffwerte

5.2.1.2 Grundstromung

Die geltsten linearisierten Grundgleichungen, die APEs, beschreiben die Wel-
lenausbreitung in nicht-gleichférmigen mittleren Stromungen. Die mittlere
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5.2 Das Modell

Stromung selbst stellt dabei eine Eingangsgrolie fiir die Akustiksimulation dar.
Die Berechnung der Grundstromung erfolgte zweidimensional mit dem Stro-
mungsloser Fluent [Flu05]. Das Rechengebiet umfasst in diesem Fall, wie in
Abbildung[5.3] gezeigt, die Brennkammer selbst, den konvergenten Diisenteil
und einen Abschnitt des divergenten Diisenteils. In dieser Geometrie erfahrt
das Heissgas mit den Totalgrof3en nach Tabelle 5.2] eine Beschleunigung bis
aufca. M =1.4.

Inlet

(vorgegebener adiabate Wand

Massenstrom) Outlet
(vorgegebener
Druck)

Heissgas mit Py TO, Po

Symmetrieachse

Abbildung 5.3: Modell der Raketendiise zur Berechnung der mittleren Stro-
mung

Zur Verwendung der Ergebnisse aus der Stromungsberechnung in der Akus-
tiksimulation miissen diese in dimensionslose Form gebracht werden. Grund-
lage fiir die Entdimensionierung sind die GréBen charakteristische Linge
L¢har, charakteristische Geschwindigkeit ucn,, und charakteristische Dichte
Pchar- Werte fiir die charakteristische Frequenz f.p,,, die charakteristische Zeit
fchar, den charakteristischen Druck peh,r und die charakteristische Warmefrei-
setzung qychar konnen entsprechend dem Gleichungssatz 5.1l aus den restli-
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chen charakteristischen Grof8en bestimmt werden.

Lehar = Dgk =0,21m (5.1)
m

Uchar = A =1213—
S

kg

Pchar = Po = 0, 915@

Pchar = Pchar uihar = 13,46bar

Ichar = zc_lﬁar =1,73- 10_48

char
fonar= S =5776Hz

char
2

u
— h. _ 9
vchar = Pchar* Lc_ar = 7, 78-10
char

m3

Die dimensionslosen Grolen fiir die mittlere Stromung, der mittlere Druck
p*, die mittlere Dichte p*, die mittlere Geschwindigkeit in Achsrichtung #*
und die mittlere Geschwindigkeit in radiale Richtung 7 entstehen aus der Di-
vision der Simulationsergebnisse aus Fluent mit den charakteristischen Gro-
Ben. Da die statische Temperatur in der Diise mit zunehmender Stromungs-
geschwindigkeit sinkt, sinkt auch die lokale Schallgeschindigkeit entlang der
Diisenachse. Dies bedeutet, dass der Wert eins der resultierenden dimensi-
onslosen Geschwindigkeit #2* einer tatsdchlichen Mach-Zahl gréer als eins
entspricht.

Stromungs- und Akustiksimulation erfolgen auf Gittern unterschiedlicher
Geometrie und Auflosung. Fiir das dreidimensionale Akustikgitter gilt das in
Abbildung 5.2 dargestellte Koordinatensystem. Die tatsdchlichen Eingangs-
groen fiir die Akustiksimulation werden durch eine Interpolation der Ergeb-
nisse der Stromungssimulation auf das dreidimensionale Gitter fiir die akusti-
sche Berechnung ermittelt. Die radiale Komponente der mittleren Geschwin-
digkeit 7 aus der zweidimensionalen Stromungssimulation muss hierbei in
eine Komponente 7* entlang der y-Achse und in eine Komponente w* ent-
lang der z-Achse aufgespalten werden. Abbildung 5.4] zeigt einen Vergleich
dieser radialen Komponente auf dem Gitter fiir die Stromungssimulation mit
der Komponente 7* in der Ebene y = 0 des Akustikgitters.
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radiale
Geschwindigkeit v [m/s]

200
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Abbildung 5.4: Qualitdt der Interpolation: Vergleich der radialen Geschwin-
digkeitskomponente in der Stromungsberechung (CFD) und
der Akustiksimulation (CAA)

Der Vergleich in Abbildung 5.4 zeigt, dass die Ubereinstimmung zwischen
Ausgangsstromungsfeld und interpoliertem Stromungsfeld gut ist.

5.2.1.3 Analytische Eigenfrequenzen

Wird die Brennkammer analog Abschnitt als Zylinder mit vollreflektie-
renden Winden und gleichférmiger Temperatur modelliert, so ergeben sich
die in Tabelle 5£.3] zusammengestellten Frequenzen fiir die ersten sechs Ei-
genmoden. Der Abschitzung liegt die Annahme zu Grunde, dass die Brenn-
kammer mit einen Zylinder der Linge Lgx = Dpx = 0,21m gendhert werden
kann. Diese Lange entspricht einer virtuellen Verldngerung des zylindrischen
Brennkammerteils in die Diise hinein. Der Zylinder ist mit Heissgas der Tem-
peratur Tp = 3190K gefiillt.

Diese Frequenzen werden im Folgenden fiir Abschdtzungen verschiedener Art
benotigt. Sie entsprechen ndherungsweise den Frequenzen, die das Ergebnis
der Simulation liefert.
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Mode | Frequenz [Hz]
L1 2888
T1 3385
T1L1 4450
T2 5615
T2L1 6314
R1 7045
T3 7724

Tabelle 5.3: Eigenfrequenzen der als Zylinder gendherten Brennkammer

5.2.2 Das Flammenmodell

Wie in vielen anderen Arbeiten zur Bestimmung der Stabilitdtsgrenzen von
Fliissigkeitsraketentriebwerken kommt auch in dieser Arbeit das Verbren-
nungsmodell von Crocco und Cheng [CC56] zum Einsatz. Die frequenzabhin-
gige Form des Crocco-Modells[4.50/lautet im Zeitraum

Y N / /
qy = qv— (pP'(-p'(t-71), (5.2)
PBK

wobei p’ (t — 1) fiir die Druckschwankung zum Zeitpunkt ¢ — 7 steht.

Das Crocco-Modell5.2]wird in der Rechnung in der Form

g, = ngm (p*' ()= p*' (1" =77)) (5.3)

verwendet. Der Parameter ng, ist ein dimensionsloser Eingabewert fiir die
Rechnung und setzt sich zusammen aus

h v
npc ar q

= - . (5.4)
PBK {Vchar

Ngim
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5.2 Das Modell

Die Referenzwerte pchar und Gy char werden den Werten im Gleichungssatz[5.1]
entnommen. Zur Bestimmung der mittleren volumetrischen Wéarmefreiset-
zungsrate gy werden die folgenden Annahmen getroffen:

e Fiir die chemische Reaktion stehen die Oxidator- und Treibstoffmassen-
strome im Nennbetriebspunkt zur Verfiigung.

* Bei der Verbrennung wird der vorhandene Oxidator vollstindig umge-
setzt.

* Die Verbrennung findet in einer Zone der Dicke 0,2 - Dgk liber den gan-
zen Querschnitt der Brennkammer verteilt statt. Dieser Annahme liegt
die Aufteilung der Brennkammer in verschiedene Verbrennungszonen
gemdld Abbildung 2.3 zu Grunde. Der Hauptteil der Warmefreisetzung
findet demnach in der ,schnellen Verbrennungszone“ relativ nahe am
Einspritzkopf statt.

Zahlenmissig ausgedriickt ergibt dies die folgenden Werte fiir die beteiligten
Molenstrome von Oxidator 710, und Treibstoff 7y

Mges = 8’7721(—5 _, Mo = 5’911%8 _ e = 0,0(3428—1<H81(’1(5 .
. | S | .
nﬁi_;);( = 2,05 mr = 2,88?8 ny = 0,0625@

Das Volumen der Warmefreisetzungzone berechnet sich zu

D2
Werbr = %-ﬂ-O,Z-DBK =1,4546-10"°m?. (5.6)

Zusammen mit dem pro Kilomol Oxidator freigesetzten Reaktionsenthalpie
AHZ', deren Berechnung Anhang entnommen werden kann, betrdgt die
pro Volumeneinheit freigesetzte Warme ¢y

=0,4- 10“%. (5.7)
VVerbr m-s

nOx

dv =AHg' -
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Einsetzen der Werte in Gleichung[b.4lergibt als Zusammenhang zwischen dem
physikalischen Interaktionsindex n und dem Eingabewert fiir die Simulation

Ngim

Ngm = 6,26 n. (5.8)

Entsprechend den Angaben fiir hypergole Treistoffpaarungen von Harrje und
Reardon [HR72] nach Gleichungl4.5Tlund Gleichung[.52]ergeben sich als Ein-
gabewerte fiir die Rechnung in dimensionsloser Form

0,808 <t*< 1,213 (5.9)
3,756 = ngm =< 5,008. (5.10)

In der Warmefreisetzungszone wird die Warmefreisetzungsschwankung ¢;,
als ortsaufgeloste Funktion bestimmt: g, ist an jedem Punkt der Warmefrei-
setzungszone eine Funktion der aktuellen Druckschwankung p’(f) und der
zeitlich zurtickliegenden Druckschwankung p’ (f — 1) an diesem Punkt. Da-
her miissen in der gesamten Warmefreisetzungszone die Werte fiir die Druck-
schwankung bis zum Zeitpunkt (¢ — 7) wihrend der gesamten Simulation zur
Verfiigung stehen.

5.3 Gitterwahl und numerische Aspekte

Als numerisches Werkzeug zur Loésung der APEs diente der Aeroakustik-Code
PIANO (Perturbation Investigation of Aerodynamic Noise) des DLR Braun-
schweig [DBG™07]. Da die Wahl von Gitterweite, Zeitschritt, Geometrie und
Randbedingungen von den Fdhigkeiten und Details der zu Grunde liegen-
den Numerik abhdngt, erldutert der folgende Abschnitt zundchst einige nu-
merische Aspekte. Hierauf aufbauend untersucht Abschnitt 5.3.4] die Konse-
quenzen fiir das verwendete Rechengitter. Eine numerische Vergleichsstudie
verschiedener Gitter verifiziert die abgeleiteten Bedingungen fiir Gestalt und
Auflosung.
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5.3.1 Ortsdiskretisierung

Die ortliche Diskretisierung erfolgt in PIANO mit dem sog. DRP (Dispersion
Relation Preserving)-Schema nach Tam und Webb [TW93]. Beim DRP-
Schema handelt es sich um ein Finite-Differenzen-Verfahren vierter Ordnung
fiir rechtwinklige, strukturierte Gitter. Das Verfahren basiert auf der Idee, die
Dispersions-Relation, also die Beziehung zwischen der Kreisfrequenz w und
der Wellenzahl k, fiir einen bestimmten Wellenzahl-Bereich zu erhalten. Dies
bedeutet, dass der Fehler zwischen der numerischen Wellenzahl des diskreti-
sierten Problems und der tatsdchlichen Wellenzahl in diesem Wellenzahlbe-
reich auf ein Minimum reduziert wird. Im Feld werden die rdumlichen Ab-
leitungen durch einen symmetrischen Differenzenstern aus sieben Punkten
gendhert. Fiir ein eindimensionales, gleichformiges Gitter mit dem Zellen-
abstand Ax, lautet Ndaherung der rdumlichen Ableitung 0p’/dx der Druck-
schwankung p’ im Punkt n

ap/ 1 =3

= — cp .. 5.11
Ox Ax = I Pn+i ( )

Die Wahl der Koeffizienten c; des DRP-Schemas minimiert den Dispersions-
fehler. Die Randbereiche der Geometrie erlauben das Bilden symmetrischer
Differenzensterne nicht. Dort wird auf asymmetrische Differenzensterne aus-
gewichen. Bei tatsdchlichen, verzerrten physikalischen Gittern, bildet eine
Koordinaten-Transformation das physikalische Gitter auf ein gleichformiges
rechtwinkliges Gitter ab, das dann nach dem DRP-Schema diskretisiert wird.

5.3.2 Zeitintegration

PIANO erlaubt die Verwendung verschiedener Runge-Kutta-Verfahren zur
Zeitintegration. Die Zeitintegration in dieser Arbeit erfolgt mit Hilfe eines vier-
stufigen Runge-Kutta Schemas. Die Verwendung des optimierten, abwech-
seld fiinfstufigen bzw. sechsstufigen LDDRK-Schemas (Low-Dissipation, Low-
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Dispersion Runge-Kutta) nach Hu et al. [HHM96] zeigte bei grolerem Re-
chenaufwand nur einen minimalen Einfluss auf die Losung des Problems.

Hu et al. [HHM96] untersuchen die Stabilitdtsgrenzen von Runge-Kutta-
Schemata in Verbindung mit Finite-Differenzen Verfahren héherer Ordnung
wie dem DRP-Schema. Fiir das Standard Runge-Kutta-Verfahren 4ter Ord-
nung geben sie den Zusammenhang

~

Uwelle kmax AT < 2,83 (5.12)

zwischen der Ausbreitungsgeschwindigkeit der akustischen Welle ey, der
maximal zuldssigen Wellenzahl des diskretisierten Problems Kmax und dem
Zeitschritt des Runge-Kutta-Verfahrens At an. Das Produkt aus der maximal
zuldssige Wellenzahl Kmax und der Gitterweite Ax ist eine verfahrensabhédngi-
ge Konstante. Aufgelost nach dem Zeitschritt ergibt sich die Bedingung

2,83 const.
At < — Ax. (5.13)

Uwelle

Diese Ungleichung zeigt, dass mit hoherer Ortsauflésung auch der Zeitschritt
verringert werden muss. Dariiber hinaus beschrdnkt die Wellenausbreitung in
Stromungen mit groeren Mach-Zahlen bedingt wegen uyy,;;. = @+ a-M den
Zeitschritt weiter.

5.3.3 Filtern der Losung

Die rdumliche Diskretisierung mit dem DRP-Schema kann ausserhalb des
optimierten Wellenzahlbereichs hochfrequente, unphysikalische Anteile der
Losung erzeugen [TWD93]. Diese fithren gegebenenfalls zu einem instabilen
Verhalten der Losung.

Diese hochfrequenten Anteile kénnen in der klassischen CAA (Computational
Aero-Acoustics) entweder iiber das Einfiihren zusitzlicher Dimpfungsterme
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Abbildung 5.5: Vergleich zwischen der Spektralfunktion des DRP-Schemas
(Sternchen), der idealen Spektralfunktion (Rauten) und der
Amplitude der Transferfunktion des Padé-Filters (gestrichelt)
aufgetragen iiber der dimensionslosen Wellenzahl kAx

mit Tiefpass-Wirkung oder iiber ein Filtern der Losung eliminiert werden. In
dieser Arbeit kommen im Gegensatz zur CAA hauptsichlich eingeschlossene
Geometrien mit voll- bzw. teilreflektierenden Randern zum Einsatz. Verschie-
dene numerische Tests im Laufe der Arbeit haben gezeigt, dass die Dadmp-
fungsterme und die expliziten Filter in diesen eingeschlossenen Geometri-
en die Stabilitdt der Losung nur eingeschréankt sicherstellen kénnen. Daher
kommt in dieser Arbeit ausschlie8lich der implizite Padé-Filter [Lel92] zum
Einsatz. Hierbei handelt es sich um einen rdumlichen Filter, der die gefilterten
Werte /# am Punkt n aus der Summe der ungefilterten Werte / an den benach-
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barten Punkten berechnet

N N N b
app hy_1+hp+app hyyy = app by + % (hp-1+ hpy) (5.14)

c d
+§ (Mg + Npea) + % (Mg + Npes) -

Der Padé-Filter nach Gleichung[5.14]ist phasentreu und hat Tiefpasswirkung.
Abbildung 5.5l zeigt einen Vergleich zwischen der Spektralfunktion des DRP-
Schemas und der Amplitude der Ubertragungsfunkion des Padé-Filters Tr
als Funktion des Produktes aus Wellenzahl und Gitterweite k- Ax. Die ideale
Spektralfunktion ist durch die mit Rauten gekennzeichnete Winkelhalbieren-
de dargestellt. Die Amplitude der Ubertragungsfunktion (Kreise) weicht be-
reits fiir Werte fiir k- Ax groler als eins deutlich vom Wert eins ab. Das DRP-
Schema (Sterne) hingegen folgt bis ca. k- Ax = 1,4 der idealen Spektralfunk-
tion. Dies bedeutet, dass, fiir eine konstante Gitterweite Ax der Filter bereits
Wellenzahlen deutlich ddmpft, die das DRP-Schema noch fehlerfrei auflost.
Damit gibt der Filter die Grenze fiir die Abbildung der zu untersuchenden Wel-
lenzahlen vor.

5.3.4 Gitterwahl

Das Gitter sollte so gewdhlt werden, dass die Ddmpfung durch numerische
Effekte so gering wie maglich ist. Der Amplitudenverlauf der Ubertragungs-
funktion des Padé-Filters tragt maligeblich zu dieser numerischen Ddmpfung
bei, da diese Amplitude auch fiir kleine Werte von kAx minimal vom Wert
eins abweicht. Der Filter wird grundsétzlich nach Abschluss einer bestimm-
ten Anzahl von Zeitschritten ausgefiihrt. So reduziert ein Amplitudenfaktor
Tr = 0,99999 nach 20000mal Filtern (also z.B. bei 40000 Zeitschritten, wo-
beinach jedem zweiten Zeitschritt gefiltert wird) die urspriingliche Amplitude
um ca. 20 %, ein Amplitudenfaktor von Tr = 0,9999 sogar um 85%. Diese nu-
merische Ddmpfung ldsst sich auch in Form eines Abklingkoeffizienten an,
ausdriicken. Dazu werden die Amplituden B, vor Anwenden des Filters und B
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nach Anwenden des Filters iiber den Zusammenhang

B = Bj-exp(anumAtr) (5.15)

korreliert, wobei Atr den zeitlichen Abstand zwischen zwei Filtervorgdngen
bezeichnet. Zwischen B und B, besteht iiber die Amplitudenfaktor T des Fil-
ters der Zusammenhang B = By - Tr. Auflésen nach dem Abklingkoeffizienten
Qnum €rgibt

In TF
Atp

(5.16)

a num

Fiir die Verhiltnisse in der vorliegenden Raketenschubkammer, entspricht ein
Amplitudenfaktor von Tr = 0,99999 bei einem dimensionslosen Zeitschritt
von At* = 1-1073 und Filtern nach jedem Zeitschritt einem Abklingkoeffi-
zienten von apu, = —59%. Fiir einen Amplitudenfaktor von T = 0,999999
gilt bei den gleichen Bedingungen a,,, = —11%. Wie in Kapitel [7] gezeigt
wird, ist durch den Diiseneinfluss ein Abklingkoeffizient ap,e zwischen — 130%
und — 190% zu erwarten. Die numerischen Abklingkoeffizienten sollten deut-
lich kleiner als die Abklingkoeffizienten durch physikalische Effekte, d.h.
durch Diise und Absorber, sein.

Um dies zu gewdhrleisten und gleichzeitig den numerischen Rechenaufwand
gering zu halten, sind verschiedene Uberlegungen zur Gestaltung des Gitters
moglich. Diese Uberlegungen liefern einen qualitativen Zusammenhang zwi-
schen dem Dampfungsverhalten und verschiedenen Gitterparametern. Ein
sichere quantitative Abschdtzungist aufgrund der Verwendung verzerrter Zel-
len im Diisenbereich und am Ubergang der Gitterblocke nicht moglich. Daher
wird im Anschluss (siehe Abschnitt an die theoretsichen Uberlegungen
die Gitterwahl anhand verschiedener Testfélle verifiziert.

Der Amplitudenfaktor ist fiir den Padé-Filter nach Gleichung [5.14] abhéngig
von der Schwingungsfrequenz f und der Gitterweite Ax: Je gréRer die abzubil-
dende Frequenz, desto feiner muss die Gitterauflosung gewidhlt werden. Dies
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bedeutet aber mehr Zellen und gleichzeitig nach Gleichung.13leinen kleine-
ren Zeitschritt. Damit steigt der numerische Aufwand zur Auflosung der Fre-
quenzen hoherer Eigenmoden iiberproportional an.

Die Simulation selbsterregter Schwingungen in dieser Arbeit zielt insbeson-
dere auf die Vorhersage der ersten transversalen Mode ab. Um diese im zy-
lindrischen Teil der Brennkammer mit geringer numerischer Dampfung vor-
herzusagen, muss dort die Gitterweite so gewdhlt werden, dass der Padé-Filter
einen moglichst kleinen Einfluss hat. Die Mach-Zahl in Achsrichtung, sowie in
radialer Richtung betrdgt maximal ca. M = 0,25. Damit ergibt sich fiir die T1-
Mode eine Wellenzahl in Stromungsrichtung von k* = w7,/ (a+u) = 14,031/m
und eine Wellenzahl entgehen der Stromungsrichtung von k™~ = wgi/(a —
u) = 23,41/m. Die Wellenzahl fiir den Riicktransport k= entgegegen der Stro-
mungsrichtung ist grundsitzlich groRer als die Wellenzahl fiir den Hintrans-
port in Stromungsrichtung k*. Da die Wiedergabe hoherer Wellenzahlen ein
feineres Gitter verlangt, wird im Folgenden nur mit der Wellenzahl fiir den
Transport entgegen der Stromungsrichtung k™ argumentiert.

Tabelle 5.4] gibt einen Uberblick iiber den Amplitudenfaktor Tr in Abhangig-
keit der Frequenz der Schwingungsmoden, der Mach-Zahl und der Gitterwei-
te.

Wie Tabelle(5.4lnoch einmal verdeutlicht, nimmt der Amplitudenfaktor T so-
wohl mit steigender Frequenz als auch zunehmender Mach-Zahl M ab. Um
bei hoheren Frequenzen den Riicktransport bei hoheren Mach-Zahlen aufl6-
sen zu konnen, muss das Gitter sehr viel feiner gewdhlt werden. In der vorlie-
genden Arbeit wurde die Gitterweite im zylindrischen Teil M < 0,5 so gewéhlt,
dass der Wert Ax™* = 0,03 nicht iiberschritten wird. Im konvergenten Diisenteil
M > 0,5 verringert sich Ax* bis auf Ax* = 0,0036. Es ist schwierig, das Gitter
so zu wiahlen, dass auch der Riicktransport bis nahe an M = 1 unverfalscht
beschrieben wird. Jedoch nimmt dieser Bereich nur einen sehr kleinen Teil
der Geometrie ein. Damit sollte die erhéhte numerische Dampfung dort nur
einen geringen Einfluss an der gesamten Dampfung haben. Bei M = 1 findet
kein akustischer Riicktransport mehr statt. Der Filter unterstiitzt hier die Wir-
kung der nicht-reflektierenden Randbedingung am Auslass der Geometrie.
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Ax*=0,03

Mode | M =0.25 M=0.5 M=0.8 M=0.9

T1 Tr =0,99999997 Tr=0,99999911 Tr=0,99978 Tr=0,9878

T2 Tr =0,9999997 Tr =0,9999842 Tr =0,9964 Tr=0,83502
Ax* =0,015

Mode | M =0.25 M=0.5 M=0.8 M=0.9

T1 Tr =0,99999999877 | Tr =0,999999986 Tr =0,9999966 Tr=0,999788
T2 Tr =0.999999978 Tr =0.99999975 Tr =0,999940 Tr=0,99643
Ax* =0,005

Mode | M =0.25 M=0.5 M=0.8 M=0.9

T1 Tr=1,0 Tr =0,999999999980 | TFr =0,999999995 | TF=0,9999997
T2 Tr=1,0 Tr=0,99999999965 | TFr=0,999999916 | TF=0,99999469

Tabelle 5.4: Werte der Amplitude der Ubertragungsfunktion Tr

5.3.5 Verifikation der Gitterwahl

Um sicherzustellen, dass die Losung insbesondere fiir die erste transversale
Mode T1 weitgehend unabhingig von der Gitterwahl und der daraus resultie-
renden numerischen Ddmpfung angenommen werden kann, wurde der Ein-
fluss der Gitterwahl auf das Abklingverhalten der verschiedenen Moden ge-
testet. Dazu wurde die zeitliche Entwicklung eines breitbandigen Druckpul-
ses in der Raketengeometrie beobachtet. Dies ergibt ein zeitlich abklingendes
Signal, welches verschiedene Frequenzen enthlt.

Die Untersuchung wurde mit den folgenden drei Gittern durchgefiihrt:

e Gitter 1: 135000 Zellen; in Achsrichtung 150 Zellen; in der Diise verfeinert
von Ax; .. = 0,022 bis auf Ax’ . = 0,0056); in radiale Richtung Ay, .. =
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0,03; Dieses Gitter sollte die T1 Mode ausreichend gut, die T2-Mode in
gedampfter Form beschreiben.

* Gitter 2: 200 000 Zellen; in Achsrichtung 80 Zellen gleichfoérmig verteilt
(Ax* =0,019); inradiale Richtung Ay, .. = 0,02. Dieses Gitter sollte in der
Brennkammer neben der T1-Mode auch die T2-Mode auflosen konnen.

e Gitter 3: 500 000 Zellen; in Achsrichtung 200 Zellen; in der Diise verfeinert
bis auf Ax’ . = 0,0036; in radiale Richtung Ay, .. = 0,02. Dieses Gitter
sollte auch in der Diise T1- und T2-Mode wiedergeben konnen.

Die Auswertung der Gitterstudie beruht auf den Eigenschaften der Frequenz-
raumdarstellung zeitlich abklingender Signale (siehe z.B. [LPPP95]): Ein in der
Zeit abklingendes harmonisches und zu der Zeit t = 0 beginnendes Signal der
Form y (f) = exp (—at) - exp (wot) besitzt im Frequenzraum die Gestalt

Y(w) = - ! . (5.17)
a+1i (w—wy)

Das Quadrat der Amplitude dieses Signals besitzt den Ausdruck

a® + (wy— w)?

Y () * = (5.18)

(a2 + (wo — w)2)2.

Die Amplitude des Signals im Frequenzraum ist damit ein Ausdruck des
Dampfungsparameters ¢ und der Schwingungfrequenz w,. w, steuert dabei
den Ort der Peaks im Frequenzraum, a und w, die Hohe und Breite des Peaks.
Ein identischer Verlauf der Amplituden zweier Spektren im Frequenzraum um
eine Frequenz herum lédsst daher den Schluss zu, dass die Dampfung zwei-
er Signale gleich sind. Diese Eigenschaft der Frequenzraum-Darstellung von
gedampften harmonischen Signalen erlaubt einen Vergleich des Ddmpfungs-
verhaltens zweier Signale durch Vergleich der Peak-H6hen im Frequenzraum.
Daher wurden die berechneten Zeitreihen fiir das Abklingen des breitbandi-
gen Druckpulses an verschiedenen Punkten extrahiert und iiber die Fourier-
Transformation in den Frequenzbereich transformiert. Fiir alle drei Falle wur-
de der gleiche Druckpuls als Anfangsbedingung verwendet. Die Lange der
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Zeitreihe umfasste jeweils 40 000 Zeitschritte. Abbildung[5.6] zeigt das Ergeb-
nis fiir die Amplitude als Funktion der Frequenz an einem wandnahen Punkt
in der Brennkammer fiir die drei Gitter.
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Abbildung 5.6: Vergleich verschiedener Gitter: Verlauf der Druckamplitude
als Funktion der Frequenz an einem Punkt in der Brennkam-
mer

Fiir die Frequenz der T1-Mode liefern alle drei Gitter fast identische Verldufe.
Da fiir alle drei Gitter die gleiche Ausgangsamplitude gilt, bedeutet dies nach
Formel 5.18] dass die T1-Mode von allen drei Gittern gleich gedimpft wird,
und dass die feinere Auflosung in der Diise keinen Einfluss auf das Ergebnis
hat. Fiir groBere Frequenzen werden jedoch die Unterschiede deutlich: Das
grobste Gitter (Gitter 1) kann die T2-Mode weniger gut wiedergeben als die
anderen beiden. Erst fiir noch gréRere Frequenzen wird der Effekt der raumli-
chen Auflésung in der Diise deutlich. Da alle Gitter den in Abschnitt5.3.4l ge-
miB den Uberlegungen in Abschnitt[5.3.3/gestaltet wurden, sind die Ergebnis-
se der Gitterstudie hinsichtlich der T1- und T2-Mode konsistent zu den obigen
Uberlegungen.
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5.3.6 Rechenzeit

Die Rechnungen wurden stets auf Maschinen mit zwei Dual Core ADM Opte-
rons mit 2,4 MHz und einem gesamten Arbeitsspeicher von vier Gigabyte
durchgefiihrt. Die Rechnung selbst fand immer nur auf einem der Prozessoren
statt. Auf diese Art konnten auf einer Maschine je nach Arbeitsspeicherbedarf
drei bis vier Félle parallel bearbeitet werden. Die Rechenzeit fiir die Fédlle mit
schwankender Warmefreisetzung ohne Absorber betridgt auf diesen Rechnern
ca. vier bis fiinf Tage fiir 40000 Zeitschritte. Mit Absorberring und schwanken-
der Warmefreisetzung liegt die Rechenzeit fiir 40000 Zeitschritte bei ca. fiinf
bis sechs Tagen.

5.4 Randbedingungen

Randbedingungen haben einen entscheidenden Einfluss auf den Energie-
haushalt der Akustiksimulation. Daher wird im Folgenden auf die Umsetzung
der verwendeten Randbedingungen eingegangen und ihr Verhalten hinsicht-
lich der Energieerhaltung diskutiert.

5.4.1 Feste Wiande

Winde, an denen nur eine mittlere Geschwindigkeitskomponente tangen-
tial zur Wand auftritt, werden als ,,Slip Wall “ modelliert. Dies bedeutet, dass
Geschwindigkeitsfluktuationen normal zur Wand verschwinden (n-u’ = 0),
wohingegen fiir Geschwindigkeitsfluktuationen parallel zur Wand keine Ein-
schrankungen gelten. Im Falle der Raketenschubkammer kénnen die Seiten-
winde als ,,Slip Walls“ modelliert werden.

Die Bedingung n-u’ = 0 kann nicht direkt an den Wandpunkten gesetzt
werden, da das mit den Finiten Differenzen diskretisierte Gleichungssys-
tem sonst iiberbestimmt wére. Dies konnte wiederum die Entstehung nicht-
physikalischer, hochfrequenter Losungsanteile begiinstigen [TD94]. Abhilfe
schafft hier die Einfiihrung sogenannten , Ghost Points“ analog den Ideen von
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Tam und Dong [TD94]. Bei den ,,Ghost Points“ handelt es sich um virtuelle,
zusdtzlich eingefiihrte Randpunkte, die zusidtzliche Freiheitsgrade im zu 16-
senden Gleichungssystem erzeugen. Dies verhindert eine Uberbestimmung
des Systems und sorgt damit fiir stabilere Losungen. Abbildung 5.7 zeigt ein
quadratisches Rechengebiet mit Rindern und Ghost Points.

Randpunkte der
harten Wand

ey

Ghost Points

/

/
/

/

Rechengebiet

Abbildung 5.7: Quadratisches Rechengebiet mit Ghost Points

Um die Randbedingungen zu realisieren, wird die Druckschwankung p;., im
Ghost Point vorgegeben. Die Druckschwankung p, dort erfiillt die diskre-
tisierte linearisierte Impulsgleichung in Normalenrichtung, so dass an den
Randpunkten selbst die Bedingung n-u’ = 0 erfiillt ist. Die genauen mathema-
tischen Ausdriicke konnen dem Handbuch des PIANO-Codes [DBG™07] ent-
nommen werden.

85



Modell und Simulationsumgebung

5.4.2 Einlass-Randbedingungen

Die Einlass-Randbedingung wird zur Beschreibung des akustischen Verhal-
tens des Einspritzkopfes benétigt. Die naheliegenste Modellierung des Ein-
spritzkopfes als harte Wand fiihrt jedoch zu einen Eintrag an akustischer Ener-
gie in das Rechengebiet, da die mittlere Geschwindigkeit it senkrecht zu dieser
Berandung ungleich Null ist. Dieser Energieeintrag ldsst sich leicht durch ei-
ne Betrachtung des zeitlich gemittelten akustischen Flusses tiber diesen Rand
nach Gleichung[4.76] verifizieren. Die Bedingung n-u’ = 0 fiir die harte Wand
reduziert Gleichung Zu

1 L_t A2 2
- = ——2|p°| (5.19)
20 a?
Der akustische Fluss tiber die Wand nimmt damit nur den Wert Null an, wenn
auch die mittlere Geschwindigkeit normal zur Wand & verschwindet. Dies du-
Bert sich in den Rechnungen in stets ansteigenden Druckamplituden, was
nicht den physikalischen Tatsachen entspricht.

Wie bereits von Verhaar [Ver97] gezeigt, liefert jedoch die Bedingung einer ver-
schwindenden Massenstromschwankung auch fiir tiberstromte Berandun-
gen des Rechengebietes eine energieneutrale Randbedingung. Dazu wird der
Massenstrom 71 = A n-u p liber eine konstante Querschnittsfliche A lineari-
siert

An-up = A(n-a+n-u)(p+p') (5.20)

= nap +pn-u=0.

FlieRt zusédtzlich die Definition der Schallgeschwindigkeit und die linearisierte
Isentropiebeziehung ein, ergibt sich aus Gleichung[5.20

p/

—+n-u = 0. (5.21)
p a

n-u
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Gleichung5.2T]ist gleichbedeutend zu der Bedingung 7’ = 0. Damit wird der
akustische Einfluss der Brennstoffleitungen abgekoppelt. Einsetzen dieser Be-
ziehung in den Ausdruck fiir den augenblicklichen akustischen Fluss iiber ei-
ne Berandung n-I in einer isentropen Potentialstrémung nach Tabelle[4.2]lie-
fert

A L5 B P
n-l = p (n ll)-l— ‘56_12 +p(u U)(n u)+g(u-u)(n.u) (5.22)
~ _p/Z(n ) pIZ(n U)_E’ L . E/ . ~
- 0 a? * o a> G2 (u u)(n u)+c'12 (ll u)(n u

Gleichung5.22] zeigt, dass der akustische Fluss iiber eine mit Gleichung5.21]
beschriebene Berandung zu jedem Zeitpunkt verschwindet, und damit nattir-
lich auch im Mittel den Wert Null annimmt. Daher wird in der Simulation der
Einspritzkopf anstelle einer harten Wand mit der Bedingung ,,Massenstrom-
schwankung gleich Null“ beschrieben. Auch diese Randbedingung wurde mit
Hilfe des Ghost Point-Konzepts realisiert. Die hierfiir verwendete Gleichungs-
formulierung kann Anhang[A.3]entnommen werden.

5.4.3 Auslass-Randbedingungen

Die Auslass-Randbedingung muss das physikalische Verhalten der akusti-
schen Wellenausbreitung in der Diise wiedergeben: Im Diisenhals, wo die
Mach-ZahlM =n-u/a = 1 erreicht, konnen sich akustische Wellen nicht mehr
stromauf entgegen der Stromungsrichtung ausbreiten.

Fiir die Umsetzung dieses nicht-reflektierenden Verhaltens wurde das Re-
chengebiet in den Uberschall hinein erweitert. Die Grundgleichungen bedin-
gen dann automatisch dieses nicht-reflektierende Verhalten. Die berechne-
te Losung in der Brennkammer ist damit unabhéngig von der Wahl der Aus-
lassrandbedingung. Dies wurde durch Tests mit verschiedenen Randbedin-
gungen verifiziert. Am Auslass wurde trotzdem die zur Verfiigung stehende
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Abstrahl-Randbedingung (,Radiation“) nach Tam und Webb [TW93] verwen-
det.

5.4.4 Absorber-Randbedingungen

5.4.4.1 Uberblick TdiBC

Die Gleichungen zur Beschreibung des Verhaltens der Absorber hdngen von
der Schwingungsfrequenz ab. Das Problem, frequenzabhédngige Randbedin-
gungen in zeitabhédngigen Simulationen zu verwenden, ist in der Literatur
unter dem Namen ,, Time Domain Impedance Boundary Conditions“ (TdiBC)
bekannt. Die zeitabhZngige Implementierung der frequenzabhéngigen Rand-
bedingung verlangt die inverse Fourier-Transformierte dieser Bedingung. Um
die Impedanzbedingung aus dem Frequenzraum in der Darstellung

plw) = paZ (wn-a(w) (5.23)

in den Zeitbereich zu transformieren, muss das Faltungsintegral

t
p'(t) = ﬁo'le(t—r)n-u’(T)dT (5.24)
0

berechnet werden. Zur Auswertung dieses Integrals miissen stets alle zurtick-
liegenden Werte der Geschwindigkeitsschwankung an der Wand n-u’ zur Ver-
fligung stehen, was mit enormen Anforderungen an die Rechenzeit und den
verfligbaren Arbeitsspeicher verbunden ist. Es existieren verschiedene Ideen,
die Berechnung des Faltungsintergrals zu umgehen und damit den Rechen-
aufwand, der mit dem Faltungsintegral verbunden ist, zu minimieren:

e Tam und Auriault [TA96] versuchen, die Frequenzabhéngigkeit tiber Dif-
ferentialgleichungen abzubilden, welche dann auf dem Rand mitgel6st
werden.
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 Ozyoriik et al. [OL97], [OLJ98] bedienen sich Methoden aus der Theorie
der digitalen Filter und gehen einen Umweg iiber die z-Transformation.

e Fung und Ju [JEO1], [FJT00], [FJ04] bedienen sich eines Reflexionskoef-
fizienten, um so die Kausalitdt der Randbedingung sicherzustellen. Zur
Nidherung des resultierenden Faltungsintegrals kommen unterschiedli-
che Methoden zum Einsatz.

¢ Richter et al. [LRT06], [RTLZ07] bedienen sich verschiedener Methoden,
wie z.B. tiber Differentialgleichungen oder teilanalytische Transformatio-
nen.

All diese Ansiatze besitzen die Gemeinsamkeit, dass die Autoren mit Instabili-
tdten ihrer Ansdtze zu kimpfen haben. Da eine Stromung parallel zur betrach-
teten Wand das Reflexions- und Ddmpfungsverhalten dieser Wand modifizie-
ren kann (siehe Abschnitt [2.4), versuchen verschiedene Autoren, die Impe-
danz fiir ein ruhendes Medium mit Hilfe der Ausdriicke von Myers [Mye80] zu
korrigieren. Dieses Vorgehen scheint besonders problematisch, da diese Kor-
rektur oft weitere numerische Probleme nach sich zieht.

5.4.4.2 Transformation der Absorberrandbedingungen

Zur Transformation der in dieser Arbeit verwendeten linearen Absorberrand-
bedingungen dient ein halb-analytischer Ansatz analog einer Idee von Rich-
ter [RTLZ07]. Eine Korrektur der Impedanz aufgrund der Strémungsgeschwin-
digkeit kommt nicht zum Einsatz, da die Absorber so angebracht sind, dass die
mittlere Stromung sie moglichst wenig beeintrichtigt.

Die Implementierung der Randbedingung geht davon aus, dass sich die Ab-
sorberimpedanz wie die eines geschlossenen Rohrs mit Ddmpfung verhilt

Z(w) = coth(kL). (5.25)

89



Modell und Simulationsumgebung

Die Wellenzahl k ist hier eine komplexe GroRe

k = a+i—. (5.26)

Die Dampfung im Rohr ldsst sich z.B. iiber die frequenzabhédngige Damp-
fungskonstante nach Kingsler und Frey [KE62] beschreiben

a = +(x—1) (5.27)
D aaps 2 P Abs 2 PAbs Cp

Aus numerischen Griinden wird die Absorberrandbedingung auf einer gro-
Beren Fldche als der reinen Absorberquerschnittsflache aufgebracht. Daher
wird der Ubergang Wand/ Absorber als verlustfreier , Flichensprung“ von der
Querschnittsfliche A; auf der Wand auf die Absorberquerschnittsflache A,
behandelt. Dies ergibt den Vorfaktor , so dass die gesamte Absorberimpe-
danz im klassischen Fall lautet

Z(w) = éCoth(kL) (5.28)
Ay

Abbildung verdeutlicht die Aufbringung der Randbedingung. Jedem Ab-
sorber wird dabei ein Teil des Wandstiickes zur Brennkammer zugeordnet.

Gleichung weist ein identisches Verhalten wie die klassische Absorber-
modellierung nach Gleichung4.57, und auf. Jedoch sind fiir das Mo-
dell in Form von Gleichung[5.25die erforderlichen Ndherungen fiir die Trans-
formationen in den Zeitbereich ohne weitere mathematische Vereinfachun-
gen durchfiihrbar.

Gleichung[b.28 kann mit Hilfe der Definition des coth

o) — ep(f+ig)rexp(=(f+i g))
coth(f+18) = y(Fg-on(-(ri ) 529
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Abbildung 5.8: Aufteilung der Brennkammerwand zur Anbringung der
Absorber-Randbedingung

umgeschrieben werden werden. Eine verwendbare Ndherung erhilt man,

wenn die Terme der Form exp (f +i g) in Gleichung in einer Taylorrei-
he entwickelt werden, die nach dem ersten Glied abgebrochen wird

exp(f+ig)=1+f+ig+.. (5.30)

Damit ergibt sich fiir die Impedanz der Absorber

1 P _ é1+bexp(—z:wr). (5.31)
Ay 1-bexp(—-iwT)

>
S
=
=

Die Variable 7 hat den Wert 7 = %, die Variable b = exp (—C L) beschreibt die
Déampfung.

Diese Ndherung nach Gleichung beinhaltet im Gegensatz zu Glei-
chung eine iiber den Frequenzbereich konstante Dampfung. Die Kon-
stante C muss entsprechend angepasst werden. Da hier die Ddmpfung der
Moden im Bereich unter f = 10000Hz von Interesse ist, soll das Verhalten des
gendherten Modells vor allem bei den ersten Resonanzpeaks dem Verhalten
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des vollstdndigen Modells entsprechen. Abbildung5.9zeigt den Vergleich zwi-
schen Ndherung und Originalmodellierung des Reflexionsfaktors des Absor-
bers fiir C = 0,5. Die Ndherung trifft das Originalverhalten im ersten Reso-
nanzpeak sehr gut, im zweiten gut.
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Abbildung 5.9: Vergleich des Reflexionsfaktors zwischen Nédherung (blaue
Kreise) und Originalmodell (rote Sternchen)

Abbildung 5.9 verdeutlicht, dass ein auf eine Schwingungsfrequenzen abge-
stimmter Absorber nur Frequenzen nahe der Resonanzfrequenz dampft. Al-
le anderen Schwingungsfrequenzen bleiben unbeeinflusst. Um verschiedene
Schwingungsmoden zu unterdriicken miissen daher Resonatoren mit unter-
schiedlichen Resonanzfrequenzen verwendeten werden. In der Praxis kom-
men daher Rohrregister mit Absorbern unterschiedlicher Linge zum Einsatz.

Gleichung[5.3Tkann nun analytisch in den Zeitbereich transformiert werden:
Terme der Form exp (—i w 1) entsprechen im Zeitraum einer zeitlichen Ver-
schiebung um die Zeit 7. Aufgel6st nach der Geschwindigkeitsschwankung
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5.4 Randbedingungen

normal zur Wand ergibt sich

Ay 1
n-u = _Zt(p’_b.p’(t—r))—b-n-u’(t—r). (5.32)
A pa

Analog der festen Wand muss ein Randpunkt, an dem die Absorberrandbe-
dingung angebracht wird, sowohl die Erhaltungsgleichungen, als auch Be-
dingung erfiillen. Dabei findet ebenfalls das Ghost Point-Konzept Ver-
wendung. Die verwendete Formulierung der Gleichung im Ghost Point findet
sich in Anhang[A.2l Die Berechnung der Wandimpedanz erfolgt somit in drei
Schritten:

1. Berechnen der Grofen im Feld entsprechend eines Runge-Kutta-
Teilschritts.

2. Setzen des Werts fiir p’ im Ghost Point, so dass sowohl die Randbedin-
gung als auch die linearisierte Impulsgleichung in Normalenrichtung er-
fiillt sind.

3. Korrigieren der Geschwindigkeit an der Wand, so dass auch n-u’ die li-
nearisierte Impulsgleichung zum neuen Zeitschritt erfiillt. Dazu wird die
linearisierte Impulsgleichung unter Beriicksichtigung des neuen Wertes
im Ghost Point erneut gelost.

Abbildung 5.10] zeigt das Ergebnis eines dreidimensionalen Testfalls mit Ab-
sorberrandbedingungen. Druck p’ und Geschwindigkeitsfluktuation n - u’
wurden in einem Wandpunkt aufgezeichnet und in den Frequenzraum trans-
formiert. Die Losung im Frequenzraum muss wiederum die Impedanzrand-
bedingung erfiillen. In diesem Fall werden die Amplitude der Schnelle-
schwankung n -t und das Produkt aus Druckschwankung und Admittanz
(Kehrwert der Impedanz) p-Y in dimensionsloser Form verglichen. Die Uber-
einstimmung der beiden GréBen ist in Ampliutde und Phase zufriedenstel-
lend. Auffillig ist die Abweichung in der Phase bei ca. f = 7000 Hz. Dort kann
fiir die sehr geringen Werte der Geschwindigkeitsfluktuation kein sauberer
Wert fiir die Phase bestimmt werden.
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Abbildung 5.10: Vergleich zwischen dem Simulationsergebnis fiir # und dem
angestebten Ergebnis p- Y an der Absorberrandbedingung

5.4.4.3 Stoffwerte in den Absorbern

Die in dieser Arbeit behandelten Absorber sind stets mit Abgas gefiillt. Die ver-
wendeten Modelle gehen davon aus, dass die Temperatur in den Absorbern
gleichférmig ist. Dies entspricht jedoch nicht der Realitét, da an der Riickseite
der Absorber die Kiihlkanile verlaufen. Dadurch sind in den Absorbern starke
Temperaturgradienten zu erwarten.

Fiir Gradienten, deren Ausdehnung deutlich kleiner ist als die betrachtete
Wellenldnge, kann nach Subramanyam [SSLO1] eine mittlere effektive Tem-
peratur in der Form

L L 1
= f —dx. (5.33)
o I'(x)
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berechnet werden. Mitchell [MDAHB89] weist jedoch auf mégliche grol3e Ab-
weichungen bei der Bestimmung der Resonanzfrequenzen hin. Intuitives Ab-
schitzen der mittleren Temperatur durch die Formel

L
T, = l[ T(x)dx (5.34)
L Jo
vergrolert diese Abweichungen noch weiter. Fiir bestimmte Formen der Tem-
peraturverldufe konnen jedoch analytische Ndherungen der Resonanzfre-
quenz und damit auch einer mittleren Temperatur bestimmt werden. Dies
wird z.B. von Sujith [SWZ95] fiir den Fall eine linaren Temperaturverlaufs ge-

zeigt.

Die vorangehende Diskussion zeigt, dass eine genaue Bestimmung von Stoff-
werten und Resonanzfrequenzen nur bei einer genauen Kenntnis des Tempe-
raturverlaufs im Absorber vorgenommen werden kann. Dieser ist jedoch nicht
bekannt. Daher werden die in dieser Arbeit verwendeten Absorber stets kiinst-
lich auf eine bestimmte Frequenz getrimmt. Die Stoffwerte werden bei der
Temperatur angenommen, die zur mittleren Temperatur bei dieser Resonanz-
frequenz passt. Eine genauere Analyse wiirde weiterfithrende experimentelle
und numerische Untersuchungen voraussetzen.

5.5 Zusammenfassung des Modells

Die in Kapitel[5|beschriebenen Eigenschaften und Aspekte definieren ein Mo-
dell zur Berechnung selbsterregter Verbrennungsschwingungen im Zeitbe-
reich, das

* die akustische Wellenausbreitung in der Stromung der Brennkammer
und dem konvergenten Teil der Diise beschreibt,

* die Wiarmefreisetzung tiber das Warmefreisetzungsmodell nach Crocco
berticksichtigt,
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 energieneutrale Randbedingungen am Einspritzkopf und an den Brenn-
kammerwinden zur Verfiigung stellt,

* Energieabfuhr iiber die Absorberrandbedingungen und durch die Diise
ermoglicht und

* die numerische Dissipation minimiert.

Damit kdnnen nun Untersuchungen zur Entstehung selbsterregter Verbren-
nungsschwingungen im Aestus-Triebwerk durchgefiihrt werden.

96



6 Stabilitatsgrenzen ohne Absorber

Dieses Kapitel beschreibt die Ergebnisse der Simulationen mit thermo-
akustischer Quelle und ohne Ddmpferring. Die einzigen Dampfungsmecha-
nismen sind daher der Einfluss der Diise und eine geringe numerische Damp-
fung. Die Ergebnisse werden in Form einer Stabilitdtskarte dargestellt und
hinsichtlich des Rayleigh-Kriteriums analysiert.

6.1 Durchfiihrung der Simulation

Die Simulation wurde auf Gitter 1 mit 135 000 Zellen durchgefiihrt. Dieses
Gitter kann die T1-Mode mit geringer numerischer Dampfung wiedergeben,
bei der T2-Mode ist eine deutlich h6here numerische Ddmpfung zu erwarten.
Als Anfangsbedingung dient ein kugelférmiger Druckpuls basierend auf einer
GauB-Funktion der Form

—In2

p'(x,0) = Pl €xp (6.1)

Prax Deschreibt hierbei die maximale Hohe des Druckpulses, b; den Halb-
wertsradius und x, die Koordinaten des Zentrums des Pulses. Dieser Druck-
puls induziert ein Frequenzspektrum, das ebenfalls eine gauliférmige Fre-
quenzverteilung besitzt: Je grofSer der Halbwertsradius bg, desto kleiner wird
das angeregte Frequenzband. Im Gegensatz hierzu wiirde ein Dirac-Impuls
ein Frequenzspektrum mit unendlich vielen Frequenzen erzeugen.
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Die Parameter der thermo-akustischen Quelle wurden im Bereich

0,6 <1< 1,2 (6.2)
1,0 =ngm=< 3,0 (6.3)

variiert. Dies entspricht einem realen Bereich fiir n und 7 von

1,04-107%s <71*< 2,08-107%s (6.4)
0,16 <ngy< 0,48. (6.5)

Die Werte fiir die Verzugszeit T entsprechen in etwa den in Kapitel 4.3.1]ange-
gebenenen Werten fiir hypergole Treibstoffe. Die Werte fiir den Interaktions-
index n liegen in der Ndhe der numerischen Stabilitdtsgrenzen. Da bei den im
vorliegenden Kapitell6luntersuchten Fillen der einzige Ddmpfungsmechanis-
mus die Diisenverluste sind, liegt der betrachtete Wertebereich fiir n unter-
halb der sonst iiblichen Angaben fiir den Interaktionsindex.

6.2 Ergebnisse der Simulation und ihre Auswertung

Die Simulation liefert die Felder der akustischen Schwankungsgroflen zu
verschiedenen Zeitpunkten sowie die zeitliche Entwicklung der akustischen
Schwankungsgroflen an vorab spezifizierten Punkten. Dies ermdoglicht die
Untersuchung der Gestalt der Schwingungsmoden, die Analyse des Frequenz-
inhalts der Zeitsignale sowie der Stabilitdt der Brennkammer.

Abbildung zeigt den Verlauf der Druckschwankung p’ als Funktion der
Zeit fiir einen stabilen (t = 1,2-107%s, ngy, = 1) und einen instabilen Fall
(t =1,2-107%s, ngm, = 3). Der stabile Fall weist mit der Zeit leicht abfallende Si-
gnale auf, wohingegen das Drucksignal beim instabilen Fall ansteigt. Grund-
sdtzlich liefert das Betrachten eines einzelnen Punktes bzw. des Druckfeldes
allein jedoch weder eine eindeutige Information tiber die Stabilitdt noch tiber
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6.2 Ergebnisse der Simulation und ihre Auswertung

die auftretenden Frequenzen: Liegt der Beobachtungspunkt in einem Schwin-
gungsknoten, so kann dort die entsprechende Mode nicht beobachtet werden,

auch wenn diese eine groe Amplitude besitzt.
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Abbildung 6.1: Zeitlicher Verlauf der Druckschwankung p’ an einem wand-
nahen Punkt in der Brennkammer bei Verwendung einer
thermo-akustischen Quelle nach Crocco mit den Parametern
7=1,2-107*s fiir zwei Werte des Interaktionsindex n

Abbildung zeigt ausgewdhlte Druckverteilungen auf der gesamten Geo-
metrie zu einzelnen Zeitpunkten. Die Druckverteilung auf der linken Seite
entspricht in etwa der T1-Mode, die auf der rechten Seite der T2-Mode. Ab-
bildung6.2 dient lediglich zur lllustration der erhaltenen Druckfelder auf der
Geometrie. Die Verzerrung der Modenformen, d.h. die Abweichung von der
erwarteten theoretischen Modenform, in beiden dargestellten Fillen legt den
Verdacht nahe, dass jeweils nicht nur eine einzige Schwingungsmode in der
Geometrie vorhanden ist, sondern dass es sich um eine Uberlagerung unter-

schiedlich stark ausgeprdgter Moden handelt.
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Abbildung 6.2: Druckfeld der T1 bzw. der T2-Mode aus Rechnungen mit ther-
moakustischer Quelle

Um zu zeigen, dass mehrere Schwingungsmoden gleichzeitig vorhanden
sind, wurde eine Frequenzanalyse der Zeitsignale an verschiedenen Punk-
ten durchgefiihrt. Abbildung zeigt das erhaltene Frequenzspektrum fiir
das Parameterpaar ng, = 2 und 7 = 1,21-10"*s in verschiedenen Ebenen
der Brennkammer und im konvergenten Diisenteil. Die Ortsangaben in Ab-
bildung beschreiben die axiale Position der Ebenen parallel zum Ein-
spritzkopf (y-z-Ebenen), in denen Beobachtungspunkte liegen. Die Beobach-
tungspunkte sind auf der gleichen Gerade parallel zur Brennkammerachse im
Schwingungsbauch der T1-Mode lokalisiert.

Abbildung[6.3]verdeutlicht, dass stets mehrere Frequenzen in der Brennkam-
mer auftreten. Das reine Vorhandensein der Peaks ldsst jedoch keinen Schluss
dariiber zu, ob die zugeh6rigen Moden mit der Zeit anwachsen. Alle in der An-
fangsbedingung enthaltenden Frequenzen miissen je nach Ddmpfung oder
Anregung mit unterschiedlichen Amplituden im Frequenzspektrum auftre-
ten. Zwischen Amplitude und Anregungs- bzw. Abklingkoeffizient a gelten die
in Abschnitt beschriebenen Zusammenhinge. Aufgrund dieser Zusam-
menhénge ldsst sich schlussfolgern, dass die héchsten Peaks zu den Moden
mit der geringsten Ddmpfung bzw. starksten Anregung gehoren. Die Peaks bei
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Abbildung 6.3: Frequenzinhalt der Signale in verschiedenen Ebenen fiir
Ngm=2und 7 =1,21-10""%s

f =3350Hz und f = 5600Hz sind dabei besonders dominant. Diese beiden
Peaks lassen sich den ersten beiden transversalen Moden T1 und T2 zuord-
nen. Des weiteren ldsst sich beobachten, dass die Amplituden in der Brenn-
kammer selbst am gréften sind (siehe oberster Plot fiir x = 0.042m), und in
Richtung der Diise abnehmen (siehe unterster Plot fiir x = 0.147m).

Auch die restlichen Frequenzpeaks lassen sich den Eigenmoden im Zylinder
zuordnen. Abbildung[6.4] gibt eine Ubersicht iiber diese Zuordnung. Die ein-
zelnen Schwingungsfrequenzen liegen stets leicht unter den am gasgefiillten
Zylinder abgeschitzten und in Tabelle[5.3]aufgelisteten Frequenzen.

Generell lassen sich hauptsdchlich transversale oder gemischte Moden beob-
achten. Die longitudinalen Moden tauchen in den Plots nicht auf, da diese
offenbar sehr stark gedampft sind. Wie in Kapitel [Z.1.1] diskutiert wird, erfah-
ren die longitudinalen Moden die starkste Dampfung durch die Diise. Die ge-
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Abbildung 6.4: Schwingungsfrequenzen und zugehorige Moden in der
Brennkammer

ringen Amplituden oberhalb f = 6000Hz sind zum einen durch die Anfangs-
bedingung (héhere Frequenzen sind weniger stark darin vertreten) und zum
anderen der numerischen Dampfung zuzuschreiben.

6.3 Trennung des instationiren Verhaltens der einzelnen Mo-
den

Das vorangehende Kapitel zeigt, dass in den zeitabhdngigen Signalen stets
mehrere Frequenzen enthalten sind. Diese konnen den Eigenmoden der
Brennkammer zugeordnet werden und klingen - entsprechend der Stabilitét
oder Instabilitidt dieser Eigenmode- ab oder auf.

Zur Analyse instationdrer Signale, also Signale, deren Eigenschaften sich mit
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6.3 Trennung des instationdren Verhaltens der einzelnen Moden

der Zeit dndern, kann die sog. zeitabhidngige Fourier-Transformation oder
Kurzzeit-Fourier-Transformation herangezogen werden [0S99]. Dieses Kon-
zept wird u.a. zur Beschreibung von Radar-, Sprach- und Datenkommunika-
tionssignalen verwendet. Bei der Kurzzeit-Fourier-Transformation wird stets
nur ein kurzer Abschnitt, ein sogenanntes Fenster, des Signals betrachtet und
ausgewertet. Dieses Fenster wird, wie in Abbildung[6.5 dargestellt, in der Zeit
weitergeschoben. Fiir die Fourier-Transformation innerhalb des Fensters gel-
ten die gleichen Regeln und Gesetze wie bei der Anwendung einer normalen
Fourier-Transformation: je kleiner das betrachtete Fenster, umso grober wird
bei gleicher Abtastfrequenz die Auflosung des Frequenzvektors.

Abbildung 6.5: Beobachtungsfenster und Signal fiir die Kurzzeit-Fourier-
Transformation

Um die in Kapitel als besonders dominant beobachteten Transversal-
moden ndher zu betrachten, konnen die Zeitsignale an einzelnen Punkten
der Geometrie mit Hilfe der Kurzzeit-Fourier-Transformation analysiert wer-
den. Hierbei tritt das folgende Dilemma auf: Um einzelne Frequenzen mog-
lichst genau ohne Storeinfliisse analysieren zu konnen, sollte die Festerbreite
ein Vielfaches der zugehorigen Schwingungsdauer umfassen. Um die zeitli-
che Verdnderung bei dieser Frequenz jedoch gut aufl6sen zu konnen, muss
das Fenster so kurz wie moglich sein. Kurze Fenster fiihren jedoch wiederum
zu einer groben Auflosung des Frequenzvektors. Im Folgenden wird daher die

103



Stabilitdtsgrenzen ohne Absorber

Festerldnge zur Analyse einer Schwingungsmode stets so gewdhlt, dass das
Fenster eine Schwingungsperiode dieser Mode beinhaltet. Fiir die T1- bzw.
T2-Mode bedeutet dies, dass die zugehorige Frequenz im zweiten bzw. drit-
ten Bin des Frequenzvektors zu finden ist. Das Herauslesen der Schwingungs-
amplitude an diesem Bin liefert dann das Amplitudenverhalten der Schwin-
gungsmode als Funktion der Zeit. Abbildungl6.6] zeigt beispielhaft dieses Ver-
halten fiir den Fall g, = 2 und 5, =2 und 7 = 1.56-107%s.

In(p) (normiert) [ - ]

0 0.5 1 1.5 2 25

Abbildung 6.6: Verlauf der Amplituden der T1- und T2-Mode als Funktion der
Zeit fiir ngy, = 2 und 7 = 1.56- 10~*s (halblogarithmische Dar-
stellung

Abbildung[6.6] zeigt deutlich, dass die Amplitude der T1-Mode in diesem Fall
mit der Zeit zunimmt, die T2-Mode mit der Zeit abnimmt. Bei den Schwan-
kungen innerhalb des Signals handelt es sich um Artefakte aus der diskre-
ten Fourier-Transformation, da nicht garantiert werden kann, dass die Fenster
beim Nulldurchgang der Schwingung beginnen. Aulerdem fiihrt die schlech-
te Frequenzauflosung zu Ungenauigkeiten. Daher sollte die vorliegende Me-
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6.4 Bestimmung der Stabilitét

thode nur zur Abschitzung grober Trends verwendet werden.

Mit Hilfe des beschriebenen Verfahrens kann ndherungsweise auch der Ab-
klingkoeffizient a der einzelnen Schwingungsmoden bestimmt werden: In der
halblogarithmischen Darstellung kann der Verlauf der Amplituden iiber der
Zeit mit einer Gerade gendhert werden. Die Steigung dieser Gerade entspricht
dann dem Abklingkoeffizienten a.

6.4 Bestimmung der Stabilitit

Ein stabiles System ist durch abfallende Schwingungsamplituden gekenn-
zeichnet. Aus der Zeithistorie der Simulationen ist aber an einzelnen Punk-
ten nicht immer unbedingt eindeutig erkennbar, ob die die Schwingungsam-
plitude ab- oder zunimmt. Auch die Methode zur Trennung des Amplituden-
verlaufs der einzelnen Moden tiiber die Kurzzeit-FFT birgt Ungenauigkeiten.
Insbesonders nahe der Stabilitdtsgrenze ist das Verfahren sehr fehleranfillig.

Daher wird in dieser Auswertung die akustische Energie herangezogen: In ei-
nem akustisch neutralen System nimmt die darin enthaltene akustische Ener-
gie weder zu noch ab. Dieser Sachverhalt ldsst sich mathematisch ausdriicken
als

08
T = 0 <= & =const. (6.6)

Dies bedeutet auch, dass eine mit der Zeit abfallende akustische Energie im
System fiir ein stabiles System spricht, eine mit der Zeit zunehmende fiir in
instabiles.

Zur Berechnung der akustischen Energie in der Brennkammergeometrie wer-
den die Felddaten an einzelnen Zeitpunkten fiir die Schwankungsgréflen und
mittleren Grollen verwendet. Dies ergibt zundchst die Verteilung der akusti-
schen Energie im Feld zu den einzelnen Zeitpunkten. Aufintegrieren dieses
Wertes iliber das gesamte Volumen von Brennkammer und konvergetem Dii-
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senteil liefert die gesamte, in diesem Volumen enthaltene, akustische Ener-
gie. Dieser Wert umfasst dann den Beitrag aller Schwingungsmoden und Fre-
quenzen. Dies bedeutet jedoch auch, dass diese Betrachtung keine Aussage
dartiber liefern kann, welche der Schwingungsmoden den grolten Anteil an
der akustischen Energie hat.
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Abbildung 6.7: Akustische Energie im gesamten Volumen fiir unterschiedli-
che Parameter des Crocco-Modells als Funktion der Zeit

Abbildung[6.7] zeigt den Verlauf der akustischen Energie im Volumen fiir un-
terschiedliche Parameter des Crocco-Modells als Funktion der Zeit. Die stabi-
len Fille auf der linken Seite von Abbildung[6.7/fiir ng, = 1 zeigen einen mo-
notonen Abfall der akustischen Energie mit der Zeit. Die instabilen Faille fiir
nsim = 2 auf der rechten Seite von Abbildung[6.7]zeigen ebenfalls zuerst einen
Abfall. Dieser Abfall entsteht, da am Anfang diejenigen Anteile aus der An-
fangsbedingung herausgedampft werden, die nicht durch das Flammenmo-
dell verstdrkt werden. Erst wenn die Anregungseffekte die Dampfung der nicht
verstarkten Moden iiberwiegen, tritt ein Wachstum der akustischen Energie
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auf. Fiir unterschiedliche Verzugszeiten fallen sowohl das Absinken als auch
der Anstieg unterschiedlich stark aus. Dieser Effekt ldsst sich mit Hilfe einer
Analyse des Rayleigh-Integrals erkldren.

6.5 Analyse der Ergebnisse

Das Vorzeichen des Rayleigh-Integrals2.1lbestimmt, ob die Warmefreisetzung
dem System akustische Energie zufiihrt oder entzieht. Eine lokale Betrachtung
des Rayleigh-Integrals liefert die Bedingung

T
1
?fp’-q’vdtdv > 0. 6.7)
SO

Dieses lokale Rayleigh-Integrals sagt aus, ob am betrachteten Punkt akusti-
sche Energie erzeugt oder vernichtet wird. Das lokale Rayleigh-Integral
lasst sich fiir das Crocco-Modell unter der Annahme einer sinusformigen
Schwingung mit konstanter Amplitude analytisch auswerten. Einsetzen des
Ausdrucks fiir g, aus Gleichung[5.2lund anschliefendes Aufintegrieren {iber
die Schwingungsperiode T resultiert in einem Ausdruck proportional zu

. (n ‘L')
sin | —
T

Der Ausdruck auf der linken Seite von Gleichung[6.8lkann Werte zwischen null
und eins annehmen. Gleichung[6.814dsst die folgenden beiden Beobachtungen
zu: Erstens kann der Ausdruck auf der linken Seite von Gleichung[6.8/keine ne-
gativen Werte annehmen. Dies bedeutet, dass eine durch das Crocco-Modell
beschriebene Warmefreisetzung nie dampfende Wirkung haben kann, son-
dern stets akustische Energie zufiihrt. Zweitens hidngt der tatsdchliche Wert
des aufintegrierten Rayleigh-Integrals[6.8| nur vom Verhiltnis der Verzugszeit
7 zur Schwingungsdauer T ab. Damit bestimmt die Verzugszeit 7 fiir welche

2
> 0. (6.8)
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Frequenzen das Rayleigh-Integral maximale Werte annimmt. Fiir diese Fre-
quenzen ist die Energiezufuhr fiir die Schwingung dann am grof3ten, was sich
auch aus der energetischen Betrachtung in Abschnitt4.4.2.3 ablesen ldsst.

Das Rayleigh-Integral 6.8l nimmt fiir Werte von 7 und T; maximale Werte an,
fir die gilt

T
T = — (2c-1) (6.9)
2
= L @e-n
= 2f C ,

mit ¢ € N. Einsetzen der analytischen Eigenfrequenzen des Triebwerks aus Ta-
belle5.3]in Gleichung ergibt die in Tabelle [6.1] zusammengefassten Wer-
te fiir die Verzugszeiten 7, welche die einzelnen Moden ,,optimal “ antreiben
konnen.

Mode | Verzugszeit 7 [s] (c=1) | Verzugszeit 7 [s] (c = 3)
L1 1,73-107* 5,19-107%
T1 1,48-107* 4,44 .10
TiL1 | 1,12-107% 3,36-107%
T2 0,89 -107* 2,67-107%
R1 0,71-1074 2,13-1074
T3 0,65-1074 1,95-107%

Tabelle 6.1: Optimale Werte der Verzugszeit 7 zum Antreiben der Eigenmoden

Der durch die Parameterstudie abgedeckte Bereich von 1 nach Gleichung[6.4]
umfasst optimale Verzugszeiten zur Anregung aller in Tabelle 6.1l erwdhnten
Moden. Das Auswerten der Frequenzraumdarstellung fiir verschiedene Beob-
achtungspunkte analog Abbildung[6.3] zeigt, dass fiir alle verwendeten Werte
von n und 7 stets nur die erste und die zweite transversale Mode die groten
Amplituden aufweisen. Kapitel[7zeigt, dass diese beiden Moden im Vergleich
zu den anderen die schwichste Dampfung durch die Diise erfahren.
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6.5 Analyse der Ergebnisse

Die Anregung dieser beiden Moden ldsst sich mit Hilfe des Rayleigh-Integrals
analysieren. Der obere Teil von Abbildung[6.8lzeigt die Amplituden fiir die T1-
und T2-Mode an einem Punkt in der Brennkammer als Funktion der Verzugs-
zeit T (ngm = const). Die Amplitude der T1-Mode weist hierbei fiir eine Ver-
zugszeitvon 7 = 1,56-10*s ein Maximum auf, die T2-Mode bei 7 =1,01-107*s.
Der in der unteren Hélfte von Abbildung dargestellt Wert des Rayleigh-
Integrals weist den gleichen Verlauf auf. An dieser Stelle sei nochmal darauf
hingewiesen, dass der Wert des Rayleigh-Integrals von null zwar bedeutet,
dass keine Anregung stattfindet, die entsprechende Mode aber trotzdem in
geddmpfter Form vorhanden sein kann. Bei den grof8eren Werten fiir 7 ist
die Anregung fiir keine der beiden Moden optimal. Dort wird bei dhnlichen
Verlusten weniger akustische Energie zugefiihrt. Dies erkldrt, warum in Abbil-
dung[6.7 die akustische Energie fiir diese Fille langsamer anwéchst.

1 [ ° Y ® o
‘ ®
€ ® o
2
E sl ¢ ° T1
e ¢ ° o T2
@ ¢ ¢
0 L L L L L
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Abbildung 6.8: Vergleich der Schwingungsamplituden aus der Rechnung mit
dem theoretischen Antrieb durch das Rayleigh-Integral
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Stabilitdtsgrenzen ohne Absorber

6.6 Darstellung in Form einer Stabilitéitskarte

Die am stirksten vertretene Mode wird durch die Auswertung der Schwin-
gungsamplituden an verschiedenen Beobachtungspunkten bestimmt. Zu-
sammen mit den Informationen aus der zeitlichen Entwicklung der akusti-
schen Energie im System lésst sich die Stabilitdt dieser Mode beurteilen. Ab-
bildung[6.9] zeigt diese beiden Informationen zusammengefasst in einer Sta-
bilitdtskarte.
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Abbildung 6.9: Stabilitdtskarte fiir die untersuchten Fille

Die Stabilitdatskarte verdeutlicht, dass Instabilitdten bereits fiir sehr kleine
Werte des Interaktionsindex n auftreten. Dies liegt daran, dass der einzige
ddampfende Mechanismus bei den Rechnungen in diesem Kapitel die Diisen-
dampfung ist. Sie allein reicht offensichtlich nicht aus, um das Triebwerk bei
reellen Bedingungen stabil zu halten.

Bei der Erstellung der meisten Stabilitdtskarten in der Literatur (siehe
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6.7 Zusammenfassung

z.B. [HR72]), bei denen die Instabilitdt bei ca. n = 0,6 beginnt, werden stets
mehrere dimpfende Effekte wie Absorber, Baffels oder der Droplet Drag be-
riicksichtigt. Ergebnisse wie z.B. von Mitchell [Mit95], bei denen ebenfalls
nur die Diisenddmpfung berticksichtigt wird, ergeben Stabilitdtsgrenzen bei
ebenfalls sehr geringen Werten von 7. Bei diesen Ergebnissen liegen die Sta-
bilitdtsgrenzen fiir die T1-Mode bei n = 0.25, was in etwa den Aussagen der in
Abbildungl[6.9/dargestellten Ergebnisse entspricht.

6.7 Zusammenfassung

Das vorgestellte Berechnungsverfahren erméglicht die Beschreibung von
selbsterregten Verbrennungsschwingungen im Zeitbereich. Die auftretenden
Moden lassen sich mit Hilfe der Theorie nach Rayleigh erkldren. Dabei sind
insbesondere die erste transversale Mode T1 und die zweite transversale Mo-
de T2 dominant. Die Stabilitét selbst ldsst sich durch Berechnen der gesamten
akustischen Energie im System beurteilen. Die Stabilitdtsgrenzen liegen bei
vergleichsweise niedrigen Werten des Interaktionsindex n. Diese Werte sind
deutlich kleiner als diejenigen, die von Harrje und Reardon [HR72] fiir hyper-
gole Treibstoffe angegeben werden. Dies bedeutet, dass die Diisenddmpfung
alleine nicht ausreicht, um das Triebwerk im stabilen Bereich zu halten. Dafiir
miissen weitere ddmpfende Mechanismen vorhanden sein.
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7 Analyse des Diisenverhaltens

Zur Untersuchung und Verifizierung des berechneten Diisenverhaltens wer-
den verschiedene Techniken herangezogen: Ein direkter Vergleich zu halb-
analytisch bestimmten Werten fiir die Diisenadmittanz nach Bell und
Zinn [BZ73] zeigt Unterschiede und Gemeinsamkeiten zwischen dieser Theo-
rie und der numerischen Simulation fiir Transversalmoden auf. Die Quanti-
fizierung der gesamten akustischen Verluste der Diise fiir die in dieser Arbeit
analysierte T1-Mode erfolgt durch die Berechnung eines Abklingkoeffizien-
ten. Es folgt eine Validierung des verwendeten Ansatzes fiir Longitudinalm-
oden im Vergleich zu experimentellen Daten von Bell [Bel72].

7.1 Diisenadmittanzen

Dieser Abschnitt erldutert die physikalische Bedeutung der Diisenadmittan-
zen. Halb-analytisch ermittelte Werte nach Bell und Zinn [BZ73] werden mit
Werten verglichen, welche aus der numerischen Simulation im Zeitbereich
stammen.

7.1.1 Theoretische Beschreibung des Diisenverhaltens

Wie bereits im Abschnitt beschrieben, wird der Einfluss der Raketen-
diise auf das akustische Feld in der Brennkammer gerne in Form einer Dii-
senadmittanz Yp,e angegeben. Die Diisenadmittanz ist hierbei eine Grole,
die sowohl von den Stromungseigenschaften als auch von der Schwingungs-
frequenz und der Schwingungsmode abhéngt.

Diisenadmittanzen lassen sich z.B. mit dem Code von Bell und Zinn [BZ73]
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7.1 Diisenadmittanzen

berechnen. Dazu muss die Diisengeometrie, wie in Abbildung[7.1] dargestellt,
in drei Abschnitte (Torus, Kegelabschnitt, Torus) eingeteilt werden. Die Dii-
senkontur kann dann eindeutig iiber die Parameter Brennkammerdurchmes-
ser Rpx, Krimmungsradius am Diiseneingang Rxpg, Diisenéffnungswinkel
Opue, Radius am Diisenhals Rpy und dem Kriimmungsradius am Diisenhals
Rxpn beschrieben werden.
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Abbildung 7.1: Parametrisierung der Diisenkontur nach Bell und Zinn [BZ73]

Weitere Eingabeparameter fiir die Berechnung der Diisenadmittanz sind die
Schallgeschwindigkeit a, die Mach-Zahl am Diiseneintritt Mpg, der Isentro-
penexponent kx, die Schwingungsmode und der Abklingkoeffizient .

Fiir eine harmonische Schwingung mit konstanter Amplitude (a = 0) ergeben
sich die in Tabelle [7.]1] zusammengestellten Werte fiir die einzelnen Schwin-
gungsmoden des Aestus-Triebwerks. Tabelle [7.1] zeigt, dass die Diisenadmit-
tanz sowohl im Realteil als auch im Imagindrteil positive oder negative Wer-
te annehmen kann. Das Vorzeichen des Realteils der Diisenadmittanz Yp,e r
gibt nach Gleichung[4.77] die Richtung des rein akustischen Transports tiber
die Intensitdt u’'p’ ohne konvektive Effekte an. Negative Werte des Realteils
der Diisenadmittanz sagen aus, dass iiber die Diiseneintrittsebene akustische
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Analyse des Diisenverhaltens

Mode | Ypye R theo | YDue,l theo
T1 -0,22 -0,13

L1 1,76 -0,56
TiL1 | 1,39 1,00

T2 -0,252 0,096
T2L1 | 0,95 -0,93

Tabelle 7.1: Diisenadmittanzen fiir das Aestus-Triebwerk nach der Theorie
von Bell und Zinn [BZ73]

Energie von der Diise in die Brennkammer hinein transportiert wird. Positi-
ve Werte des Realteils der Diisenadmittanz zeigen an, dass die Brennkammer
akustischen Energie tiber die Diise verliert. Je grol3er der positive Wert des Re-
alteils, umso groler ist der Verlust an akustischer Energie durch die Diise.

Fiir die beiden transversalen Moden ist der Realteil der Diisenadmittanz in
Tabelle [7.1] negativ. In der Literatur findet sich daher oft die Aussage, dass
fiir transversale Moden die Diise eine destabilisierende Wirkung habe [CS67],
[Cul88]. Diese Betrachtung berticksichtigt alleinig den rein akustischen Trans-
port tiber die Intensitédt u’p’ ohne konvektive Effekte. Betrachtet man jedoch
den gesamten akustischen Fluss iiber die Diiseneintrittsebene gemélfs For-
mel [4.76], so sorgt der konvektive Transport akustischer Energie durch die
mittlere Stromung meist auch im Falle negativer Realteile der Diisenadmit-
tanz Yg pye flir einen akustischen Verlust der Brennkammer an die Diise.

Die Gro8enverhiltnisse von rein akustischen Transport zu konvektivem
Transport von akustischer Energie lassen sich durch die Analyse der vier An-
teile des akustischen Flusses in Gleichung bestimmen. Der akustische
Fluss setzt sich dort aus vier verschiedenen Termen zusammen. Der ers-
te Term beschreibt den rein akustischen Fluss, die Terme drei bis vier den
konvektiven Transport akustischer Energie. Fiir die T1-Mode in Tabelle [7.1]
(Ypuer = —0,22, Ypuer = —0,13, Mpg = 0,26) hat der erste Term destabilisie-
rende Wirkung, da sein Vorzeichen negativ ist. Die Terme zwei und drei sind
im Vergleich zu den anderen Termen klein, und werden hier vernachléssigt.
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7.1 Diisenadmittanzen

Damit wird der konvektive Einfluss hauptsédchlich von Term vier beschreiben.
Dieser ist positiv und hat daher stabilisierende Wirkung. Term vier ist betrags-
mailig leicht grofler als Term eins (ca. 0,8 mal Betrag von Term vier). Damit
tiberwiegt im vorliegenden Fall leicht die stabilisierende Wirkung des konvek-
tiven Transports akustischer Energie.

Fiir die Moden mit longitudinalen Anteilen, also die L1-, die T1L1- und die
T2L1-Mode, ist der Realteil der Diisenadmittanz Yg p,e in Tabelle [7.1] positiv.
Dies fiihrt in jedem Fall zu akustischen Verlusten durch die Diise, die den
ddmpfenden Einfluss der Diise bei transversalen Moden deutlich {iberstei-
gen. Fiir die L1-Mode nimmt der Realteil der Diisenadmittanz den grof3ten
Wert an. Damit sind die akustischen Verluste durch die Diise fiir die L1-Mode
am gro3ten. Dies erkldrt, warum im vorangehenden Kapitel[@ vor allem trans-
versale Moden zu beobachten sind, obwohl auch longitudinale Moden vom
Wirmefreisetzungsmodell angeregt werden miissten.

7.1.2 Numerische Bestimmung der Diisenadmittanz

Die Diisenadmittanz kann sowohl aus selbsterregten Rechnungen mit War-
mefreisetzungsquelle als auch als Simulationen, bei denen einzelne Schwin-
gungsmoden kiinstlich liber eine Fremderregung erzeugt werden, extrahiert
werden. Bei den fremderregten Rechnungen wurde die Schwingung iiber eine
periodische, kugelformige Volumenquelle angeregt. Die Anregungsfrequenz
entspricht bei diesen Fillen der Eigenfrequenz der gewiinschten Schwin-
gungsmode.

Beide Typen von Simulationen liefern den zeitlichen Verlauf der Druck-
schwankung p’ und der Geschwindigkeitsschwankung u’ an verschiedenen
Beobachtungspunkten. Aus den Zeitsignalen an Punkten in der Diiseneintritt-
sebene ldsst sich eine lokale, an diesem Punkt geltende Diisenadmittanz ex-
trahieren.

Die Berechnung der Diisenadmittanz erfordert die folgenden Schritte:

* Durchfiihren der diskreten Fourier-Transformation fiir die Zeitsignale
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Analyse des Diisenverhaltens

der Druckschwankung p’ und die Geschwindigkeitsschwankung normal
zur Diiseneintrittsebene u'.

 Extraktion der Amplituden p und # bei der Frequenz der zu betrachten-
den Schwingungsmode.

 Extraktion der Phasendifferenz ¢ zwischen p’ und u’. Wichtig ist hierfiir,
dass der betrachtete Punkt nicht im einem Schwingungsbauch der ana-
lysierten Mode liegt, da die Phasenwinkelbestimmung fiir Gr68en mit ei-
ner geringen Amplitude sehr fehleranfillig ist.

* Bilden der Diisenadmittanz aus dem Amplitudenverhdltnis p und @ von
und dem Phasenwinkel ¢ und Aufspalten in Real- und Imaginérteil.
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Abbildung 7.2: Vergleich numerisch (Punkte) und theoretisch (Linien) ermit-
telter Werte fiir die Diisenadmittanz der T1-Mode; oben Real-
teile; unten Imagindrteile
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7.1 Diisenadmittanzen

Abbildung[7.2] zeigt beispielhaft die Werte fiir Real- und Imaginérteil der Dii-
senadmittanz fiir die T1-Mode aufgetragen iiber die Position der Auswerte-
punkte. Die Werte der Diisenadmittanz sind durch die ausgefiillten Punk-
te dargestellt. Die Werte stammen aus der Rechnung fiir ng, =2 und 7 =
1,56 -10~%s. Die gezeigten Beobachtungspunkte liegen jeweils auf konzentri-
schen Kreisen in der Diiseneintrittsebene mit dem Mittelpunkt auf der Sym-
metrieachse der Brennkammer und den Radien r; = Rgx und r, = 0,5 - Rpk.
Die numerisch bestimmten Werte fiir die Diisenadmittanz werden in Abbil-
dung mit den Werten aus der Theorie nach Bell und Zinn [BZ73] vergli-
chen. Die Theorie liefert die in durchgezogenen Linien dargestellten Werte,
welche liber den Querschnitt der Diiseneintrittsebene konstant sind. Abbil-
dung 7.2 zeigt grundsitzlich eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen den
theoretischen Werten und den numerischen Werten. Auch die Streuung der
numerisch ermittelten Werte in Umfangsrichtung ist auf beiden Kreisen ge-
ring. Die Standardabweichung ist in beiden Féllen sowohl fiir Real- als auch
Imagindrteil kleiner als 0,007. Daher wird im Folgenden stets mit umfangsge-
mittelten Werten argumentiert.

In Tabelle[7.2]sind in Umfangsrichtung gemittelte Werte fiir die Diisenadmit-
tanz der T1-Mode jeweils fiir die Kreise mit r; = Rgx und r, = 0,5 Rgx und fiir
verschiedene Abklingkoeffizienten zusammengestellt. Sie werden den Werten
aus der Theorie nach Bell und Zinn [BZ73] verglichen. Die verwendeten Fille
mit Warmefreisetzungsmodell wurden so gewihlt, dass fiir diese mit Hilfe der
Kurzzeit-FFT (siehe Abschnitt[6.3) eine eindeutige Abschidtzung des Auf- bzw.
Abklingkoeffizienten moglich ist. Bei den Féllen ohne Flamme wurde die T1-
Mode iiber eine periodische Volumenquelle, wie am Anfang dieses Abschnit-
tes erkldrt, kiinstlich erzeugt.

Die Abweichungen der dargestellten umfangsgemittelten Werte von den theo-
retischen Werten betrdgt auf dem dulleren Kreis mit r; = Rgx im Realteil ma-
ximal 13%, im Imagniarteil zwischen 9 % und 38%. Auf dem inneren Kreis
weicht der Realteil um maximal 13 % von den theoretischen Werten ab, der
Imagindrteil um maximal 32%. Die Werte fiir die Admittanz aus der Numerik
sind grundsitzlich etwas grofSer (und betragsméalligkleiner) als diejenigen aus
der Theorie. Damit ergibt die Numerik leicht grollere Diisenverluste als die
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Fall a YDue,theo YDue,num,r=Rgx | YDue,num,r,=0,5Rpx
Ngim=3und7=1,56-10"%s | 5361/s | -0,15-0,16i | -0.14-0,1241i -0,13-0,131i
Ngim =2und 7 =1,56- 107%s 3041/s | -0,18-0,1481i | -0.17 -0,12 i -0,16 -0,1271

Ngim =2und 7 =1,038- 107%s | 1791/s | -0,19-0,14i | -0.185-0,086i -0,174 -0,095 i
ohne Flamme, neutral 01/s -0,22 -0,131i | -0,20-0,1031i -0.19-0,111i

ohne Flamme -1871/s | -0,24-0,131 | -0,23-0,111 -0.22-0,121

Tabelle 7.2: Diisenadmittanzen: Vergleich der Admittanzen aus der nume-
rischen Simulation mit den theoretischen nach Bell und Zinn
[BZ73] fiir verschiedene Abklingkoeffizienten a

theoretische Vorhersage. Mogliche Ursache hierfiir ist die Verwendung unter-
schiedlicher Gleichungssitze bei Ableitung der Theorie und bei den numeri-
schen Berechnungen. Die Simulationen werden mit den APEs durchgefiihrt,
wohingegen der Zinn-Theorie die LEEs fiir isentrope Stérungsausbreitung zu-
grunde liegen. Wie in Kapitel diskutiert, sollten die Unterschiede zwi-
schen diesen beiden Gleichungssétzen fiir die vorliegende Grundstromung
jedoch gering ausfallen.

Aufféllig sind aullerdem Unterschiede zwischen den numerischen Werten auf
dem inneren und dem dulleren Kreis. Diese sind vermutlich Effekten durch
das zweidimensionale Verhalten der mittleren Stromung zuzuschreiben. Im
Gegensatz zur Theorie, die eine eine eindimensionale Grundstrémung vor-
aussetzt, kommt bei den numerisch berechneten Werten eine zweidimen-
sionale Grundstromung zum Einsatz. Der Aullenbereich, wo die Stromlinien
nicht parallel zur Diisenachse sind, liefert andere Werte der Diisenadmittanz
als der Bereich mit nahezu zur Achse parallelen Stromlinien.

Abgesehen von diesen geringen Abweichungen ist die Ubereinstimmung zwi-
schen den umfangsgemittelten Werten aus der Numerik und den Werten aus
der Theorie nach Bell und Zinn sehr hoch.

Sowohl der Real- als auch der Imaginédrteil der Diisenadmittanz sind eine
Funktion des Abklingkoeffizienten a [BZ73]. Diese Eigenschaft der Diisenad-
mittanz wird auch von Tabelle verdeutlicht: Je kleinere Werte a annimmt
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7.2 Diisenabklingkoeffizienten

umso kleiner wird der Realteil der Diisenadmittanz. Gleichzeitig steigt der
Wert des Imagindrteils an. Der absinkende Realteil fiihrt bei gleichen Stoff-
und Stromungseigenschaften zu einem grolleren akustischen Fluss iiber die
Diiseneintrittsebene in die Brennkammer hinein. Dies kann aus dem ersten
Term in Gleichung4.76] 1 | p

p ‘% (Y) abgelesen werden. Damit wirkt die Diise
dem Abklingen der Schwingung in der Brennkammer entgegen. Umgekehrt
bremst das Ansteigen des Realteils mit steigender Amplitude das Aufklingen
der Instabilitdt. Diese Abhédngigkeit der Diisenadmittanz vom Abklingkoeffi-
zienten a wird auch von den aus der Numerik extrahierten Werten wiederge-
geben.

7.2 Diisenabklingkoeffizienten

Unter der Voraussetzung, dass keine Fliisse von akustischer Energie tiber
andere Grenzen des Systems vorhanden sind, bietet die Bestimmung eines
Diisenabklingkoeffizienten ap,. eine weitere Moéglichkeit zur Charakterisie-
rung des Diisenverhaltens. Dieser gibtim Gegensatz zur Diisenadmittanz Yp,e
auch durch konvektive Prozesse verursachte akustische Verluste wieder. Das
folgende Kapitel beschreibt die numerische Berechnung eines Diisenabkling-
koeffizienten und vergleicht diesen Wert mit einer Abschitzung tiber die akus-
tische Energiebilanz der Brennkammer. Analoge Abschidtzungen wurden fiir
longitudinale Moden von Zinn [Zin72] oder Lecourt [LF96] veroffentlicht.

7.2.1 Numerische Berechnung des Diisenabklingkoeffizienten

Zur numerischen Berechnung des Diisenabklingkoeffizienten wird ein Fall
ohne Verbrennungsmodell untersucht. Die T1-Mode wird kiinstlich, wie in
Abschnitt [7.1.2] erkldrt, tiber eine periodische Volumenquelle erzeugt. Da-
zu erfolgt die Anregung mit der Frequenz der T1-Mode. Dies stellt sicher,
dass hauptsdchlich eine Schwingungsmode, ndmlich die T1-Mode, in der
Brennkammer vorhanden ist. Anschlie8end wird das zeitliche Abklingen der
Schwingung in der Brennkammer ohne Anregung beobachtet. Ein Beispiel
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Analyse des Diisenverhaltens

fiir das abklingende Signal (gerechnet auf Gitter 1) ist in Abbildung [7.3] dar-
gestellt. Zur Extraktion des Diisenabklingkoeffizienten wird iiber die Hilbert-
Transformation die Einhiillende des Signals bestimmt, welche wiederum tiber
eine Exponentialfunktion angendhert werden kann. Die angendherte Expo-
nentialfunktion mit dem Abklingkoeffizienten apye num = —187 1/s ist in Form
einer gestrichelten Kurve in Abbildung[7.3]eingetragen.
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Abbildung 7.3: Abklingendes Signal der T1-Mode und Exponential-Fit der
Einhiillenden mit apye num = =187 1/s

7.2.2 Analytische Abschitzung des Diisenabklingkoeffizienten

Der Diisenabklingkoeffizient ap,e ldsst sich mit Hilfe einer Bilanzierung der
akustischen Energie in der Brennkammer abschédtzen. Nach Cantrell und Hart
[CH64] besteht die folgende Beziehung zwischen dem Abklingkoeffizienten
a, der gemittelten akustischen Energie (£) im Volumen und dem gemittelten
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7.2 Diisenabklingkoeffizienten

akustischen Fluss tiber die Berandungen des Systems (n-I).

_l_(n-I) (7.1)
2 (&) .

Gleichung [7.1] wird nun im Folgenden fiir zeitlich harmonische Signale der
Form p' = p (x) - exp (iwt) ausgewertet. Zur Bestimmung der rdiumlichen Ver-
teilung der Amplituden wird die Brennkammer als zylindrische Geometrie
gendhert, welche an den Winden das akustisch vollreflektierende Verhalten
einer festen Wand aufweist. Damit geht in diese Modellierung die Annahme
ein, dass die Diisenadmittanz einen Wert nahe dem Wert Null annimmt. Dies
stellt fiir die kleinen Werte der Diisenadmittanz der T1-Mode eine vertretbare
Ndherung dar. In diesem Zylinder besitzt die Druckschwankung fiir die erste
transversale Mode die Form

pre) = Ji (KloRL) cos (6). (7.2)

BK

Die Ausdriicke fiir die Geschwindigkeitsschwankung ' in axiale Richtung, v’
in radiale Richtung und w' in Umfangsrichtunglassen sich mit Hilfe der linea-
risierten Impulsgleichung in Zylinderkoordinaten

ou _ _10p 73
ot  pox '
ov' 10p'

o _ 297 7.4
ot p or 74
ow'  110p (7.5)
ot  pr oo '

bestimmen. Gleichungen [7.3] - gelten fiir ein ruhendes Medium. Mit Hil-
fe dieser Ausdriicke fiir die akustischen Schwankungsgréflen kann nun die
akustische Energie in einer zylindrischen Brennkammer berechnet werden.
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Analyse des Diisenverhaltens

Fiir die lokale akustische Energie in einem ruhenden Medium gilt nach Tabel-
le

”2 =12
= (7.6)
2a’p 2

Zur Bestimmung von (&) wird E iiber das Volumen des Zylinders integriert

Lk Rpk 27

E = fffdedrdO (7.7)
0 0 0

und entsprechend Gleichung4.73| zeitlich gemittelt.

Fiir den zeitlich gemittelten akustische Fluss tiber die Diiseneintrittsebene gilt
Gleichung[4.76l Hier wird nun im Gegensatz zur Bestimmung der akustischen
Energie angenommen, dass diese Berandung mit der Geschwindigkeit & tiber-
stromt wird.

Einsetzen der ermittelten Ausdriicke in Gleichung[7. 1] fiir die Diisenadmittanz
nach Bell und Zinn mit den Werten Yg pye theo = —0,22 und Y] pyetheo = — 0,13
fiir eine nicht-verdnderliche Amplitude ergibt einen Abklingkoeffizienten
QA Due,theo = —122 1/ 5. Dieser Wert liegt etwa 30% unter dem numerisch errech-
neten Wert. Jedoch weisen der analytische und der numerische Wert eine zu-
friedenstellende Ubereinstimmung auf.

Grundsitzlich ldsst sich feststellen, dass die Abschédtzung und damit der Wert
fiir den Abklingkoeffizienten sehr sensitiv auf kleine Anderungen in den ver-
wendeten Werten der Realteil der Diisenadmittanz reagiert.

7.3 Experimentelle Validierung fiir longitudinale Moden

Zur experimentellen Validierung der entwickelten Zeitbereichsmethode wer-
den Daten fiir Diisenadmittanzen aus Messungen von Bell [Bel72] herangezo-
gen. Da fiir transversale Moden noch keine zuverldssigen Daten zur Verfiigung
stehen, erfolgt die Validierung des Verfahrens anhand longitudinaler Moden.
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7.3 Experimentelle Validierung fiir longitudinale Moden

7.3.1 Beschreibung der experimentellen Daten

Die Arbeit von Bell [Bel72] beschéftigt sich mit der Messung von Dii-
senadmittanzen fiir L1- und L1T1-Moden mit Hilfe einer modifizierten
Impedanz-Rohr-Methode. Der Versuchsaufbau fiir die klassische Impedanz-
Rohr-Methode besteht aus einem glatten zylindrischen Rohr. An der einen
Seite des Rohrs wird eine Schallquelle angebracht, an der anderen sitzt die
Probe, deren Admittanz zu bestimmen ist. Dieser Versuchsaufbau ist in Abbil-
dung[7.4lschematisch dargestellt. Zur Messung der Diisenadmittanzen wurde
die klassische Impedanzrohrmethode um die Beriicksichtigung dreidimen-
sionaler Schwingungszustdnde und dem Vorhandensein einer mittleren Stro-
mung erweitert.

Schalldampfer Strémung

Auslass mit
(Anregun (]
% ‘7 gung) Duse Schalldampfer
Strémung
/ Kammer
4

| l 7
. Dynamische
Injektor Druckaufnehmer

Abbildung 7.4: Schematische Skizze des Teststand zur Bestimmung der Dii-
senadmittanz nach Bell [Bel72]

Zur Bestimmung der Admittanz wird die Druckschwankung an zehn unter-
schiedlichen Positionen aufgezeichnet. Aus diesen Daten erfolgt dann die Be-
rechnung der Diisenadmittanz. Fiir die detaillierten mathematischen Zusam-
menhinge wird an dieser Stelle auf die Arbeit von Bell [Bel72] verwiesen.

Die Versuche wurden mit Druckluft durchgefiihrt. Im Impedanzrohr herrscht
eine Temperatur von ca. T = 300 K und ein statischer Druck von ca. p =
1,8 bar. Der Durchmesser des Impedanzrohrs betrdagt D = 12 inch (= 30 cm).

Die Admittanz wurde fiir verschiedene Diisengeometrien mit unterschied-
lichen Offnungswinkeln 0p,. und unterschiedlichen Einstrom-Mach-Zahlen
Mpg in Abhédngigkeit der Anregungsfrequenz vermessen. Die Werte fiir Real-
und Imaginérteil der Diisenadmittanz stehen in Form von Plots fiir diese ver-
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Analyse des Diisenverhaltens

schiedenen Diisengeometrien zur Verfiigung.

Zur Validierung des Berechnungsverfahrens im Zeitbereich wurde eine Diise
mit den in Tabelle [7.3| zusammengestellten Abmessungen gewdhlt. Die ange-
gebenen Abmessungen ergeben eine nach dem in Abbildung [7.1] Verfahren
parametrisierte Diisenkontur.

Grole Wert
Opue = 15°
Rpk = 0,144 m
Rxkpe = 0,0634m
Rgpy = 0,0634m
Mpg = 0,08

Tabelle 7.3: Geometriedaten fiir die untersuchte Diise in der Validierungs-
rechnung

Die Diiseneintritts-Mach-Zahl Mpg = 0,08 bedingt einen Diisenhalsradius
Rpy = 0,039 m. Bei dieser Diisengeometrie sagen die experimentellen Daten
eine starke Abhdngigkeit des Real- und des Imagindrteils der Diisenadmittanz
von der Schwingungsfrequenz voraus. Ziel der Validierungsrechnung ist es zu
zeigen, dass das Berechnungsverfahren diese Abhédngigkeit von der Schwin-
gungsfrequenz richtig wiedergeben kann.

7.3.2 Validierung der berechneten Diisenadmittanzen

Die Diise mit den Abmessungen nach Tabelle[Z.3lwurde entsprechend dem in
Kapitel B beschriebenen Vorgehen modelliert. Die Erzeugung longitudinaler
Schwingungszustdnde erfolgt tiber die Anregung in einem scheibenférmigen
Abschnitt im zylindrischen Teil der Geometrie mit einer periodischen Volu-
menquelle. Die Anregungsfrequenz kann dabei entsprechend der in der Mes-
sung verwendeten Anregungsfrequenz variiert werden.

Die Admittanzen wurden nach dem in Abschnitt[7.1.2|beschriebenen Verfah-
ren aus der numerischen Rechnung extrahiert. Auch hier erfolgte die Aus-
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7.3 Experimentelle Validierung fiir longitudinale Moden

wertung auf zwei verschiedenen Kreisen mit r; = Rgx bzw. 1, = 0,5 Rgg. Auf
den einzelnen Kreisen ist fiir die longitudinalen Moden die Admittanz jeweils
konstant. Auf dem inneren Kreis werden grundsétzlich leicht h6here Werte er-
reicht als auf dem dul3eren.

Abbildung[7.5] zeigt einen Vergleich zwischen den experimentell bestimmten
Werten (Rauten) und den berechneten Werten fiir die Diisenadmittanz in Ab-
héingigkeit der entdimensionierten Kreisfrequenz w*. Bei den durch die Sterne
markierten Werten handelt es sich um die Ergebnisse aus der Simulation auf
dem dulleren Kreis mit r; = Rpg. Die Kreise markieren die Ergebnisse auf dem
inneren Kreis mit r, = 0,5- Rgx. Die durchgezogene Linie gibt die Werte aus der
Theorie nach Bell und Zinn wieder.

¢ Experiment
3r —Theorie

@) % Rechnung r, = RBK
2r /Ae,‘ o Rechnungr, =0.5'R 5,

Abbildung 7.5: Real - und Imaginérteil der Diisenadmittanz fiir longitudina-
le Moden (Opye = 15°, Mpg = 0,08) in Abhédngigkeit der entdi-
mensionierten Kreisfrequenz w* - Vergleich der experimentel-
len und numerischen Werte
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Abbildung zeigt deutlich, dass die numerisch ermittelten Werte sowohl
in Real- als auch im Imaginérteil das gleiche frequenzabhingige Verhalten
aufweisen wie die experimentellen Ergebnisse. Die absoluten Abweichungen
der numerischen Ergebnisse von den experimentellen liegen auf dem Kreis
r1 = Rpx bei maximal 11% im Realteil und maximal 23% im Imaginarteil. Auf
dem Kreis r, = 0,5 - Rgk liegt fiir beide Anteile die maximale Abweichung bei
ca. 40 % . Diese Abweichung wird durch die deutlich groBeren Werte fiir die
Admittanz bei der Frequenz w* = 1,95 verschuldet. In dem Frequenzbereich
um w* = 1,8 liefert auch die Theorie nach Bell und Zinn deutlich grof3ere Wer-
te als die Messungen. Offensichtlich tritt in diesem Frequenzbereich eine Ab-
weichungen zwischen Theorie bzw. Numerik und dem Experiment auf. Auf-
grund der starken Schwankungen der Admittanz bei kleinen Verdnderungen
in der Frequenz ist eine zuverldssige Auswertung der Daten in diesem Bereich
grundsétzlich schwierig.

Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass die Werte aus der numerischen
Simulation auf beiden Kreisen bei fast allen untersuchten Frequenzen sehr
gut mit den experimentell bestimmten Werten iibereinstimmen.

7.4 Zusammenfassung Diisenverhalten

Das vorliegende Kapitel zeigt, dass es eine gute Ubereinstimmung zwischen
den Werten fiir die transversale Diisenadmittanz aus der Simulation und den-
jenigen nach der Theorie von Bell und Zinn [BZ73]] gibt. Auch ein Vergleich der
Diisenadmittanzen fiir longitudinale Moden mit experimentellen Daten von
Bell [Bel72] liefert zufriedenstellende Ergebnisse. Mit Hilfe von Abklingkoef-
fizienten lassen sich die gesamten akustischen Verluste der Diise fiir Trans-
versalmoden sowohl numerisch als auch iiber eine theoretische Abschitzung
quantifizieren.

Die Untersuchungen bestédtigen, dass die Diisenadmittanz und damit auch
die akustischen Verluste der Diise eine starke Funktion des aktuellen Schwin-
gungszustandes sind. Der Vorteil der vorgestellten Zeitbereichsmethode ge-
geniiber den klassischen Verfahren besteht darin, dass die Zeitbereichssimu-
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7.4 Zusammenfassung Diisenverhalten

lationen automatisch fiir alle Schwingungszustdnde, d.h. Frequenzen, Mo-
den und Abklingkoeffizienten, das richtige Diisenverhalten beinhalten. Fiir
die vorgestellte Methode besteht daher kein Bedarf einer Vorabschitzung des
zu erwartenden Schwingungszustandes.

127



8 Einfluss eines Absorberrings

Das vorliegende Kapitel beschreibt den Einfluss eines Absorberrings auf
die Simulationsergebnisse und analysiert die zugehorigen Frequenzen und
Schwingungsamplituden. Der verwendete Ddmpferring besteht aus 40 gleich-
artigen A/4-Rohren, deren Resonanzfrequenz auf die T1-Mode abgestimmt
ist. Der Ring selbst beginnt am Einspritzkopfund erstreckt sich in axialer Rich-
tung tiber vier Zellen. Damit ergibt sich nahe des Einspritzkopfes ein ring-
formiger Bereich, in dem die vollreflektierende harte Wand durch die in Ab-
schnitt[5.4.4.2| beschriebene frequenzabhingige Randbedingung ersetzt wird.
Dort erfolgt nun je nach Frequenz eine partielle Reflektion der akustischen
Wellen. Die Randbedingung dampft dabei insbesondere Frequenzen um die
Eigenfrequenz der T1-Mode herum.

8.1 Einfluss auf die Eigenmoden

Um den Einfluss des Absorberrings auf die Eigenmoden zu testen, wird das
Abklingen eines breitbandigen Pulses analog zum Vorgehen in den Studien
zum Gittereinfluss durchgefiihrt. Eine diskrete Fourier-Transformation liefert
das zu den Zeitsignalen gehorige Frequenzspektrum. Abbildung[8.1lvergleicht
das Frequenzspektrum mit Absorberring (Sternchen) mit dem Frequenzspek-
trum ohne Absorberring (Rauten).

Im Frequenzbereich um die T1-Mode ldsst sich ein deutlicher Einfluss des
Absorberrings beobachten: Die Amplitude bei der urspriinglichen Frequenz
der T1-Mode erscheint im Fall mit Absorber deutlich reduziert im Vergleich
zum Fall ohne Absorber. Dafiir tritt bei einer Frequenz etwas unterhalb der
urspriinglichen Eigenfrequenz ein neuer Peak auf.
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8.1 Einfluss auf die Eigenmoden
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Abbildung 8.1: Vergleich des Frequenzspektrums mit Absorberring (Stern-
chen) und ohne Absorberring (Rauten) aus dem Abklingen
einen breitbandigen Druckpulses

Das Erscheinen zusédtzlicher Resonanzpeaks beim gezielten Dampfen der ur-
spriingliches Resonanzfrequenz mit Resonatoren ist ein bekanntes Phéno-
men, das bereits von verschiedenen Autoren beobachtet werden konnten
[CFE™04], [SD03]. Ursache hierfiir ist das Schaffen zusétzlicher Freiheitsgrade
des Systems, was eine Verschiebung der Eigenfrequenzen bzw. die Entstehung
zusétzlicher benachbarter Eigenmoden zur Folge hat [CFE04].

Wie in Abschnitt[5.4.4diskutiert, ddmpft das verwendete Absorbermodell aus-
schliefllich Frequenzen um die Eigenfrequenz des Absorbers. Daher bleiben
die Amplituden der restlichen Moden in Abbildung[8.1] weitgehend unbeein-
flusst.

129



Einfluss eines Absorberrings

8.2 Einfluss auf die Schwingungsamplituden

8.2.1 Abklingkoeffizienten

Die Quantifizierung der Dampfung der T1-Mode mit Diise und Absorbern
erfolgt analog Abschnitt tiber die Bestimmung eines Abklingkoeffizien-
ten a@. Dazu muss in der Raketenschubkammer eine Eigenschwingung bei
der neuen Eigenfrequenz erzeugt werden. Es scheint jedoch schwierig, mit
Absorberring eine saubere T1-Mode anzuregen. Unterschiedliche Punkte in
der Geometrie weisen ein unterschiedliches Abklingverhalten auf und bein-
halten offensichtlich Storeinfliisse. Das Beobachten des Abklingverhaltes an
verschiedenen Punken liefert einen mittleren Abklingkoeffizienten von ca.
aapspue = — 330 1/s. Dieser Abklingkoeffizient ist deutlich groRer als der des
Systems ohne Absorberring (apye = —187 1/s). Eine Trennung der Einfliisse
von Diise und Absorberring auf den Abklingkoeffizienten ist jedoch so ein-
fach nicht méglich: Da der Abklingkoeffizient ohne Absorber auch bei einer
anderen Frequenz bestimmt wurde und das Diisenverhalten eine Funktion
der Frequenz ist, gilt nicht der Zusammenhang

Oabs = dAbs, Due — XDue- (8.1)

Der Abklingkoeffizienten aapspue ist vielmehr als Abklingkoeffizient des Ge-
samtsystems aus Brennkammer, Absorber und Diise zu verstehen. Trotzdem
lasst der deutlich groflere Abklingkoeffizient des Gesamtsystems ein stabileres
Verhalten des Brennkammer mit schwankender Warmefreisetzung erwarten.

8.2.2 Stabilititsverhalten mit Wiarmefreisetzung

Der Einfluss des Absorberrings auf Simulationen mit schwankender War-
mefreisetzung wurde fiir unterschiedliche Werte der Parameter des Crocco-
Modells n und 7 ermittelt. Abbildung [8.2] zeigt beispielhaft die Verdnderung
des Frequenzspektrums fiir den Fall ng,, = 2, 7 = 1,56 - 10~*s bei Verwendung
des Absorberrings.
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Abbildung 8.2: Frequenzspektrum fiir ngy, = 2, T = 1,56 - 10~*s mit Absorber-
ring (Sternchen) und ohne Absorberring (Rauten)

Das Spektrum zeigt deutlich, dass die Verwendung des Absorberrings die Am-
plitude des T1-Modes reduziert. In der Ndhe der urspriinglichen Frequenz der
T1-Mode entstehen wieder zwei Maxima. Das Stabilitdtsverhalten dieses Fal-
les kann mit Hilfe der zeitlichen Entwicklung der akustischen Energie (siehe
Abschnitt[6.4) beurteilt werden. Diese Entwicklung ist in Abbildung(8.3/darge-
stellt: die rechte Seite von Abbildung(8.3 zeigt den zeitlichen Verlauf der akus-
tischen Energie fiir den in Abbildung(8.2]illustrierten Fall: ohne Absorberring
steigt die akustische Energie im System mit der Zeit an, mit Absorberring sinkt
sie ab. Dies bedeutet, dass der Absorberring fiir diesen Fall das Anwachsen der
T1-Mode unterdriicken kann.

Die linke Seite von Abbildung[8.3] zeigt das Verhalten der akustischen Ener-
gie als Funktion der Zeit fiir das Parameterpaar ng, = 2, 7 = 1,04-107%s. In
diesem Fall wichst ohne Absorberring sowohl die T1-Mode als auch die T2-
Mode an (siehe Abschnitt[6.3). Auch mit Absorberring wird kein stabiles Ver-
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Abbildung 8.3: Entwicklung der akustischen Energie in der Brennkammer mit
und ohne Absorberring fiir Rechnungen mit thermoakusti-

scher Quelle

halten erzielt: Dieser kann nur die instabile T1-Mode, jedoch nicht die insta-
bile T2-Mode unterdriicken, weil seine Eigenfrequenz auf die T1-Mode abge-
stimmt ist. Zur Unterdriickung der T1-Mode und T2-Mode miisste ein Ddmp-
ferring verwendet werden, der Absorber unterschiedlicher Lingen enthilt.
Diese miissten jeweils auf die Frequenzen der T1- und der T2-Mode abge-
stimmt sein.

8.3 Schlussfolgerungen Dimpferring

Kapitel [8 zeigt, dass ein auf die Frequenz der T1-Mode abgestimmter Absor-
berring das Potential hat, die Entstehung selbsterregter Verbrennungsschwin-
gungen in Raketenschubkammern zu unterdriicken. Das Kapitel zeigt jedoch
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8.3 Schlussfolgerungen Dampferring

auch den bekannten Effekt, dass das Anbringen des Ddmpferrings das System
verstimmt, was in ungiinstigen Féllen zur Entstehung von Instabilitdten bei
benachbarten Frequenzen fiihren konnte. Vorteil des Berechnungsverfahren
im Zeitbereich ist auch hier, dass der Einfluss der Diise automatisch bei der
verdnderten Eigenfrequenz richtig berticksichtigt wird.

Grundsitzlich problematisch bleibt die Auslegung der Resonatoren in der
Realitdt: wie in Abschnitt 5.4.4] erldutert, erfordert die Bestimmung der Re-
sonanzfrequenz der Absorber die genaue Kenntnis der Temperaturverteilung
bei jedem Betriebspunkt. Ohne diese Kenntnis ist es nicht fehlerfrei moglich,
einen Absorberring, wie in dieser Arbeit geschehen, genau auf die Schwin-
gungsfrequenz einer Eigenmode der Brennkammer auszulegen.
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9 Zusammenfassung und Ausblick

Die Vorhersage des Auftretens von Verbrennungsschwingungen in Raketen-
schubkammern stellt nach wie vor ein unzuldnglich gelostes Problem dar. Die
bekannten Berechnungsverfahren leiden unter den folgenden Einschrankun-
gen:

* Viele Verfahren erfordern eine starke mathematische Vereinfachung der
Grundgleichungen und der den Instabilitdten zugrunde liegenden physi-
kalischen Effekte. Sie beinhalten daher einen hohen Modellierungsgrad.
Dies fiihrt zu einer eingeschrankten Wiedergabe der Realitét.

* Verfahren, die die Navier-Stokes-Gleichungen vollstédndig 16sen sind nu-
merisch sehr aufwindig. Im Allgemeinen beinhalten sie trotzdem eine
Vielzahl von Modellen fiir die Turbulenz oder das Flammenverhalten.

 Viele Mechanismen bei der Entstehung von Verbrennungsschwingungen
sind noch nicht vollstdndig verstanden. Die vorhandenen Modelle basie-
ren daher oft auf stark vereinfachenden Annahmen.

¢ Verfahren, die Nicht-Linearitdten einschlieen, liefern zum Teil wider-
spriichliche Ergebnisse.

Die vorliegende Arbeit legt den Grundstein fiir ein Verfahren, das Teile der
oben beschriebenen Probleme 16st. Dieses Verfahren basiert auf der Losung
linearisierter Grundgleichungen fiir dreidimensionale Geometrien im Zeit-
bereich. Der Einfluss der schwankenden Warmefreisetzung wird dabei mit
Hilfe eines Quellterms modelliert, was eine Riickkopplung zwischen Akus-
tik und Flammenverhalten ermdoglicht. Als Warmefreisetzungsmodell kommt
das bekannte Crocco-Modell zum Einsatz. Die gewdhlten Grundgleichungen,
die sog. Acoustic Perturbation Equations, beschreiben die Wellenausbreitung
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in nicht-gleichférmigen Stromungen. Die Berechnung der Wellenausbreitung
erfolgt in der Brennkammer und im konvergenten Diisenteil, was die Ver-
wendung eines Modells fiir die Raketendiise tiberfliissig macht. Des weiteren
ermoglicht das entwickelte Modell die Einbindung von Dampfern {iber sog.
»Time-Domain-Impedance “ Randbedingungen.

Die vorliegende Arbeit zeigt, dass das Verfahren

e die Berechnung selbsterregter Verbrennungsschwingungen im Zeitbe-
reich ermoglicht. Die auftretenden Schwingungsmoden kénnen mit Hil-
fe des Rayleigh-Kriteriums erkldrt werden,

* das Diisenverhalten fiir die verschiedenen Schwingungssituationen au-
tomatisch richtig wiedergibt. Dies wird fiir transversale Moden mit der
Theorie nach Bell und Zinn und fiir longitudinale Moden mit experimen-
tellen Daten von Bell verifiziert,

* dazu geeignet ist, die experimentellen Werte fiir die Diisenadmittanz von
Bell fiir longitudinale Moden wiederzugeben und

e die Moglichkeit bietet, iiber frequenzabhidngige Absorber-
Randbedingungen die auftretenden Schwingungsmoden gezielt zu
dampfen.

Das entwickelte Verfahren besitzt damit die folgenden Vorteile gegeniiber den
bekannten Methoden aus der Literatur:

* Essind keine Annahmen iiber den zu erwartenden Schwingungszustand,
d.h. Modenformen, Amplituden oder Wachstumsraten, notwendig. Die-
se ist ein Ergebnis der Simulation. Damit beinhaltet dass Verfahren ins-
besondere auch keine Annahmen iiber die Orthogonalidt der Eigenmo-
den.

* Das Reflexionsverhalten der Diise ist fiir jede auftretende Frequenz und
jeden Schwingungszustand automatisch in der Simulation enthalten.
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Zusammenfassung und Ausblick

Auch hierzu sind keine Annahmen notwendig. Dies vermeidet aufwéin-
dige Vorabbestimmungen des zu erwartendenden Schwingungszustan-
des und schaltet damit eine mogliche Fehlerquelle aus. Dies erhoht die
Zuverldssigkeit der Vorhersagen.

* Die Losung der linearisierten Grundgleichungen ist mit einem deut-
lich geringerem numerischen Aufwand verbunden, als die Losung der
Navier-Stokes-Gleichungen.

e Das Verfahren bietet die Moglichkeit, nicht-lineare Flammenmodelle
und/ oder nicht-lineare Dampfermodelle einzubinden. Damit ist prin-
zipiell auch die Simulation von Grenzzyklen und Triggering moglich.

Damit stehen nun die Grundlagen fiir ein neuartiges Simulationsverfahren
von Verbrennungsschwingungen fiir Fliissigkeitsraketentriebwerke im Zeit-
bereich zur Verfiigung. Um das Simulations-Verfahren zu einer Methode aus-
zubauen, welche die gesamte Bilanzierung akustischer Energie fiir reale Situa-
tionen im Triebwerk richtig wiedergeben kann, werden an dieser Stelle auf-
bauend auf die vorliegende Arbeit die folgenden Schritte empfohlen:

* Verwendung eines nicht-linearen Flammenmodells, das die physikali-
schen Mechanismen detaillierter beschreibt, als das bisher verwendete.
Dabei sollte auch eine mogliche Kopplung der Schwingungen mit dem
Einspritzsytem, der sog. ,Klystron Effekt“, berticksichtigt werden.

* Einbinden weiterer bedeutsamer Dadmpfungsmechanismen wie dem
sog. ,Droplet-Drag”.

* Entwicklung einer Randbedingung am Einspritzkopf, die das tatsidchli-
che Verhalten der Einspritzelemente wiedergibt.

» Ubergang von den APEs zu den LEEs, um simtliche Transfermechanis-
men zwischen Akustik und Wirbelstédrke zu berticksichtigen.

* Verbesserung der Filter zur numerischen Stabilisierung der Lésung, um
die numerische Ddmpfung zu minimieren.
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Die vorliegende Arbeit zeigt, wie mit Hilfe moderner numerischer Verfahren
aus der Aeroakustik das Problem der Vorhersage von Verbrennungsinstabilita-
ten, das Entwickler schon seit 60 Jahren beschiftigt, neu angegangen werden
kann. Sie verdeutlicht jedoch auch, dass die Qualitdt der numerischen Vor-
hersage stark von den Grenzen der numerischen Verfahren abhéngt: Erstens
miissen Fehler aus der Numerik, hier insbesondere die numerische Damp-
fung, unbedingt reduziert werden. Zweitens wird die Implementierung belie-
biger Effekte und Randbedingungen von den Stabilitdtsgrenzen der numeri-
schen Verfahren eingeschrankt. Zudem werden die Komplexitdt der physikali-
schen Zusammenhdnge und das Fehlen zuverldssiger physikalischer Modelle
die Entwickler auf diesem Gebiet noch viele Jahre beschéftigen.
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A Anhang

A.1 Stoffwerte fiir hypergole Treibstoffe

Im folgenden sind die bendétigten Stoffdaten fiir das hypergole Treibstoff-
paar Monomethyhydrazin (MMH) und Distockstofftetroxid (engl. Nitrogen-
Tetroxide, NTO) zusammmengefasst. Als Quelle dient die Arbeit von Gordon
und McBride [GM94] [GM96] und der Bericht von Schmidt [Sch99].

Grolde MMH NTO
Summenformel CH3N,Hj3 N»O4
Molmasse Mupg = 46, O7kmol Mpy1o =92, Olkmol
Bildungsenthalpie | 1%/, = =17,54950; | H) \ 1 = 54,8475

Tabelle A.1: Stoffwerte MMH und NTO

Die Reaktionsenthalpie der Reaktion von MMH und NTO kann mit Hilfe der
Reaktionsgleichung (fl steht fiir fliissig und g fiir gasformig)

4 CH3HoH3(f1) +5 N204(f1) — 4 CO2(g) +9 N2(g) + 12 Ha(g) (A.1)
und den Bildungsenthalpien von

e MMH,
® N204y

e CO, (KO ~393,5-5L),

£,COp —

* Hy0(8) (HY 1 o) = —241,81527) und
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A.1 Stoffwerte fiir hypergole Treibstoffe

o 0  _ kL
N2 (hf,Ng - Omol)

berechnet werden (siehe [WMDO01]):

0 —
AHReaktion - (A.2)
4 mol CO, - h?f,coz +12 mol H,0- h;)”,HZO(g)
—4 mol MMH - h?“,MMH -5 mOI NTO . h?,NTO
=151,19kJ
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Anhang

A.2 Formulierung der Impulsgleichung am Ghost Point fiir
TDIBC

A.2.1 Ausgangspunkt

Die Implementierung der frequenzabhéngigigen Absorberrandbedingung er-
folgte tiber das sog. Ghost Point-Konzept. Dazu werden entlang der Rénder
zusdtzliche virtuelle Punkte, die Ghost Points, eingefiihrt. Dieses Vorgehen ist
dquivalent der Methode zur Implementierung einer festen Wand (siehe Kap-
titel 5.4.1). An diesen Ghost Points wird der Wert fiir die Druckschwankung p'
so gesetzt, dass am Rand

e die Erhaltungsgleichungen

* die Impedanzbedingung

erfiillt sind.

Der Ausdruck fiir die Druckschwankung p’ am Ghost Point ergibt sich aus
der in Zeit und Ort diskretisierten linearisierten Impulserhaltungsgleichung
in Normalenrichtung

ou' 01 ou;, 1 op 1 ,0p
J ]+n]u, j P_nj_p/_l?

+ +—-nj— 0. A.3
Mgy t ity ox; b lox; peP ax; (A3

Zur besseren Ubersicht iiber die einzelnen zu verwendenden Terme kommt
im folgenden Abschnitt die Schreibweise tiber die Einsteinsche Summenkon-

ou;
venktion zum Einsatz. n;—- I steht dann fiir die Summe nx + nyﬂ +n, % a b

Gleichung/A.3]1dsst sich in Kurzform auch schreiben als

ou;
nja—t’ = y(U). (A.4)
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A.2 Formulierung der Impulsgleichung am Ghost Point fiir TDIBC

Hierbei bezeichnet y(U) eine allgemeine Funktion der Storungsvariablen
(u, v, w',p)".

A.2.2 Diskretisierung in der Zeit

Zur Diskretisierung in der Zeit wird hier ein Standard Runge-Kutta-Verfahren
verwendet. Zur Berechnung des Wertes

y(to+dt) = y(h) (A.5)

fiir das Anfangswertproblem

9y

rrlie V=f(ty) (A.6)
vt = Yo (A.7)
verlduft tiber die Zwischenschritte

atr
ya = J/0+7'y0 (A.8)

at
YB = ,V0+7'J/A (A.9)
Yo = Yo+dt-yg (A.10)

— ﬂ / / / /

n o= yot—-(+2(ya+Ys)+yc) (A.11)

Fiir die Werte der Zeitableitungen an den Zwischenschritten gelten die folgen-
den Zusammenhidnge
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Anhang

Yo = f(toy0) (A.12)
, dt
Ya = f(fo+7,J/A) (A.13)
, dt
Vg = f(to+7,y3) (A.14)
ve = fl(oo+dtyc) (A.15)

Fiir die Teilschritte des Runge-Kutta-Verfahrens A, B, C, 1 wird im folgenden
die Schreibweise (¢ + adt) verwendet. @ nimmt dabei je nach Zeitschritt die
Werte (0,50,510) an. Dies ermoglicht eine einheitliche Schreibweise fiir alle
Unterzeitschritte.

A.2.3 Invertierung der linearisierten Impulsgleichung

Damit der Wert des Drucks am Ghostpoint p, bestimmt werden kann, muss
die rechte Seite von Gleichung[A.11}, d.h. die rechte Seite der Impulsgleichung
in Normalenrichtung [A.3] nach dem Wert im Ghostpoint aufgelést werden.

Hierbei wird der Wert von n;u/’ s.”“dt) tiber die Beziehung [5.32] ausgedriickt.

Gleichung[5.32 wird im folgenden als i% . Zp'"*) gpgekiirzt. Diese abkiir-
zende Schreibweise kann auch andere Ausdriicke fiir die Impedanz abbilden.

Zur rdaumlichen Diskretisierung muss das physikalische Gitter mit den Koordi-
naten x, y, z auf ein gleichférmiges karthesisches Gitter mit den Koordinaten
¢, nund ¢ abgebildet werden (siehe [DBG™07]). Fiir die Gradienten gilt

V=1V, (A.16)

_ 0y
0xm

wobei J hier die Jakobi-Matrix mit den Eintragen J,,, ist.
Der Gradient der Druckschwankung in Normalenrichtung Z—Z lautet damit
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A.2 Formulierung der Impulsgleichung am Ghost Point fiir TDIBC

Gp 3 ( p' op’' op’'
n\h——+Jo— +] (A.17)
; 1\ Juge +2rg Sk

Befindet sich der betrachtete Rand beispielsweise bei n = 0, kann die Drucka-

bleitung in den Randpunkten %—f’?) . als Funktion des Druckwertes im Ghost-
1’):

point p, iiber das DRP-Schema diskretisiert werden

o
077 n=0

5
= Co-Pop+ ) Cme1Pi i (A.18)

m=0

Das Zusammenfiigen der einzelnen Terme ergibt

a7y _ 6u’; AL9)
niu,— —n;i;— )
T 6x; J laxi

1(3 op'’
+E(an(hl PY; +]21(C0 pGP+ Zcm+1pzmk

=1

+ + R— —.
I3 } )) nj—p o,

d t
.Zp/(t+a 1) _ nj-u'j—a-dt-

Auflésen nach dem Druck im Ghostpoint p., liefert

1t 1

_ L 1 (_1 1 ﬁ -Z (t+adt) l It ap_ (AZO)
GP — 3 — j = . .
g P pr 0%,
=1
0l au’t 3 0 1t 0 1t
_ 9%y J p p
— ) —L U — — +
Pn]ulaxi pn;i ox, l;”ll Ju R J31 90 ))
p
- Z Cm+1pzmk
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Anhang

A.2.4 Ablaufder Berechnung

Zur Implementierung der Randbedingungen ist der folgende Ablauf notwen-
dig:

¢ Berechnen der Werte zum neuen Zwischen-Zeitschritt ¢t + a - d t (also die
Zeitpunkte A, B, Cin Gleichung/A.11) auf dem gesamten Feld (ausser dem
Ghost Point).

* Berechnen des Druckwertes am Ghostpoint zum Zeitpunkt ¢ mit Glei-

chung[A.20!

* Neu-Berechnen des Geschwindigkeitswertes ¢ + « - dt an der Wand mit
dem nun bekannten Druckwert am Ghostpoint durch Lésen der lineari-
sierten Impulsgleichung.
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A.3 Formulierung der Einlassrandbedingung

A.3 Formulierung der Einlassrandbedingung

Die energieneutrale Einlassrandbedingung aus Gleichung[5.21]ldsst sich um-
formen zu

—n-a = n.u. (A.21)
pa

Einfiihren der zeitunabhédngigen Konstante C = — % fihrt auf

Cp = n-u. (A.22)

cXL = ) (A.23)

In Gleichung[A.22]1dsst sich nun die linke Seite durch die linearisierte Ener-
giegleichung [4.7] ausdriicken, die rechte Seite iiber die linearisierte Impuls-
gleichung in Normalenrichtung(A.3l

Um die energieneutrale Einlassrandbedingung 5.21] tiber das Ghost Point-
Konzept zu implementieren, muss auch hier analog dem Vorgehen in An-
hang [A.2] die Druckableitung in Normalenrichtung %—’: als Funktion der
Druckschwankung im Ghost Point p., ausgedriickt werden.

Zur Implementierung der Randbedingung5.21lwird die Druckschwankungin
Ghostpoint p,, so gesetzt, dass sie Gleichung[A.23] erfiillt. Hierbei gehen so-
wohl die linearisierte Energiegleichung als auch die linearisierte Impulsglei-
chung ein. Die Konstante C wird dabei aus der mittleren Stromungsgeschwin-
digkeit am Rand bestimmt.
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