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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Verbrennungsschwingungen
1.1.1 Begriff und Mechanismus

In der Energie- und Antriebstechnik spielen chemische Reaktionen,
Verbrennungsvorgange, Warmeiibertragung und Wéarmeleitung eine
wichtige Rolle. Sie konnen auf unterschiedliche Weise mit der Akustik
einer technischen Einrichtung in Wechselwirkung treten. Derartige
Phénomene werden als thermoakustische Vorgénge bezeichnet.

Nach den zu Grunde liegenden physikalischen Mechanismen lassen
sich zwei Klassen von Effekten unterscheiden. Rein strémungsmecha-
nisch bedingte Fluktuationen induzieren in Zonen mit Wéarmeiiber-
tragung oder in Flammen Druckschwankungen und wirken damit als
akustische Quellen. Der breitbandige turbulente Verbrennungslarm
ist hier einzuordnen genauso wie tonaler Larm, der durch kohé&ren-
te Strukturen in der Stromung verursacht wird und sich durch eine
ausgeprigte Frequenz im Larmspektrum duflert.

Hiervon zu unterscheiden sind Vorgénge, bei denen es zu einer Riick-
kopplung zwischen der Akustik des Systems und der Warmeiibertra-
gung oder Flamme kommt. Auch hierbei kénnen kohérente Struktu-
ren eine Rolle spielen, wenn sie durch die Akustik getriggert werden.
Dem stehen selbsterregte Instabilitéten gegeniiber. Zu ihnen gehéren
die Verbrennungsschwingungen, welche im Mittelpunkt dieser Arbeit
stehen. Kennzeichnend fiir die Riickkopplungsmechanismen ist der
selbstverstiarkende Charakter, der zu klar definierten tonalen Kom-
ponenten im Larmspektrum fiihrt.

Verbrennungsschwingungen stellen prinzipiell eine Sonderform
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selbsterregter thermoakustischer Instabilitédten dar. Diese lassen sich
allgemein dadurch definieren, dass in einem eingeschlossenen Raum
eine thermische Expansion mit der Akustik des Raumes in Wechsel-
wirkung tritt und dadurch anfanglich vorhandene kleine Storungen
zu einer Schwingung endlicher Amplitude aufklingen. Die Existenz
solcher Phanomene wurde bereits sehr frith erkannt. Higgins [1] be-
richtete schon 1777 von den so genannten ,singenden Flammen®.
Er lief eine Wasserstofflamme innerhalb eines Glasrohrs brennen
(Abb. 1.1) und stellte fest, dass sich je nach Position der Flamme ein
deutlich hérbarer Ton ausbildete. Hier findet sich demnach auch das
erste dokumentierte Beispiel fiir eine Verbrennungsschwingung.

Nun muss nicht notwendigerweise eine
Flamme und damit ein Verbrennungs-
vorgang den Antriebsmechanismus fiir
die thermoakustische Schwingung dar-
stellen. Rijke [2] zeigte etwa zur Mit-
te des 19. Jahrhunderts, dass ein in
dem Glasrohr angebrachtes beheiztes
Drahtgitter ebenfalls zur Entstehung
einer akustischen Schwingung merkli-

cher Amplitude fithren kann. In eine
ahnliche Richtung zielte die Arbeit von
Sondhauss [3].

Das spéter nach Rijke benannte Rijke-
Rohr erlaubt einen grundsétzlichen Zu-
gang zum Verstdndnis des Mechanis-
mus, der die Entwicklung selbsterregter

thermoakustischer Schwingungen be-

stimmt. Eine Literaturiibersicht hierzu Abbildung 1.1: Higgins Expe-
findet sich bei Feldmann [4]. Das Rijke- rimeft zu den ,singenden Flam-
Rohr wird auf Grund des Auftriebs der

am Heizgitter erwarmten Luft durch-

stromt. Am Heizgitter selbst kommt es in Folge der Stromung zu
einem konvektiven Warmeiibergang vom Heizgitter an das Fluid.
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Reflexion
Flamme/ thermische akustische akustische Transmission
Warmequelle Expansion Quelle Wellen

Abbildung 1.2: Prinzipielle Darstellung des Riickkopplungsmechanismus ther-
moakustischer Instabilitidten (vergleiche hierzu spéater auch Abbildung 2.1 auf Seite
27).

Schwankungen der Stromungsgeschwindigkeit fithren iiber die Be-
einflussung der Grenzschicht und damit des Warmeiibergangskoef-
fizienten zu Schwankungen der {ibertragenen Warmeleistung. Diese
wiederum bedingt iiber die thermische Expansion die Entstehung von
Druckfluktuationen, die sich im Rohr als akustische Wellen ausbrei-
ten und an dessen Enden zumindest teilweise reflektiert werden. Bei
einer periodischen Anregung bildet sich somit ein stehendes Wellen-
feld aus, das selbst wieder iiber die Schallschnelle Geschwindigkeits-
schwankungen am Heizgitter induziert. Uber diesen Mechanismus
findet eine Riickkopplung statt. Stellt sich die Phasenbeziehung zwi-
schen den Druck- und Wéarmefreisetzungsfluktuationen am Heizgitter
derart dar, dass ein erhohter Warmeiibergang mit steigendem Druck
zusammenfallt, kann es zu einer gegenseitigen Anfachung kommen.
Anfanglich vorhandene zuféllige Fluktuationen klingen dann zu einer
Schwingung auf, die in ihrer Amplitude erst durch nichtlineare Effek-
te begrenzt wird. Schematisch ist der Riickkopplungsmechanismus in
Abbildung 1.2 dargestellt.

Diese Zusammenhénge erkannte und beschrieb zuerst Rayleigh [5,6].
Auf ihn geht das so genannte Rayleigh-Kriterium zuriick, das eine
notwendige, allerdings nicht hinreichende, Bedingung fiir die Ent-
stehung selbsterregter thermoakustischer Schwingungen darstellt. Es
lésst sich in der zuvor bereits getroffenen Feststellung zusammenfas-
sen, die als Voraussetzung fiir eine Instabilitét eine gleiche Phasenla-
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ge von Druck- und Warmezufuhrschwankungen nennt. Das ist aller-
dings nicht im exakten Sinn zu verstehen, vielmehr muss im Verlauf
einer Periode der Schwingung mehr Energie in Form von Wéarme
zugefithrt als entzogen werden. Verschiedene Autoren wie Putnam
und Dennis [7,8] oder Chu [9,10] haben hierfiir quantitative Formu-
lierungen geliefert. In sehr allgemeiner Form lassen sie sich zu der
Aussage zusammenfassen, dass das Produkt aus der volumetrischen
Wirmezufuhrrate ¢y und den Druckschwankungen p/, gemittelt iiber
eine Schwingungsdauer und integriert iiber den Bereich der Warme-
zufuhr, einen positiven Wert annehmen muss:

/p’—quv > 0. (1.1)
\%

Damit bei Erfiillung dieses Kriteriums aber tatséchlich eine Insta-
bilitat auftritt, muss die durch die Warme zugefiihrte Schwingungs-
energie die Verluste durch Abstrahlung an den Réndern des Systems
und durch Dissipation innerhalb des Systems {ibersteigen.

Das bisher Gesagte impliziert eine schwankende Warmezufuhr als
treibende Kraft der thermoakustischen Schwingungen. Bei Verbren-
nungsschwingungen ist diese Betrachtungsweise streng genommen
nicht korrekt, da eine Verbrennung keinen Warmeiibertragungsvor-
gang, sondern vielmehr einen Stoffumwandlungsprozess darstellt.
Dieser ist jedoch ebenfalls mit einer thermischen Expansion verbun-
den. In der Technik ist es daher iiblich, eine Verbrennung durch ei-
ne gedachte Warmezufuhr oder Warmefreisetzung zu modellieren
und die Stoffumwandlung durch eine rein thermodynamische Zu-
standsénderung zu ersetzen. Mit dieser Annahme lassen sich die
oben gemachten Aussagen iiber den Mechanismus selbsterregter ther-
moakustischer Schwingungen verallgemeinern und auf Verbrennungs-
schwingungen iibertragen. Meist sind aber die Vorgénge, die die
Auswirkungen von Fluktuationen im Stréomungsfeld auf den Ver-
brennungsprozess und damit die thermische Expansion bestimmen,
wesentlich komplexer als beispielsweise der Warmeiibertragungsme-
chanismus im Fall des Rijke-Rohrs. Dies gilt insbesondere fiir die
in der Technik dominierende turbulente Verbrennung. Hierin liegt
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ein wesentlicher Grund dafiir, dass das Auftreten von Verbrennungs-
schwingungen in technischen Einrichtungen zwar oft im Grundsatz
verstanden wird, es aber dennoch nicht gelingt, exakte oder auch nur
anndhernd genaue Werte fiir die Stabilitdtsgrenzen zu finden.

1.1.2 Bedeutung in der Technik

Verbrennungsschwingungen treten in Haushalts- und Industriefeue-
rungen, in Raketenantrieben, in Flugzeugtriebwerken oder in stati-
ondren Gasturbinen auf. Abgesehen von Sonderanwendungen wie der
bewusst eingesetzten pulsierenden Verbrennung [11-14] sind sie ein
unerwiinschtes Phidnomen, das oft erhebliche technische Probleme
mit sich bringt. Die Griinde hierfiir sind vielfaltig. Verbrennungs-
schwingungen verhindern, eine Anlage stationédr in dem ihr zuge-
dachten Auslegungspunkt zu betreiben. Sie kénnen damit die Ursa-
che sein, wenn Spezifikationen wie Leistung oder Abgasemissionen
nicht eingehalten werden. Sie sind auch verantwortlich fiir inakzep-
table Gerdusch- und Larmemissionen. Flugtriebwerke beispielsweise
miissen bestimmte Larmstandards einhalten und diirfen den Passa-
gieren in keinem Betriebspunkt das Gefiihl geben, das Triebwerk ver-
halte sich anormal. Auch bei Heizungsbrennern wird eine mit einem
lauten Ton verbundene Verbrennung vom Anwender nicht akzeptiert.
Nicht zuletzt aber bergen Verbrennungsschwingungen auf Grund der
oftmals hohen Druckamplituden die Gefahr, zu einer Schiadigung
der Struktur und damit Zerstérung einer technischen Einrichtung
zu fiihren.

Dementsprechend beschéftigt die Thematik Forschung und Wissen-
schaft seit Jahrzehnten, ohne an Aktualitit verloren zu haben. Be-
reits 1956 findet sich bei Putnam und Dennis und spéter dann noch-
mals bei Putnam [15,16] eine Ubersicht iiber Verbrennungsinstabi-
litdten in industriellen Verbrennungssystemen. Besondere Bedeutung
erlangte das Problem in dieser Zeit fiir die Verbrennung in Raketen-
antrieben. Ausfiihrlich beschéftigten sich hiermit beispielsweise Croc-
co und Cheng, Yang und Anderson oder Culick und Yang [17-19].
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Die Arbeiten von Langhorne, Bloxsidge et al. oder Macquisten und
Dowling [20-22] zeigen, dass die Problematik auch fiir Nachbrenner
von Strahltriebwerken von Interesse war.

Seit etwa 10 Jahren spielen Verbrennungsschwingungen eine immer
bedeutendere Rolle bei Gasturbinen. Auch wenn hiervon zu einem
gewissen Grad Flugtriebwerke mit betroffen sind, bezieht sich die-
se Aussage vor allem auf stationdre Maschinen im Kraftwerksbe-
reich. Berichte hieriiber finden sich beispielsweise bei Boehm et al.,
Scarinci und Halpin, Hobson et al. oder Krebs et al. [23-26]. Be-
griindet ist diese Entwicklung durch den verstirkten Einsatz neuer
Brennverfahren, der in Folge hoherer Anforderungen an die Mini-
mierung von Abgasemissionen notwendig geworden ist. Insbesondere
immer niedrigere Grenzwerte fiir Stickoxide haben der Niedertempe-
raturverbrennung mit Hilfe der mager vorgemischten (und im Falle
von Fliissighrennstoffen vorverdampften) Verbrennung zum Durch-
bruch verholfen. Thr fehlt allerdings ein wichtiger, die Wéarmefrei-
setzung rdumlich stabilisierender Mechanismus, wihrend bei nicht-
vorgemischten Flammen das Mischungsfeld die Flammenlage weit-
gehend fixiert. Die Vormischverbrennung zeigt daher eine besonders
hohe Schwingungsanfilligkeit. Verstirkt wird der Effekt durch die
Tendenz zu hoheren Leistungsdichten. Kompaktere Flammen stellen
effektivere akustische Quellen dar, weil sie die mit den Warmefrei-
setzungsschwankungen verbundenen thermischen Expansionseffekte
auf einen kleineren Raum konzentrieren.

Bei Flugtriebwerken ist der Einsatz der Magerbrennverfahren noch
nicht so weit fortgeschritten. Aus Sicherheitsgriinden haben stabil
brennende Flammen absolute Prioritét, gerade auch im Bezug auf
das Loschverhalten. Die aus den gerade angefithrten Griinden sta-
bilisierend wirkende nicht-vorgemischte oder teil-vorgemischte Ver-
brennung wird deshalb bevorzugt. Somit sind Verbrennungsschwin-
gungen bei den aktuellen Triebwerken nicht in gleichem Mafle ein
Thema wie bei den stationdren Gasturbinen. Dass sie aber dennoch
nicht vollstédndig von dieser Problematik frei sind, beweist beispiels-
weise der Bericht von Konrad et al. [27]. Da die Emissionsanforderun-
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gen an Flugtriebwerke immer strenger werden und damit der Einsatz
neuer Verbrennungstechniken unvermeidlich wird, werden Verbren-
nungsschwingungen und ihre Vermeidung in Zukunft auch in diesem
Bereich zu einem Kernproblem der Entwicklung werden. Deutliches
Anzeichen hierfiir sind die spiirbar gestiegenen Forschungsaktivitdten
mit flugtriebwerkstypischen Konfigurationen, wie sie beispielsweise
in den Arbeiten von Hassa et al. oder Eckstein et al. zu finden
sind [28,29].

Parallel zum vermehrten Auftreten von Verbrennungsschwingungen
haben sich Techniken zu deren Unterdriickung entwickelt. Besonde-
re Bedeutung hatte — zumindest fiir eine gewisse Zeit — die aktive
Instabilitdtskontrolle gewonnen. Heckl [30] hatte an einem Rijke-
Rohr demonstriert, wie sich ein Regelkreis zur Unterdriickung der
Schwingungen aufbauen lédsst. Ein Mikrofon dedektiert die Druck-
fluktuationen in dem Rohr, dieses Signal treibt {iber einen Regler
einen Lautsprecher so, dass es zu einer deutlichen Absenkung der
Schwingungsamplituden im Rijke-Rohr kommt. Dieses Prinzip wur-
de spéter auf technische Systeme iibertragen. Inzwischen existiert
eine reichhaltige Literatur zur Theorie der aktiven Kontrolle und
zu deren Anwendung [31-41]. Bei Gasturbinen dient heute als Stell-
grofie iiblicherweise der Brennstoffmassenstrom, der mit Hilfe schnel-
ler Servo-Ventile moduliert wird. Bemerkenswert ist, dass mit die-
ser Technik die Dampfung von Verbrennungsschwingungen auch in
realen Maschinen hoher Leistung gelingt. In den dort eingesetzten
Ringbrennkammern muss auf Grund der Vielzahl der Brenner und
der Komplexitat der akustischen Moden ein hoher Aufwand in Bezug
auf Sensoren, Regler und Aktuatoren getrieben werden [42].

Neben der aktiven Kontrolle kommen zur Schwingungsunter-
driickung auch passive Mafinahmen, also konstruktive Verdnderun-
gen oder Ergdnzungen zum Einsatz. So lassen sich die Eigenfrequen-
zen, bei denen eine Verbrennungsinstabilitdat auftritt, durch die An-
bringung von Helmholtz-Resonatoren oder Lambda-Viertel-Rohren
ddmpfen [43-45]. Zielfithrend sind auch Modifikationen am Brenner,
die das Antwortverhalten der Flamme auf die akustischen Fluktua-
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tionen verdndern und damit das Gesamtsystem so verstimmen, dass
sich kein Selbsterregungsmechanismus mehr ausbildet [26,46].

Die Wichtigkeit aktiver und passiver Malnahmen zur Unterdriickung
von Instabilitdten zeigt: Verbrennungsschwingungen sind ein Pro-
blem, das sich offenbar von vornherein nur schwer vermeiden lésst.
Die Vorhersage von Instabilitdten bereits in der Entwicklungsphase
einer (von Grund auf neu entworfenen) Brennkammer ist bis heu-
te praktisch unmoglich. Dieser Zustand ist natiirlich duflerst un-
befriedigend, weil spatere Nachbesserungsmafinahmen einen enor-
men Kostenfaktor darstellen. Dies macht deutlich, welche Bedeutung
der Entwicklung verlasslicher Berechnungsverfahren fiir selbsterregte
thermoakustische Schwingungen zukommt.

1.1.3 Berechnungsverfahren

Obwohl, wie oben ausgefiihrt, selbsterregte thermoakustische
Schwingungen schon frith entdeckt wurden und auch der ihnen zu
Grunde liegende Mechanismus bald zumindest grundsétzlich verstan-
den war, fehlte lange Zeit eine Grundlage fiir die Berechnung. Das
Rayleigh-Kriterium stellt ja nur eine — nicht einmal hinreichende —
Bedingung fiir die Existenz einer Instabilitdt dar, ohne zu erklaren,
unter welchen Voraussetzungen diese Bedingung iiberhaupt erfiillt
wird. Erst durch die Arbeiten von Putnam und Dennis [7, 8] und
Chu [9,10] gelang es, das Rayleigh-Kriterium quantitativ zu beschrei-
ben. Vor allem Merk aber schuf eine umfassende und allgemeingiilti-
ge Grundlage fiir die Analyse thermoakustischer Schwingungen [47].
Er definiert eine Transferfunktion, die die Abhéngigkeit der Warme-
freisetzungsschwankungen als Funktion der fluktuierenden Fluidei-
genschaften darstellt und damit den Kernaspekt thermoakustischer
Phéanomene in eine mathematische Form fasst. Bei Kenntnis der
Transferfunktion lédsst sich die Stabilitat des Gesamtsystems berech-
nen. Merk demonstriert dies mit Berechnungen fiir das Rijke-Rohr
und fiir vorgemischte Flammen [48-51]. Dieses Konzept ist bis heute
von enormer Bedeutung und findet sich in vielen Arbeiten wieder.
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Vor allem im Zuge der Untersuchung von Raketentriebwerken ist
das Galerkin-Verfahren héufig eingesetzt worden. Stellvertretend fiir
eine Vielzahl von Arbeiten seien hier die von Jahnke und Culick
und Culick et al. erwiihnt [52,53]. Beim Galerkin-Verfahren wird das
akustische Feld durch eine endliche Summe orthogonaler Basisfunk-
tionen approximiert. Dadurch werden die Erhaltungsgleichungen in
ein leichter l6sbares gewohnliches Differentialgleichungssystem iiber-
gefithrt. Dieser Ansatz erweist sich als besonders vorteilhaft, um den
durch Nichtlinearitdten auftretenden Energietransfer zwischen ver-
schiedenen Moden zu beschreiben. Er wird damit vor allem Verbren-
nungsschwingungen in Raketenantrieben gerecht, die hdufig zu solch
hohen Druckamplituden fiihren, dass der Bereich der linearen Akus-
tik verlassen wird. Eine umfassende Ubersicht zu dieser Thematik
gibt wiederum Culick [54].

Immer wieder gab und gibt es auch Ansétze, spezielle Probleme mit
analytischen oder halbanalytischen Methoden anzugehen [55-59].
Dies setzt aber in aller Regel vereinfachende Annahmen vor allem
iiber die Geometrie und den Warmefreisetzungsmechanismus voraus,
um exakte oder asymptotische Losungen der Erhaltungsgleichungen
angeben zu konnen. Andererseits erlaubt diese Vorgehensweise nicht
selten einen tieferen Einblick in die physikalischen Wirkmechanis-
men. Sie eignet sich aber nicht als generelle Methode zur Analyse
technischer Systeme.

Aus der technischen Akustik stammt die Idee, ein komplexes System
in ein Netzwerk einfacher Elemente aufzuspalten [60]. Dies ist dann
problemlos méglich, wenn sich das akustische Feld an den Schnittstel-
len zwischen den Elementen durch ebene Wellen beschreiben lésst.
In diesem Fall charakterisiert eine Transfermatrix die Beziehung der
GroBen Schalldruck und Schallschnelle zwischen Eingang und Aus-
gang des Elements. Die Ubertragung dieses Prinzips auf thermoakus-
tische Fragestellungen bei Gasturbinen-Brennkammern stellt Deuker
dar [61]. Fiir die Stabilitétsanalyse des akustischen Netzwerks ste-
hen regelungstechnische Werkzeuge zur Verfiigung. Sie sind teilweise
fiir die speziellen Fragestellungen bei thermoakustischen Systemen
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erweitert worden [62,63]. Inzwischen finden sich vielféltige Beispie-
le fiir die Anwendung der Netzwerkmethode zur thermoakustischen
Untersuchung von Verbrennungssystemen [64—67]. Sie zeichnet sich
durch einen geringen Rechenzeitbedarf aus, leidet aber teilweise un-
ter den notwendigen Vereinfachungen, die die Modellierung komple-
xer Systeme erschwert.

Entscheidend fiir die Qualitédt des Verfahrens ist die korrekte Be-
schreibung des Flammenverhaltens. Letztendlich wird auch die Flam-
me als ein Element innerhalb des akustischen Netzwerks betrachtet.
Grundsiétzlich lasst sich ihre Transfermatrix durch akustische Mes-
sungen direkt experimentell ermitteln [68-70] und hierauf aufbauend
auch modellieren [71]. Allerdings stellt sich dieser Weg auf Grund
der Fehleranfélligkeit des Messverfahrens oft schwierig dar.

Oftmals wird daher zur Beschreibung der Flamme auf die so genannte
Flammentransferfunktion zuriickgegriffen. Sie setzt die schwankende
Warmefreisetzungsrate direkt in Beziehung zu der sie modulieren-
den fluktuierenden Gréfle des Fluids, typischerweise der Schallschnel-
le an einem représentativen Ort im Brenner. Auf diese Weise wird
der Umweg iiber rein akustische Groflien zur Charakterisierung der
Flamme vermieden, was vor allem unter experimentellen Gesichts-
punkten eine wesentliche Erleichterung gegeniiber Transfermatrix-
messungen bedeutet. Beispiele fiir gemessene Flammentransferfunk-
tionen finden sich bei einer Reihe von Autoren [72-76]. In diesen Ex-
perimenten wird die Reaktion der Flamme auf eine akustische Anre-
gung beispielsweise iiber die Chemilumineszenz erfasst. Das Prinzip
lésst sich auf transiente numerische Stromungssimulationen iibertra-
gen, so dass auch die CFD!-Technik Flammentransferfunktionen lie-
fert [72,74,77,78]. Es existieren auch theoretische und analytische
Uberlegungen zum Verhalten der Flammen, zum Beispiel bei Dow-
ling oder Lieuwen [79,80], jedoch haben diese Ansétze eher generi-
schen Charakter und sind auf technische Anwendungen nur begrenzt
iibertragbar.

LComputational Fluid Dynamics
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Ein wichtiger Aspekt sind Nichtlinearitdten in der Antwort der Flam-
me auf Fluktuationen im Fluid. Der Anregungsmechanismus, der
selbsterregten thermoakustischen Schwingungen zu Grunde liegt,
wiirde bei einem rein linearen Verhalten des Systems zu einem un-
begrenzten exponentiellen Wachstum der Schwingungsamplituden
fithren. In der Realitét stellt sich aber durch nichtlineare Effekte
immer ein Grenzzyklus ein, der sich durch eine limitierte Ampli-
tude auszeichnet. Bei Verbrennungsschwingungen in Gasturbinen-
Brennkammern sind im Gegensatz zu Instabilitdten in Raketentrieb-
werken die Druckamplituden in aller Regel aber zu klein, um nichtli-
neares Verhalten auf die Akustik zuriickfithren zu koénnen. Vielmehr
spielt hier die Flamme die entscheidende Rolle, indem sie auf be-
liebig grofle Schwankungen beispielsweise der Fluidgeschwindigkeit
nicht mit beliebig grolen Warmefreisetzungsschwankungen reagie-
ren kann. Die Quantifizierung dieses als Séattigung bezeichneten Ef-
fekts ist eine wesentliche Voraussetzung, um bei der Berechnung von
Verbrennungsschwingungen die zu erwartenden Amplituden vorher-
sagen zu konnen. Allerdings bietet die Literatur hierfiir nur wenige
Anhaltspunkte. Dowling [81] beispielsweise trifft die Annahme, dass
die Flamme zwar prinzipiell linear auf Fluktuationen der Stromungs-
geschwindigkeit reagiert, allerdings nur bis zu einem gewissen Grenz-
wert, ab dem die Amplitude der Warmefreisetzungsschwankung kon-
stant bleibt. Mit einer Simulation im Zeitbereich kann sie damit das
Aufklingen einer Stérung zu einer Grenzzyklus-Schwingung zeigen.
Peracchio und Proscia [82] beniitzen ein auf experimentelle Daten
gestiitztes nichtlineares Flammenmodell in einem Galerkin-Verfahren
zur Analyse thermoakustischer Instabilitdten in einem Vormischbren-
ner.

Neben den bisher aufgefiihrten Ansétzen werden in letzter Zeit
vermehrt Anstrengungen unternommen, Verbrennungsschwingun-
gen direkt mit Hilfe der numerischen Simulation der reagierenden
Stromung zu berechnen. Dieses Vorgehen unterscheidet sich inso-
weit von den anderen Verfahren, als die wechselseitige Kopplung
zwischen Akustik und Reaktionsschwankungen nicht mehr model-
liert werden muss, sondern sich implizit aus der Losung der Er-
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haltungsgleichungen ergibt. Dies gilt aber nur unter gewissen Ein-
schrankungen, da auch in den CFD-Verfahren mit Turbulenz- und
Verbrennungsmodellen Annahmen getroffen werden. Die Grobstruk-
tursimulation (Large Eddy Simulation, LES) fiihrt nur geringe Ver-
einfachungen ein. Murota und Ohtsuka [83] haben sie erfolgreich zur
Simulation von Verbrennungsschwingungen in einem Vormischbren-
ner eingesetzt. Meist wird jedoch auf die Losung der reynoldsge-
mittelten Navier-Stokes-Gleichungen in Verbindung mit Turbulenz-
modellen zuriickgegriffen [84-86]. Hantschk und Vortmeyer [87, 8§]
konnten zeigen, dass sogar mit einem kommerziellen CFD-Code die
Simulation von Verbrennungsschwingungen eines einfachen techni-
schen Brenners moglich ist. Die CFD-Techniken sind zwar unter dem
Gesichtspunkt attraktiv, dass sie im Vergleich zu anderen Anséatzen
nur geringe Vereinfachungen der mafigeblichen physikalischen Pro-
zesse vornehmen. Allerdings bedingen sie einen sehr hohen numeri-
schen Aufwand, der ihren Einsatz als echtes Entwicklungswerkzeug
in absehbarer Zeit nicht realistisch erscheinen lésst.

Ein Aspekt ist bis hierher aufler Acht geblieben. Die besproche-
nen Berechungsverfahren betrachten das thermoakustische Verhal-
ten etner Warmequelle oder einer Flamme, dazu meist in schlanken,
langgestreckten Geometrien, die oftmals durch eine eindimensiona-
le Akustik beschreibbar sind. Moderne Gasturbinen-Brennkammern
werden aber als Ringbrennkammern mit einer Vielzahl von Brennern
ausgefithrt. Dadurch verkompliziert sich die thermoakustische Ana-
lyse in zweierlei Hinsicht: statt einer treten mehrere Flammen mit
der Akustik in Interaktion, und die Akustik selbst wird mehrdimen-
sional.

Die Beriicksichtigung dieser Effekte fallt heute noch schwer. Verschie-
dene Arbeiten erfassen zunéchst nur die akustischen Eigenschaften
von Ringbrennkammern iiber eine Analyse der Eigenmoden [89-91].
Zur Stabilitdtsanalyse wird hauptsachlich versucht, die akustischen
Netzwerkmodelle zu adaptieren. Beispielsweise existieren Ansétze,
die aus der eindimensionalen Akustik bekannten Elemente zu iiber-
nehmen und Umfangskomponenten durch einfache Verzweigungen
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des Netzwerks zu modellieren [92,93]. Die Korrektheit dieses Ver-
fahrens ist allerdings zu bezweifeln. Die Ausbreitung nicht ebener
Moden erfolgt ndmlich anders als die ebener Wellen, deren Theorie
den Netzwerkmodellen zu Grunde liegt. Stow und Dowling [94, 95]
sowie Evesque und Polifke [96] formulieren daher explizit die Bezie-
hungen fiir die axiale Ausbreitung héherer akustischer Moden. Eine
Ringbrennkammer ldsst sich damit wieder in ein unverzweigtes ein-
dimensionales Netzwerk zerlegen, dessen Elemente nun aber annula-
re Teilstiicke reprasentieren. Allerdings bestehen hier relativ starke
Restriktionen im Hinblick auf die mégliche Komplexitat der Geome-
trie und damit auch fiir die technische Einsetzbarkeit. Eine Erweite-
rung und Verbesserung der Netzwerkmodelle kommt von Schuermans
et al. [97,98]. Sie beschreiben das System aus regelungstechnischer
Sicht im Zustandsraum. Die einzelnen Elemente sind durch mehre-
re Eingangs- und Ausgangsgrofen gekoppelt (MIMO2-System). Thr
Ubertragungsverhalten ldsst sich beispielsweise durch den Einsatz
von Finite-Element-Codes auch fiir komplexe Geometrien angeben.
Krebs et al. [99] zeigen prinzipiell, wie das Galerkin-Verfahren fiir
die Stabilitdtsanalyse von Ringbrennkammern genutzt werden kann.

Eine systematische Einteilung der zuvor geschilderten Vielzahl an
Berechnungsverfahren kann anhand von Abb. 1.3 geschehen. Ther-
moakustische Vorgénge werden grundsatzlich durch die Erhaltungs-
gleichungen fiir Masse, Impuls und Energie vollstdandig beschrieben.
Die numerische Losung dieser Gleichungen mit CFD-Methoden wie
der Direkten Numerischen Simulation (DNS), Large Eddy Simulati-
on (LES) oder der instationéren Berechnung der reynoldsgemittelten
Navier-Stokes-Gleichungen (URANS, Unsteady Reynolds Averaged
Navier-Stokes) ist daher wie gezeigt grundsétzlich moglich, in der
Regel fiir technische Anwendungen aber nicht praktikabel.

Alle anderen Modellierungsansétze fithren deshalb Vereinfachungen
ein, die die Komplexitét des Problems dadurch zu reduzieren suchen,
dass sie sich auf die Beschreibung lediglich der dominierenden phy-
sikalischen Mechanismen beschrénken. Bei selbsterregten Verbren-

2Multiple Input Multiple Output
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Abbildung 1.3: Einteilung der Berechnungsverfahren fiir Verbrennungsschwin-
gungen (PDE = Partial Differential Equation, partielle Differentialgleichung; ODE
= Ordinary Differential Equation, gewo6hnliche Differentialgleichung; EWP = Ei-
genwertproblem).

nungsschwingungen stellt die Ausbreitung der Druck- und Geschwin-
digkeitsstorungen ein akustisches Phénomen dar, das gut durch linea-
re akustische Gleichungen beschreibbar ist. Dann ist es aber notig,
die Kopplung zwischen der Akustik und der Dynamik der Reaktions-
zonen explizit durch Modelle fiir das Flammenverhalten zu beriick-
sichtigen. Da das resultierende Gleichungssystem im Gegensatz zu
den urspriinglichen, nichtlinearen Erhaltungsgleichungen aus linea-
ren partiellen Differentialgleichungen besteht, ist seine Losung be-
reits mit einer wesentlichen Verringerung des numerischen Aufwands
verbunden.

Eine weitere Vereinfachung folgt, wenn das akustische Feld wie im
Galerkin-Verfahren durch eine Basis bekannter Moden beschreibbar
ist. Das System linearer gewthnlicher Differentialgleichungen lésst
sich zwar prinzipiell durch Integration im Zeitbereich 16sen, bei grofie-
ren Modenbasen wird es jedoch schnell so grof3, dass dieser Weg in-
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effizient wird. Mit der Annahme, dass die Losungsvariablen in der
Zeit harmonisch fluktuieren, kann das Problem in den Frequenz-
raum iibertragen werden. Die Losung des sich ergebenden algebrai-
schen Eigenwertproblems liefert die komplexen Eigenfrequenzen, de-
ren Realteil die Schwingungsfrequenzen und deren Imaginérteil die
Anfachungs- bzw. Abklingraten der zugehérigen Moden angeben.

Der Ansatz einer zeitharmonischen Lésung ohne Vorgabe der Moden-
formen fiihrt zu einem differentiellen Eigenwertproblem. Ein Beispiel
hierfiir ist die Helmholtz-Gleichung, deren Losung die Eigenmoden
und Eigenfrequenzen rein akustischer Systeme liefert. Bei thermo-
akustischen Systemen wird mit der Wéarmefreisetzungszone bezie-
hungsweise Flamme jedoch ein Quellterm eingefiihrt, der selbst in
komplexer Weise von den Eigenwerten abhéngt. Daher sind Stan-
dardverfahren zur Berechnung von Eigenwertproblemen nicht ein-
setzbar. Die thermoakustische Stabilitdtsanalyse ist auf diesem Weg
bis heute nicht moglich.

Die Netzwerkmodelle schliefSlich basieren letztendlich wieder auf der
Annahme bestimmter Moden in ihren Elementen und einer zeithar-
monischen Lésung. Die Verkniipfung der Elemente resultiert deshalb
ebenfalls in einem algebraischen Eigenwertproblem, das aber der Be-
handlung durch regelungstechnische Methoden zugénglich ist. Das
Ubertragungsverhalten der Elemente kann abhéingig von ihrer Art
direkt aus den Erhaltungsgleichungen, aus den akustischen Gleichun-
gen, aus anderen Modellen oder den Losungen anderer vereinfachter
akustischer Probleme abgeleitet werden.

Zusammenfassend zeigt sich in dem Gebédude der moglichen Berech-
nungsverfahren in Abb. 1.3 von links nach rechts ein steigender Mo-
dellierungsgrad. Dieser ist einerseits mit dem Vorteil des sinkenden
Berechnungsaufwands verbunden, andererseits bringt er auch wach-
sende Vereinfachungen im Hinblick auf die darunter liegende Physik
mit sich. Die schnellsten und effizientesten Verfahren miissen deshalb
nicht notwendigerweise zu den besten Losungen fiihren.
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1.2 Zielsetzung der Arbeit

Weiter oben wurde schon ausgefiihrt, dass bis heute verlassliche Me-
thoden fehlen, um selbsterregte Verbrennungsschwingungen bereits
in der Entwicklungsphase von Verbrennungseinrichtungen im Allge-
meinen und Gasturbinen-Brennkammern im Besonderen vorhersa-
gen zu konnen. Dies wére die Voraussetzung fiir friithzeitige Maf3-
nahmen zu ihrer Vermeidung. Um so kritischer erscheint dieser Um-
stand, als die Forderungen nach immer geringeren Emissionen und
immer hoheren Leistungsdichten die Problematik in Zukunft eher
noch verschérfen werden.

Diese Arbeit will deshalb einen Beitrag zur Weiterentwicklung der
Berechnungsmethoden fiir Verbrennungsschwingungen liefern. Vor
dem Hintergrund der technischen Anwendungen ergeben sich hier-
bei einige besondere Anforderungen. Das Berechnungsverfahren soll
prinzipiell die Voraussetzungen mitbringen, fiir beliebig komplexe
Geometrien einsetzbar zu sein. Dies beinhaltet die korrekte Wieder-
gabe der dreidimensionalen Akustik und ihrer Wechselwirkung mit
mehreren Flammen. Der Wunsch nach Einsetzbarkeit im Entwick-
lungsprozess verbietet allerdings einen Ansatz, der exzessiv lange
Rechenzeiten mit sich bringt.

Aus diesem Grund scheidet der unmittelbare Einsatz der CFD-
Methoden fiir eine Simulation auf Basis der vollstédndigen Erhal-
tungsgleichungen kurz- und mittelfristig aus, auch wenn sich hiermit
die volle Komplexitédt des Problems direkt umsetzen liele. Daher ist
eine mehr oder weniger grofle Modellierungstiefe mit entsprechenden
Vereinfachungen unvermeidbar. Zu grofie Vereinfachungen kénnen al-
lerdings auch uniiberwindbare Beschrénkungen bedeuten. Beispiels-
weise sind die akustischen Netzwerkmodelle wegen ihrer minimalen
Rechenanforderungen sicherlich sehr attraktiv. Es darf aber auch be-
zweifelt werden, ob sich auf ihrer Basis Beschreibungen fiir beliebig
komplexe multi-dimensionale Probleme finden lassen.

Als Alternative wird in dieser Arbeit ein hybrider Berechnungsan-
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satz vorgeschlagen. Entsprechend ihrer unterschiedlichen Bedeutung
fiir den Wirkmechanismus des thermoakustischen Systems werden
fiir die verschiedenen Einflussgréfien unterschiedliche Modellierungs-
strategien gewéhlt. Der fiir die Ausbildung von Verbrennungsinstabi-
litdten notwendige Riickkopplungsmechanismus kommt durch einen
Informationstransport in Form von Storungsausbreitungen zustan-
de. Dieser Mechanismus lédsst sich gut durch Storungsgleichungen
beschreiben, eine vollstdndige Losung der Erhaltungsgleichungen ist
nicht notig. Der andere wichtige Faktor fiir das Systemverhalten sind
die Flammen, die die Quellen der Stérungen darstellen. Da hier nicht
von turbulentem Larm, sondern von wenigen tonalen, eher langwelli-
gen Komponenten die Rede ist, erfordert ihre Beschreibung wiederum
keine aufwiandige Modellierung des Verbrennungsvorganges.

Das hier vorgestellte Verfahren setzt deshalb auf eine Kopplung zwei-
er Methoden. Die Formulierung von Stérungsgleichungen, oder spezi-
eller von akustischen Gleichungen, in grundsétzlich beliebigen drei-
dimensionalen Geometrien mit Hilfe eines entsprechenden numeri-
schen Verfahrens stellt die Basis dar. Sie wird verbunden mit einer
vereinfachten Charakterisierung der Flammen als akustische Quellen
in Form von Flammentransferfunktionen, die vorab aus Experimen-
ten oder CFD-Rechnungen gewonnen werden koénnen. Fiir das in
dieser Weise gekoppelte System wird die Entwicklung von Stérun-
gen durch eine Simulation im Zeitbereich verfolgt und damit eine
Stabilitdtsanalyse moglich gemacht. Entsprechend dem Schema aus
Abbildung 1.3 lédsst sich dieser Ansatz in die Reihe von Verfahren
einordnen, die iiber eine Kopplung linearer akustischer Gleichungen
mit Modellen fiir das Flammenverhalten zu linearen partiellen Diffe-
rentialgleichungen fiihren.

Mit diesem Ansatz betritt diese Arbeit trotz der vielfiltigen Mo-
dellierungsbemiihungen im Feld der Thermoakustik weitestgehend
Neuland. Sie kann deshalb nicht das fertige Werkzeug liefern, das
nur noch in der Entwicklung eingesetzt zu werden braucht. Viel-
mehr geht es zunédchst darum, die grundsatzliche Tauglichkeit des
Verfahrens nachzuweisen. In diesem ersten Schritt werden die Ver-
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einfachungen in der Modellierung auch gréfler sein, als es fiir einen
spateren Einsatz notig und wiinschenswert ist. Gerade deshalb soll
hier auch gezeigt werden, wo die Vereinfachungen zu spiirbaren Aus-
wirkungen auf das Systemverhalten fithren. Von Seiten der Numerik
steht zuerst die moglichst leichte Implementierbarkeit des Ansatzes
im Vordergrund, unter Inkaufnahme gewisser Einschriankungen hin-
sichtlich Effizienz und Genauigkeit.

Im folgenden Kapitel werden zunéchst grundlegende akustische Zu-
sammenhéange dargestellt, die fiir das Verstéandnis thermoakustischer
Systeme wichtig sind und die die Basis des Berechnungsverfahrens
bilden. Das dritte Kapitel beschreibt das eingesetzte numerische Ver-
fahren und untersucht auch seine Eigenschaften insbesondere im Hin-
blick auf die Akustiksimulation. Die eigentliche Methode, die den
Kern der Arbeit bildet, wird im darauffolgenden Kapitel detailliert
beleuchtet. Demonstriert wird das Verfahren schliefflich am Beispiel
eines Ringbrennkammer-Modells. Hierbei sind dann nicht zuletzt
auch interessante Einblicke in die Physik von Verbrennungsschwin-
gungen in Systemen mit mehreren Flammen und mehrdimensionalen
akustischen Moden moglich.
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Kapitel 2

Akustische Grundlagen

2.1 Ausbreitung von Stérungen
2.1.1 Allgemeines

Selbsterregte Verbrennungsschwingungen stellen einen Riickkopp-
lungsmechanismus dar. Er entsteht dadurch, dass instationdre Ver-
brennungsprozesse Schwankungen der Feldgréfien des Fluids wie
Druck, Dichte oder Geschwindigkeit hervorrufen. Diese Fluktuatio-
nen breiten sich im Medium aus und wirken nach Reflexion wieder
auf die Verbrennung zuriick. Eine wesentliche Aufgabe der Berech-
nung von Verbrennungsschwingungen ist demnach die Beschreibung
der Entstehung und Ausbreitung der genannten Schwankungsgrofien.

Um hierfiir geeignete Gleichungen herzuleiten, gelten im Rahmen
dieser Arbeit folgende Annahmen:

e Storungen sind so klein, dass eine lineare Betrachtungsweise
zuléssig ist. Dies ist in aller Regel fiir Verbrennungsschwingun-
gen in Gasturbinen-Brennkammern gegeben. Druck- und Dich-
tefluktuationen sind also klein gegeniiber dem mittleren Druck
und der mittleren Dichte des Fluids, p’ < p, p/ < p, die
Geschwindigkeitsschwankungen klein gegeniiber der Schallge-
schwindigkeit, v’ < c.

e Zahigkeitskrafte konnen bei der Ausbreitung der Stérungen ver-
nachléssigt werden. Ein dem Fluid immanentes Langenmaf ist
der Quotient aus kinematischer Viskositdt und der Schallge-
schwindigkeit v/c, das der freien Weglinge zwischen den Mo-
lekiilen proportional ist (fiir Luft liegt es etwa bei 05 - 10~"m).
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Wird ein fiir die Storungen typisches Lingenmafl 1/k (gebil-
det mit der Wellenzahl k der Storungen) hierzu ins Verhéltnis
gesetzt, ergibt sich eine Knudsen-Zahl Kn fiir die Stérungen,
die gleich dem Verhéltnis von Mach-Zahl zu Reynolds-Zahl der
Storungen ist: Kn = kv/c = M/Re. Ist sie klein, dominie-
ren demnach Trégheitseffekte gegeniiber Zahigkeitseffekten (und
Wirmeleitung) [100]. Dies ist fiir Fluktuationen in Verbindung
mit thermoakustischen Schwingungen sicher der Fall, da diese
Wellenléngen in der Gréflenordnung der geometrischen Abmes-
sungen oder geringfiigig darunter aufweisen.

e Auf Grund des geringen Einflusses von Zihigkeitseffekten kann
auch die vereinfachte Randbedingung abgeleitet werden, dass
Geschwindigkeitsfluktuationen an starren Wéanden nur normal
zur Wand verschwinden, nicht aber parallel dazu (Rutschbedin-
gung). Die akustische Grenzschicht, in der die Geschwindigkeits-
fluktuationen von ihrem Wert in der freien Stréomung auf Null
direkt an der Wand abfallen, hat in Folge der niedrigen Visko-
sitét eine vernachléssigbare Dicke gegeniiber den geometrischen
Abmessungen und kann daher unberiicksichtigt bleiben.

e s wirken keine Volumenkrafte.

e Das Fluid wird als ideales Gas behandelt, das zumindest stiick-
weise eine einheitliche Zusammensetzung mit konstanter Gas-
konstante und konstanten Warmekapazitaten aufweist.

e Die Effekte auf Grund der Verbrennung werden durch eine ex-
terne Wirmezufuhr modelliert?.

3Es ist auch ein anderes Vorgehen denkbar: Poinsot und Veynante [101] beriicksichtigen in
ihrer Herleitung der akustischen Gleichungen fiir reagierende Stromungen in der Energiegleichung
zunichst explizit die Enthalpien der einzelnen Spezies und die Reaktionswérme fiir eine adiabate
Verbrennung. Sie treffen sodann aber die Annahme gleicher Molmassen fiir alle Spezies und
damit eines konstanten Verhéltnisses der spezifischen Wiarmekapazitdten. Das Ergebnis stellt
letztendlich eine analoge Formulierung zu dem hier gewédhlten Ansatz dar.
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2.1.2 Linearisierte Storungsgleichungen

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Ausbreitungsgleichungen der
Storungen sind die Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und
Energie, die unter den im vorangegangenen Abschnitt getroffenen
Voraussetzungen durch die Euler-Gleichungen gegeben sind. Die
Gleichung fiir die Massenerhaltung lautet somit

dp

riv. =0 2.1

LV (pu) 21)
oder unter Verwendung der substantiellen Ableitung % = % +u-V

Dp

— -u=0. 2.2

Di +pV-u (2.2)

Die Impulserhaltung wird durch die vektorielle Gleichung (fiir drei-
dimensionale Fille besteht sie aus drei skalaren Gleichungen)

ou 1
e . _ — 2.
5 +(u-V)u+ pr 0 (2.3)
oder D |
u
— 4 — =0 2.4
e+ pr (2.4)

wiedergegeben. Zur Beschreibung der Energiebilanz ist es vorteil-
haft, neben Druck, Geschwindigkeit und Dichte noch die spezifische
Entropie s als weitere unabhéngige Variable einzufiihren. Damit ldsst
sich folgende Beziehung angeben, deren Herleitung im Anhang A zu
finden ist:
Dy _1Dp_pDs 25)
Dt 2Dt ¢, Dt
Hierbei stellt ¢, die spezifische Wiarmekapazitdt bei konstantem
Druck und ¢ die lokale Schallgeschwindigkeit dar. Gleichung (2.5)
kann mit Hilfe der Kontinuititsgleichung (2.2) noch in eine andere
Form iibergefiihrt werden, bei der die substantielle Zeitableitung der
Dichte eliminiert ist:
1 Dp __ pDs

———+pV-u=——.
e cp Dt

2.6
¢z Dt (2.6)



22 2 Akustische Grundlagen

Die substantielle Ableitung der Entropie in dieser Gleichung stellt
einen Quellterm dar. Da in den Euler-Gleichungen Zahigkeitseffek-
te und damit Dissipation unberiicksichtigt bleiben, existieren keine
Entropiednderungen auf Grund von Irreversibilitdten. Der Quellterm
beschreibt demnach nur eine Warmezufuhr oder Warmeabfuhr, die
durch

dqg="Tds (2.7)

gegeben ist. Unter Beriicksichtigung der Zustandsgleichung fiir ideale
Gase

p = pRT, (2.8)
des Zusammenhangs

cp K

P 2.9

R k-1 (2.9)
sowie der Schallgeschwindigkeit fiir ideale Gase

& = kRT = L (2.10)
p

bekommt Gleichung (2.6) die Form

Hierbei repréasentiert die Grofie ¢y = pq den volumetrischen Warme-
strom mit der Einheit [W/m?], also die dem Fluid pro Zeit- und
Volumeneinheit zugefiithrte Warmemenge.

Aus den Gleichungen (2.2), (2.4) und (2.11) lassen sich nun die linea-
risierten Storungsgleichungen herleiten. Dazu wird das Stréomungs-
feld in ein mittleres stationédres Feld p, u, p usw. und diesem iiber-
lagerte kleine Schwankungen p’, u/, p’ usw. aufgespalten. Die durch
Einsetzen dieser Zerlegung in die Erhaltungsgleichungen entstehen-
den Beziehungen bestehen aus Termen, die entweder nur mittlere
Groflen, eine Schwankungsgrofle oder Produkte von Schwankungs-
groflen enthalten. Die mittleren Groflen représentieren die stationére
Losung. Sie allein miissen daher die Erhaltungsgleichungen erfiillen
und konnen aus dem resultierenden System abgezogen werden. Pro-
dukte von Schwankungsgroflen stellen Terme hoherer Ordnung dar,
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die sehr klein sind und vernachlissigt werden. Ubrig bleibt unter Zu-
hilfenahme von Gleichung (2.10) folgendes lineares Gleichungssys-
tem:

8 /

8—’;+ﬁ-vp’+u’-w+ﬁv-u’+p’v-ﬁ:0, (2.12)
ou . Vp (Vp)y
E%—(u-V)u'—k(u’-V)u—k PR =0, (2.13)
op’

E—|—ﬁ-Vp’—|—u'-V]3—|—/<cﬁV-u’+/<cp'V-ﬁ:(m—l)d{/. (2.14)

Jede Storung, deren Ausbreitung durch diese Gleichungen beschrie-
ben wird, kann als Uberlagerung dreier verschiedener Moden verstan-
den werden [100,102]: einer akustischen Mode, einer Vorticity-Mode
(Wirbelbewegung) und einer Entropie-Mode?. In einem homogenen
mittleren Feld ohne Warmequellen wiirden sich diese Moden von-
einander entkoppelt entwickeln, abgesehen von Vorgédngen an den
Réndern des Stromungsgebiets. Mit jeder Mode ist dann eine typi-
sche Klasse fluiddynamischer Prozesse verbunden:

e Die akustische Mode beschreibt die Ausbreitung von Druckwel-
len in einem kompressiblen Medium. Das damit verbundene Ge-
schwindigkeitsfeld ist wirbelfrei.

e Die Vorticity-Mode beschreibt Produktion und Transport von
Wirbelfluktuationen in einem inkompressiblen Medium. Sie ver-
ursacht keinerlei Schwankungen der thermodynamischen Zu-
standsgroflen, insbesondere des Drucks.

e Die Entropie-Mode beschreibt Produktion und Transport von
Gebieten unterschiedlicher Temperatur beziehungsweise Dichte.
Sie ist frei von Druckschwankungen und nur mit einem schwa-
chen wirbelfreien Geschwindigkeitsfeld verbunden. Bei Beriick-
sichtigung von Reibung und Warmeleitung stellt die Entropie-
Mode allerdings nur einen Teil des fluktuierenden Entropiefeldes

4Hiufig finden sich in diesem Zusammenhang auch die Bezeichnungen akustische Wellen,
Vorticity-Wellen und Entropie-Wellen. Da sich aber die Stérungen von Vorticity und Entro-
pie, wie nachfolgend gezeigt, konvektiv ausbreiten und damit im Gegensatz zu Wellen an einen
Materietransport gebunden sind, wird hierfiir im Rahmen dieser Arbeit der Begriff , Wellen“
vermieden. Er ist allein der akustischen Mode vorbehalten.
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dar. In diesem Fall liefert auch die akustische Mode einen Bei-
trag zu den Entropieschwankungen.

Durch Gradienten der mittleren Grofien in inhomogenen mittleren
Feldern und durch Wéarmequellen tritt eine Kopplung der Moden
auf. Hierauf wird weiter unten noch genauer eingegangen.

Zu den Gleichungen (2.12) bis (2.14) existiert ein dquivalentes Diffe-
rentialgleichungssystem, in dem jede Gleichung genau einer der be-
schriebenen Moden zugeordnet ist. Seine Herleitung wird von Ewert
und Schroder und Ewert et al. demonstriert [103, 104]. Der An-
satz beruht auf einer Zerlegung der Variablen. So lassen sich die
Dichteschwankungen in einen isentropen (akustischen) Anteil und
einen Restanteil aufteilen, der der Entropie-Mode zugeordnet ist (die
Vorticity-Mode bewirkt, wie gesagt, keine Schwankungen der ther-
modynamischen Zustandsgrofien und damit auch nicht der Dichte):

pr=p"+p". (2.15)

Da lediglich die akustische Mode mit Druckfluktuationen verbunden
ist, gilt folgender Zusammenhang;:

P =3p". (2.16)

Die Geschwindigkeitsschwankungen wiederum kénnen in einen wir-
belfreien Anteil und einen Restanteil zerlegt werden. Das wirbelfreie
Geschwindigkeitsfeld ergibt sich zunéchst allgemein als Gradient ei-
nes Potentials ¢, so dass

u=Vo+u. (2.17)

Diese Zerlegung ist nicht eindeutig, da u” nicht notwendigerweise
als quellenfrei angenommen werden muss®. Daher kann ohne Ein-
schrankung angenommen werden, dass sich die Druckfluktuationen

iber 3
P Dt ( )

5Nach dem Helmholtz’schen Zerlegungssatz lisst sich jedes Vektorfeld eindeutig nur in einen
rotationsfreien (wirbelfreien) und einen divergenzfreien (quellenfreien) Anteil zerlegen. Dazu
miissen auch noch bestimmte Bedingungen am Rand erfiillt sein.
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ausschlieflich durch das Potential ¢ ausdriicken lassen [105], wobei
D/Dt = 9/0t + - V8. Auf Grund der Verkniipfung mit den Druck-
fluktuationen wird ¢ als akustisches Potential bezeichnet. Unter Ver-
wendung der Beziehungen (2.15) bis (2.18) geht das Gleichungssys-
tem (2.12) bis (2.14) in die Form

5 ()~ 57 0% 6= ftat ), (219)
6’;‘ + (- V)u" + (u" - Viu= f,(o,p"), (2.20)
O eV Y = L6 ) 2.21)
iiber. Die Quellterme f,, f, und f. sind durch

N
V
fv(QS,pT) = —Ww X VCZS—F?,Or, (223)

fe(o,u”, gyv) = (Vﬁ — 52Vp_) (Vo +u") —

_ 2 _\Do k-1, (224
—p((/ﬁ;—l)v-uwtgu-Vc) i & v

+a-V) 4+ )V 0+ V- (u’ﬁ)) L (2.22)

gegeben, mit @ = V x u als Vorticity des mittleren Stromungsfelds.
Gleichung (2.19) beschreibt die Ausbreitung akustischer Stérungen
mit einem konvektiven Wellenoperator fiir das akustische Potential ¢.
Fluktuierende Wirbel werden durch Gleichung (2.20), nicht isentrope
Dichteschwankungen durch Gleichung (2.21) erfasst.

Das Gleichungssystem (2.19), (2.20) und (2.21) ermoglicht einen in-
teressanten Einblick in die Physik der Ausbreitung von Storungen.
Aus den Navier-Stokes-Gleichungen, die das Verhalten von viskosen
Fluiden ohne die Einschrankungen der Euler-Gleichungen beschrei-

SWiire die Zerlegung nach Gleichung (2.17) bereits eindeutig, wiire damit auch das Potential
bereits eindeutig festgelegt. Da dies aber nicht der Fall ist, besteht die Freiheit, das Potential
¢ mit den Druckfluktuationen p’ zu verkniipfen. Dabei sind lediglich die Kontinuitétsgleichung
und die Impulsgleichung zu erfiillen. Dies allein fithrt wiederum noch nicht zu einem eindeutigen
Zusammenhang, so dass Gleichung (2.18) nur eine mogliche, allerdings besonders vorteilhafte
Form darstellt. Fiir ihre Herleitung sei auf Pierce verwiesen [105].
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ben, lassen sich nichtlineare Stérungsgleichungen herleiten, deren lin-
ke Seite identisch mit dem gezeigten Gleichungssystem ist. Die Ein-
flilsse von Zahigkeit und Nichtlinearitéten finden sich in den Quell-
termen auf der rechten Seite wieder. Das lédsst die Interpretation zu,
dass die Gleichungen (2.19) bis (2.21) bei entsprechender Formulie-
rung der Quellterme ganz allgemein die Ausbreitung von Stérungen
beschreiben, die durch (nichtlineare) Quellen angefacht werden.

Insbesondere ist es zuléssig, fiir das mittlere Stromungsfeld beispiels-
weise eine Losung der Navier-Stokes-Gleichungen vorzugeben. Auf
diese Weise lieflen sich dann etwa die Einfliisse viskoser Effekte auf
die Storungsausbreitung erfassen. Fiir allgemeine, nicht gleichférmi-
ge, mittlere Felder sind die drei Storungsgleichungen némlich {iber
die Quellterme (2.22) bis (2.24) miteinander gekoppelt. So erzeugen
akustische Schwankungen Wirbel, die selbst wiederum eine akusti-
sche Quelle darstellen kénnen. Die mittlere Stromung bewirkt somit
einen wechselseitigen Energietransfer zwischen der akustischen Mo-
de, der Vorticity-Mode und der Entropie-Mode.

Durch diese Wechselwirkung sind die fiir Verbrennungsschwingun-
gen maflgeblichen Mechanismen komplexer und vielseitiger, als es die
prinzipielle Darstellung in der Einfiihrung und die schematische Dar-
stellung in Abbildung 1.2 auf Seite 3 wiedergeben konnen. Dem tragt
das modifizierte Schema in Abbildung 2.1 Rechnung. In ihm sind von
den vielen moéglichen Kopplungen der drei Storungsmoden diejenigen
aufgenommen, die vor allem im Hinblick auf Verbrennungsschwin-
gungen von Bedeutung sind. Schwankungen des zugefithrten Luft-
massenstroms, welche durch die Reflexion akustischer Wellen bedingt
sind, bewirken bei konstanter Brennstoffzufuhr Luftzahlschwankun-
gen, die in der Flamme Dichte- und damit Entropiefluktuationen ge-
nerieren. Sie verlassen das System teilweise konvektiv, kénnen aber
iiber die Kopplung durch das mittlere Stromungsfeld auch neue akus-
tische Wellen erzeugen. Die akustischen Wellen wiederum werden
durch die Wechselwirkung mit dem mittleren Feld teilweise in Wir-
belfluktuationen umgewandelt. Durch deren konvektiven Transport
aus dem System heraus entsteht somit zusédtzlich zur akustischen



2.1 Ausbreitung von Stérungen 27

Brennstoff-
zufuhr
Luftzahl-
schwankungen
O
Reflexion
4
thermische | akustische |akustische | Transmission
Flamme - > O >
Expansion Quelle Wellen
A
\ 4 Y
Dichte- mittlere Stromung
schwankungen
Wirbel-
fluktua-
tionen ——————— >

konvektive
Transmission

Entropiefluktuationen

-
>

€

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung des Riickkopplungsmechanismus von
Verbrennungsschwingungen unter Beriicksichtigung der Interaktion zwischen akus-
tischer Mode, Vorticity-Mode und Entropie-Mode.

Abstrahlung an den Réndern eine weitere Senke fiir die akustische
Energie.

Diese Interaktion sei anhand zweier Beispiele verdeutlicht. Abbil-
dung 2.2 zeigt schematisch die Wechselwirkung einer akustischen
Schwankung mit dem mittleren Stréomungsfeld. Ein Fluidteilchen
bewegt sich in einer drehungsbehafteten Stromung, die durch das
mittlere Geschwindigkeitsfeld u beschrieben wird. Gleichzeitig ist es
der akustischen Schnelle v* ausgesetzt, die hier der Einfachheit hal-
ber parallel zum mittleren Geschwindigkeitsgradienten angenommen
sei. Das Teilchen befindet sich zu einem Zeitpunkt ,,0“ auf einer be-
stimmten Stromlinie des mittleren Feldes. Durch die Schallschnel-
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Abbildung 2.2: Interaktion einer akustischen Fluktuation mit dem mittleren
Stromungsfeld.

le wird es aus dieser Position ausgelenkt und beschreibt qualitativ
die in Abbildung 2.2a) dargestellte Bahn. Auf Grund der Tragheit
behalt das Teilchen seine Geschwindigkeit in Stromungsrichtung bei,
die aber auflerhalb seiner , Ursprungsstromlinie“ von der mittleren
Geschwindigkeit abweicht. Gegeniiber der mittleren Stromung wird
daher das in Abbildung 2.2b) dargestellte fluktuierende Geschwin-
digkeitsfeld u" induziert. Wird das Teilchen ,,nach oben* ausgelenkt,
ist seine Geschwindigkeit in Stromungsrichtung geringer als die des
mittleren Feldes. Der mittleren Stromung wird hier also eine negative
fluktuierende Komponente iiberlagert. Analog erzeugt eine Auslen-
kung ,nach unten® eine positive Fluktuation. Offensichtlich erzeugen
die akustischen Schwankungsbewegungen im Zusammenwirken mit
der mittleren Stromung Wirbel, die selbst wieder durch das mittlere
Stromungsfeld stromab konvektiert werden. Dieser Mechanismus ist
verantwortlich fiir den Verlust von akustischer Energie beispielsweise
in Rezirkulationsgebieten oder in der Grenzschicht einer Stromung.
Selbst Wénde, die in einem ruhenden Fluid senkrecht einfallende
akustische Wellen perfekt reflektieren (akustisch ,hart“ sind), tra-
gen also bei Durchstrémung des Systems iiber die Ausbildung einer
Grenzschicht zur akustischen Dampfung bei.

Das andere Beispiel ist die Erzeugung akustischer Druckwellen durch
Dichte- bzw. Temperaturinhomogenitéten, also durch Entropiefluk-
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tuationen, in einer kritisch durchstromten Diise, wie sie unter an-
derem von Marble und Candel beschrieben wird [106]. Der konvek-
tive Transport von Gebieten unterschiedlicher Dichte ist mit Mas-
senstromschwankungen verbunden, die den (nicht isentropen) Dich-
tefluktuationen proportional sind, m’ o« p’. Da die Ausbreitung der
Entropie-Mode ohne Druckschwankungen erfolgt, gilt fiir ein idea-
les Gas p'T" = const.. Gleichzeitig ist wegen Gleichung (2.10) die
Schallgeschwindigkeit zur Wurzel der Temperaturschwankungen pro-
portional, ¢ o< VT, so dass in Gebieten hoherer Dichte sowohl die
Temperatur als auch die Schallgeschwindigkeit niedriger als die Mit-
telwerte sind. Muss nun eine positive Massenstromschwankung durch
eine kritisch durchstromte Diise durchgesetzt werden, wiirde die ne-
gative Fluktuation der Schallgeschwindigkeit dem entgegenwirken.
Um den erforderlichen Massendurchsatz zu gewéhrleisten, muss da-
her eine entsprechende Druckédnderung induziert werden. Auf diese
Weise wirkt die Diise als Quelle fiir die akustische Mode. Der be-
schriebene Mechanismus spielt bei einer unter dem Begriff , Rumble®
bekannten Art niederfrequenter Verbrennungsschwingungen als Be-
gleiterscheinung eine gewisse Rolle in Brennkammern oder Nachbren-
nern von Flugtriebwerken. Zu den Entropieschwankungen kommt
es dort auf Grund von akustisch getriggerten Brennstoffinhomoge-
nitédten, als kritisch durchstromte Diise wirken der Turbineneintritt
(1. Leitschaufelreihe) oder die Schubdiise.

Im Gegensatz zum allgemeinen Fall sind gleichférmige mittlere Fel-
der rotationsfrei (w = 0) und haben keine Gradienten in den mittle-
ren Groflen. In diesem Fall verschwinden alle Beitrdge zu den Quell-
termen f, und f, in den Gleichungen (2.23) und (2.24) bis auf die
fluktuierende Warmefreisetzung. Es werden keine Schwankungen der
Vorticity produziert, Entropieschwankungen entstehen nur in der
Warmefreisetzungszone. Der Quellterm f, fiir die akustische Mode,
Gleichung (2.22), enthélt mit den ersten drei Termen in der Klam-
mer exakt die linke Seite der Transportgleichung fiir die Entropie-
Mode, Gleichung (2.21), und im vierten Term eine Kopplung zur
Vorticity-Mode. Letzterer verschwindet, wenn, wie soeben erldutert,
keine Schwankungen der Vorticity produziert werden. Damit wirkt
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sich bei gleichférmigen mittleren Feldern nur noch die schwankende
Warmefreisetzung auf die akustische Mode aus, ansonsten sind die
Gleichungen (2.19) bis (2.21) voneinander entkoppelt.

2.2 Akustische Grundgleichungen
2.2.1 Vorbemerkung

Der vorangegangene Abschnitt hat verdeutlicht, dass die Ausbrei-
tung von Storungen grundsétzlich als Problem verschiedener gekop-
pelter Ausbreitungsmodi zu verstehen ist. Dennoch wird sich diese
Arbeit bei der Modellierung von Verbrennungsschwingungen auf die
Beschreibung der rein akustischen Phédnomene beschrinken und die
Effekte der Vorticity-Mode und der Entropie-Mode unberiicksichtigt
lassen. Diese Festlegung scheint zunéchst willkiirlich. Sie bedarf da-
her einer Begriindung und einer Bewertung der damit verbundenen
Vereinfachungen.

Der entscheidende Punkt ist zunéchst, dass der fiir selbsterregte
Verbrennungsschwingungen nétige Riickkopplungsmechanismus nur
iiber die akustische Mode zustande kommen kann. Da Vorticity-
und Entropiefluktuationen konvektiv transportiert werden, kénnen
sie in einem durchstromten System nicht mehr direkt auf den Ort
zuriick wirken, an dem sie produziert wurden. Akustische Schwan-
kungen dagegen haben Wellencharakter und kénnen sich in alle Rich-
tungen ausbreiten. Insbesondere ist es moglich, dass Informationen
iiber Reflexionen an ihren Entstehungsort zuriickgelangen. Selbst bei
dem vorher beschriebenen Phénomen der durch Entropieschwankun-
gen getriebenen Verbrennungsschwingungen findet die Riickkopplung
letztendlich iiber die Akustik statt. Die konvektierten Dichteinhomo-
genitdten wirken als akustische Quelle und sind somit nur mittelbar
am Selbsterregungsmechanismus beteiligt. Verbrennungsschwingun-
gen sind also ohne Akustik nicht denkbar, wohl aber ohne die Aus-
breitung von Storungen iiber die Vorticity-Mode und die Entropie-
Mode.
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Die Frage ist demnach, inwieweit es zuldssig ist, die Wechselwir-
kung der Akustik mit Schwankungen von Vorticity und Entropie un-
beriicksichtigt zu lassen. Hier ist keine einheitliche Antwort moglich.
,Rumble* beispielsweise ist typischerweise mit dem Auftreten der
Entropie-Mode verkniipft. Allerdings zeigen neueste Ergebnisse von
Eckstein et al. [107], dass selbst in diesem Fall die rein thermoakus-
tischen Mechanismen die dominierende Rolle spielen und allein fiir
die Entstehung von Instabilitdten ausreichend sind. Die Entropie-
Fluktuationen werden durch Dispersion stark geddmpft und kénnen
bestenfalls bei extrem niedrigen Frequenzen eine spiirbare Wirkung
zeigen. Gasturbinentypische Verbrennungsschwingungen sind daher
gut ohne Einbeziehung der Entropieschwankungen beschreibbar. In
extern perfekt vorgemischten Systemen treten sogar iiberhaupt kei-
ne Entropieinhomogenitéten auf, da diese ein konstantes Brennstoff-
Luft-Verhaltnis aufweisen.

Die Interaktion zwischen Akustik und instationdren Wirbeln fiihrt
in erster Linie zu einem Verlust an akustischer Energie. Wie stark
er ist, hdngt vom mittleren Stromungsfeld ab und lasst sich allge-
mein nur schwer quantifizieren. Wie Gleichung (2.23) zeigt, ist die
Produktion von Vorticity-Fluktuationen proportional der Vorticity
der mittleren Stromung und dem Gradienten des akustischen Poten-
tials, also den Geschwindigkeitsschwankungen. Letztere sind klein
gegeniiber den mittleren Groflen. Wenn die Drehung im mittleren
Feld moderat ist und sich in derselben Groflenordnung bewegt, ist
die Vorticity-Produktion nur zweiter Ordnung. Bei Vernachlassigung
der Vorticity-Mode sind dann keine zu groflen Fehler und insbeson-
dere keine grundsatzlichen qualitativen Unterschiede zu erwarten.

Die Beschrankung auf rein akustische Phéanomene bei der Modellie-
rung von Verbrennungsschwingungen stellt also sicherlich eine Ver-
einfachung dar, die aber in vielen Fillen als erste Ndherung auf-
gefasst werden darf. Wichtig ist, dass der wesentliche Mechanismus
fiir die Entstehung der selbsterregten Instabilitdten erfasst wird. Ein
Berechnungsverfahren, das hierzu in der Lage ist, kann prinzipiell
um Gleichungen fiir die Beschreibung der Vorticity-Mode und der



32 2 Akustische Grundlagen

Entropie-Mode und um die mit ihnen verbundenen Quellterme er-
weitert werden. Der in dieser Arbeit beschrittene Weg kann deshalb
trotz der beschriebenen Einschrankungen als allgemeiner Ansatz ver-
standen werden.

2.2.2 Wellengleichung fiir den Schalldruck

Um Beziehungen fiir die Beschreibung rein akustischer Phénome-
ne zu erhalten, wird im Folgenden angenommen, dass das mittlere
Geschwindigkeitsfeld gleichformig, also ohne Gradienten sei. Ebenso
soll das mittlere Druckfeld gradientenfrei sein. Wie auf Seite 29 be-
reits erlautert, verschwinden in diesem Fall die Quellterme (2.22) bis
(2.24) bis auf den Einfluss der Warmequelle, und die Gleichungen
(2.19) und (2.21) lassen sich zu einer inhomogenen Wellengleichung
fiir das akustische Potential ¢ zusammenfassen:

D (1D 1 - k—1,
o (apr) 57 00|o=—"Zl4. e

Diese Darstellung hat den Nachteil, dass das akustische Potential
eine abstrakte Grofle darstellt und erst durch die Definition (2.18)
eine Verbindung zu physikalischen Gréflen hergestellt wird. Insbeson-
dere kann die Formulierung von Randbedingungen, die iiblicherweise
durch Vorgaben fiir den Schalldruck p’ oder die Schallschnelle u’ fest-
gelegt sind, tiber das akustische Potential problematisch sein [105].
Es ist daher vorteilhaft, eine Beschreibung in einer physikalischen
Variablen zu finden. Hierzu wird Gleichung (2.25) zunéchst unter
Verwendung von Gleichung (2.18) in

= <%p) T %v (pV) = ”ﬁ—;q’v (2.26)
umgeformt. Wegen der Annahme eines gradientenfreien Druckfelds
ist mit & = kp/p auch der Ausdruck pc? zeitlich und 6rtlich konstant
und kann vor die substantielle Ableitung in Gleichung (2.26) gezo-
gen werden. Eine nochmalige Anwendung der substantiellen Zeitab-
leitung auf die Gleichung unter Beriicksichtigung der Voraussetzung
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eines gleichférmigen Geschwindigkeitsfelds erlaubt die vollstdndige
Elimination des akustischen Potentials und fiithrt auf eine Wellen-
gleichung fiir den Schalldruck in konvektiver Form,

1 D?p/ 1 — 1 Dg;
o () - en

oder in anderer Schreibweise

1 82]?, _ op' - /
=) <8t2 +2u-V<E> +u-(u-V)(Vp)> —

1 —1 (0q :
S O Rl G R

In Stromungen mit niedriger Mach-Zahl M = |a|/¢ sind die konvek-
tiven Ableitungen von zweiter Ordnung klein im Vergleich zu den
Zeitableitungen [101], so dass die substantielle Ableitung £ durch
die lokale Zeitableitung % ersetzt werden kann’. Gleichung (2.27)
vereinfacht sich in diesem Fall zu

1 0%/ 1 — 10q
OB . (tvpf) _ 510 (2.30)
P

22 O 2 ot

Die Gleichungen (2.27) bzw. (2.30) stellen die Basis fiir das in die-
ser Arbeit beschriebene Verfahren zur Berechnung von selbsterreg-
ten Verbrennungsschwingungen dar. Der Einfluss der Flammen wird
dabei iiber die als Volumenquelle wirkende fluktuierende Warmefrei-
setzungsrate ¢y, modelliert.

In diesem Ansatz zeigt sich eine Parallelitéit zu den in der Aeroakus-
tik verwendeten akustischen Analogien. Bekanntester und &altester
Vertreter ist die Lighthill-Analogie [108], die inzwischen eine Rei-
he von Verdnderungen und Erweiterungen erfahren hat. Die akusti-

"Fiir eine harmonisch schwingende Grofe in einer Dimension f = e** =% gilt beispielsweise

wegen k = w/¢ und M = a/c:

%{ = Z—‘: + ﬂg_i = (—iw + k) f = —iw(l — M)f. (2.29)

Fiir kleine Mach-Zahlen ist also die konvektive Ableitung vernachliissigbar.
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schen Analogien beschreiben stromungsmechanisch bedingte Schall-
entstehung und Schallausbreitung. Dazu werden die Navier-Stokes-
Gleichungen so umgeformt, dass sie auf der linken Seite eine Wel-
lengleichung darstellen. Dieser Teil beschreibt die Ausbreitung der
Schallwellen. Auf der rechten Seite verbleiben Terme, die die akus-
tischen Quellen reprisentieren. Sie beschreiben beispielsweise iiber
,fuktuierende Reynoldsspannungen® den Einfluss der Turbulenz auf
die Schallentstehung.

Der wesentliche Unterschied des thermoakustischen Modells aus den
Gleichungen (2.27) bzw. (2.30) zu den akustischen Analogien be-
steht in der Art und Einbindung der Quelle. Rein strémungsmecha-
nisch bedingte Schallentstehung wird allein durch die Stromungsei-
genschaften gesteuert. Die dabei wichtigen turbulenten Schwankun-
gen konnen eine sehr geringe Stérke aufweisen und sehr kleinskalig
sein. Sie wirken zudem als reine Fremderregung, eine Riickkopplung
zur Akustik wird nicht betrachtet. Demgegeniiber ist die fluktuieren-
de Warmefreisetzung als thermoakustische Quelle meist sehr stark
und iiber ein groferes Gebiet verteilt®. Vor allem aber entfaltet sie
ihre Wirkung erst durch die Riickkopplung mit dem akustischen Feld.
Die Erfassung dieses Riickkopplungsmechanismus ist daher zentrale
Aufgabe bei der Modellierung thermoakustischer Instabilitéiten.

2.2.3 Harmonische Wellen und Helmholtz-Gleichung

Unter der Annahme, dass eine akustische Stérung mit konstanter Fre-
quenz schwingt, lasst sie sich als harmonische Welle darstellen. Die
Feldvariablen schwanken dann in der Zeit sinusféormig. Der Schall-
druck beispielsweise ist in komplexer Schreibweise allgemein durch

p'=Rpe ™) (2.31)

gegeben. Dabei ist p = p(x) = P(x) ¢*™®) die komplexe Druckampli-
tude, die die rdumliche Verteilung der Amplitude P und der Phase
¢ des Schalldrucks wiedergibt.

8Hiervon zu unterscheiden ist der turbulente Flammenlérm, bei dem die Turbulenz mehr oder
weniger kleinskalig iiber lokale Verdnderungen der Reaktionsrate zur Schallentstehung beitragt.
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Auch fiir Schwingungen, die nicht durch eine einzige Frequenz ge-
kennzeichnet sind, ist die Darstellung durch harmonische Wellen be-
deutsam. Mit den Mitteln der Fourier-Transformation kann jedes Si-
gnal in harmonische Komponenten konstanter Frequenz zerlegt wer-
den, die die Form von Gleichung (2.31) haben. Im linearen Bereich
sind diese Komponenten unabhéngig voneinander, so dass jede von
ihnen isoliert betrachtet werden kann und die akustischen Grundglei-
chungen erfiillen muss.

Unter Verwendung des Ansatzes harmonischer Wellen werden die
im vorangegangenen Abschnitt hergeleiteten Wellengleichungen vom
Zeitbereich in den Frequenzbereich transformiert. Beispielsweise er-
gibt sich fiir Gleichung (2.30) nach Einsetzen von (2.31) zunéchst

2 1 ) — 1= .
R [(—%ﬁ —pV - (jVﬁ)) e_’wt} =R [(—iwﬁ — q'V) e_“”t] .
c p c

(2.32)

Hierbei wurde beriicksichtigt, dass
1. die Bildung der zeitlichen und ¢rtlichen Ableitung mit der Bil-
dung des Realteils eines Ausdrucks kommutativ ist,

2. das Produkt einer reellen Zahl mit dem Realteil einer komplexen
Zahl gleich dem Realteil des Produkts ist und

3. die Summe der Realteile mehrerer komplexer Zahlen gleich dem
Realteil der Summe ist [102].

Gleichung (2.32) ist genau dann erfiillt, wenn

kK—1:

1
k*p+ pV - <5Vﬁ> = iw 2 v (2.33)

wobei k = w/¢ als Wellenzahl bezeichnet wird. Diese Beziehung stellt
eine Differentialgleichung fiir die komplexe Druckamplitude p dar.
Bei einer Anregung des Systems mit einer bestimmten Frequenz, ent-
weder durch Vorgabe der komplexen Amplitude fiir die fluktuierende
Warmefreisetzungsrate c}v oder durch eine entsprechende Randbe-
dingung, beschreibt ihre Losung die Verteilung der Amplituden und
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Phasen der Druckschwingung, die sich als Reaktion auf die Anre-
gungen einstellt. Ergibt sich die Warmefreisetzungschwankung aber
selbst als Reaktion auf das akustische Feld, das heifit ¢y = f(p),
und fehlt auch eine duflere Anregung, stellt Gleichung (2.33) ein Ei-
genwertproblem dar. Eine Losung ist dann nur fiir bestimmte Werte
der Wellenzahl k, die Eigenwerte, moglich. Die Losungen fiir p sind
die dazugehorigen Eigenmoden. Die Eigenwerte sind im Allgemei-
nen komplex. Aus ihrem Realteil bestimmt sich die Frequenz der
Schwingung, der Imaginarteil legt fest, ob die Amplitude mit der
Zeit zunimmt oder abnimmt?.

Entsprechend dem gerade gezeigten Vorgehen lassen sich auch die
anderen Grundgleichungen in den Frequenzbereich tibertragen. For-
mal wird dies dadurch erreicht, dass in den jeweiligen Gleichungen
die fluktuierenden Gréflen durch ihre komplexen Amplituden (z.B. p/
durch p) und die partiellen Zeitableitungen 0/0t durch —iw ersetzt
werden. Die Wellengleichung fiir den Fall mit gleichférmiger mittlerer
Stromung, Gleichung (2.28), wird so zu

k 1
kD + 2@511 .Vp — 6—21_1 (u-V)(Vp)+
1 —1 . R
+ﬁV-(ﬁ@):Kﬂ (mmuwrvm). (2.34)
p c

Fiir den Sonderfall eines ruhenden Fluids ohne Warmequelle und mit
konstanter Dichte ergibt sich die bekannte Helmholtz-Gleichung,

Ep+ Ap=0, (2.35)

die unter den genannten Voraussetzungen die rein akustischen Ei-
genmoden eines Systems liefert.

Mt w = RN(w) + iS(w) eine komplexe Zahl, gilt mit der Definition (2.31) : p' =
e SWER(He**). Die Schwingung klingt also fiir $(w) # 0 exponentiell auf oder ab.
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2.3 Wellenausbreitung in einer Dimension

2.3.1 Ebene Wellen

In bestimmten Féllen lasst sich die Ausbreitung akustischer Wel-
len als eindimensionales Problem darstellen. Dies ist beispielsweise
fiir langgestreckte Kanéle wie in Abbildung 2.3 dargestellt der Fall.
Unter der Annahme, dass die akustischen Grofien iiber den Kanal-
querschnitt konstant sind und die Wellenausbreitung nur in axialer
Richtung erfolgt, also p'(x, vy, z,t) = p'(x, t), vereinfacht sich die Wel-
lengleichung (2.28) zu

L(o, 0 2+ 0?
—_ _ u— _
2 \ ot ox 0x?
Hierbei ist zusétzlich vorausgesetzt, dass das Medium homogen ist
(also keine Dichteunterschiede aufweist), lediglich in axialer Richtung
mit der mittleren Geschwindigkeit % stromt und keine Wéarmequellen

vorhanden sind. Die allgemeine Losung dieser Wellengleichung ist die
Uberlagerung zweier gegenlaufiger Wellen:

p/=P+<t—_x_>+P_<t+_x_>. (2.37)
ct+u cC—1u

Mit Verwendung der linearisierten Impulsgleichung (2.13) ergibt sich
fiir die Schallschnelle

u’:p_iE<P+ <t—éia>—P— <t+éfa>> . (2.38)

P* bzw. P~ sind prinzipiell beliebige Funktionen, die sich mit den
Geschwindigkeiten ¢ 4+ u nach rechts (in positiver z-Richtung) bzw.
¢ — u nach links (in negativer z-Richtung) bewegen, dabei aber als
Invarianten ihre Gestalt beibehalten. Da sie iiber den Querschnitt

P =0. (2.36)

konstante Werte aufweisen, werden sie als ebene Wellen bezeichnet.
In einem ruhenden Medium mit # = 0 breitet sich eine Stérung
in beide Richtungen gleich schnell aus. Dies kann n&herungsweise
auch bei kleinen mittleren Stromungsgeschwindigkeiten u < ¢ ange-
nommen werden. Fiir den Zusammenhang zwischen Schalldruck und
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Abbildung 2.3: Ausbreitung ebener Wellen in einem Kanal konstanten Quer-
schnitts.

Schallschnelle gilt fiir die rechtslaufende Welle p’ = péu’ und fiir die
linkslaufende Welle p’ = —pcu’. Die Konstante Z, = pec ist die so
genannte charakteristische Impedanz des Fluids.

Das Konzept der ebenen Wellen lésst sich auch auf harmonische Wel-
len entsprechend Gleichung (2.31) iibertragen. Die komplexe Druck-
amplitude stellt sich dann ebenfalls als Uberlagerung zweier kom-
plexer Druckamplituden dar, die jeweils der rechtslaufenden und der
linkslaufenden Welle zugeordnet sind:

) =pt(x) +p (z) = pi e a7 + py e =
—iktx — Zk T

i (2.39)
=Py e +pg €

Die beiden gegenldufigen Wellen sind also nicht nur in ihrem zeitli-
chen Verlauf, sondern auch in ihrer 6rtlichen Verteilung sinusférmig.
Analog zur Gleichung (2.38) gilt fiir die komplexe Schallschnelle

a(x) = pi (5 () - (x) . (2.40)

Das akustische Feld in einem Kanal ist eindeutig bestimmt, wenn in
einem Querschnitt die komplexe Druckamplitude p und die komplexe
Schallschnelle @ bekannt sind. Zur Charakterisierung der Beziehung
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zwischen diesen beiden Groflen dient die Impedanz

(2.41)

Sie ist insbesondere geeignet, Randbedingungen zu definieren, die
iiblicherweise durch bestimmte Vorgaben fiir Schalldruck und Schall-
schnelle gegeben sind. Eng mit der Impedanz verbunden ist der Refle-
xionskoeffizient R, der die rechtslaufende Schalldruckwelle zur links-
laufenden ins Verhéaltnis setzt:

R(z) == (2.42)
Er ist demnach ein Mafl dafiir, welcher Anteil der in die eine Rich-
tung laufenden Welle an der Stelle x in die andere Richtung reflektiert
wird. Dieser Darstellung liegt das Prinzip zu Grunde, dass sich das
an die Stelle x anschlieSende akustische System durch eine Randbe-
dingung ersetzen lasst, die durch eine Impedanz oder einen Reflexi-

onskoeffizienten ausgedriickt wird. Zwischen Z und R besteht wegen
der Gleichungen (2.39) und (2.40) der Zusammenhang

_ Z/Z()—f—l

R_Z/Zo—l

(2.43)

mit der auf Seite 38 definierten charakteristischen Impedanz Z,. Fiir
einige wichtige idealisierte Randbedingungen lassen sich Z und R di-
rekt angeben. Am rechten (in positiver z-Richtung gelegenen) Rand
eines Kanals gilt!'":

e Ist der Kanal durch ein Plenum konstanten Drucks begrenzt,
miissen die Druckfluktuationen am Rand verschwinden. Das ist
der Fall, wenn pt = —p~. Die rechtslaufende Druckwelle wird
also vollstindig gegenphasig reflektiert, es gilt R = —1 und Z =
0. Diese Randbedingung wird als offenes oder akustisch weiches
Ende bezeichnet.

10An einem linken Rand sind die Bedeutung der rechtslaufenden und linkslaufenden Welle
vertauscht, deshalb ergeben sich hier teilweise andere Ergebnisse.
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e Ist der Kanal durch eine feste Wand begrenzt, miissen die Ge-
schwindigkeitsfluktuationen am Rand verschwinden. Das ist der
Fall, wenn p™ = p~. Die rechtslaufende Druckwelle wird also
vollsténdig gleichphasig reflektiert, es gilt R = 1 und Z — oo.
Diese Randbedingung wird als geschlossenes oder akustisch har-
tes Ende bezeichnet.

e Ist der Kanal durch ein nicht reflektierendes Ende begrenzt,
gibt es keine linkslaufende Druckwelle, p~ = 0. Es gilt demnach
R — oo und Z = Zj. Diese Randbedingung wird als akustisch
angepasstes Ende bezeichnet.

In der Realitdt wird die mit den beschriebenen Randbedingungen
verbundene vollstdndige Reflexion oder Transmission der Wellen be-
stenfalls nur ndherungsweise erreicht. Am Rand geht daher immer
ein Teil der akustischen Energie durch Transmission verloren, ein
anderer Teil bleibt dem System auf Grund von Reflexion erhalten.

2.3.2 Akustische Netzwerke und Transfermatrizen

Die Ausfithrungen des vorangegangenen Abschnitts beziehen sich auf
gerade Kanéle mit konstantem Querschnitt. Die dabei eingefiihrten
Konzepte sind aber teilweise auf komplexere Systeme iibertragbar.
Dies ist die Grundlage fiir die Theorie der akustischen Netzwerke.

Betrachtet wird ein beliebiges akustisches Element, wie es schema-
tisch in Abbildung 2.4 gezeigt ist. Sein akustisches Feld sei so gear-
tet, dass in der Eintrittsfliche A; und der Austrittsfliche Ay immer
iiber dem Querschnitt konstante Schalldriicke p; und py sowie zu den
Flachen normale Schallschnellen 4; und 4y herrschen. Dann ist die
Kenntnis der Vorgénge in seinem Inneren unnotig. Das Element ist
ein akustisches Zweitor und wirkt als ,,Black Box“, die in Bezug auf
eine Wegkoordinate s ein ebenes akustisches Wellenfeld in charak-
teristischer Weise modifiziert. Dieses Verhalten ldsst sich durch eine
so genannte Transfermatrix T quantifizieren, die Schalldruck und
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Abbildung 2.4: Schema eines akustischen Zweitors.

Schallschnelle am Eingang und Ausgang des Elements zueinander in
Beziehung setzt:

P2/ Zo ﬁl/Zo> (Tn T12> (ﬁl/%)
. =T . = . . 2.44
< (1) ) ( () To1 T () (244)

Durch die Skalierung des Schalldrucks mit der charakteristischen Im-
pedanz Z, werden alle Elemente der Transfermatrix dimensionslos.
Die Transfermatrix ist im Allgemeinen eine Funktion der Kreisfre-
quenz w, was das unterschiedliche Ubertragungsverhalten akustischer
Elemente fiir verschiedene Frequenzen widerspiegelt.

Ein komplexes akustisches System, das durch die eindimensionale
Ausbreitung ebener Wellenfelder in der beschriebenen Art gekenn-
zeichnet ist, lasst sich nun als Verkettung von Zweitoren verstehen
(Abbildung 2.5). Die Transfermatrix des gesamten Netzwerks ist das
Produkt der Transfermatrizen der einzelnen Elemente:

Toys = H T;. (2.45)

Damit sind die Eigenfrequenzen des Systems oder seine Antwort auf
eine akustische Anregung berechenbar, wenn zuséatzlich die Impedan-
zen am Anfang Z4 und Ende Zp als Randbedingungen bekannt sind.
Der damit verbundene Rechenaufwand ist meist gering, weshalb die
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Abbildung 2.5: Schematische Darstellung eines akustischen Netzwerks, das aus
N Zweitoren besteht.

akustischen Netzwerke fiir die Stabilitdtsanalyse thermoakustischer
Systeme eine groffie Bedeutung erlangt haben.

Fiir einfache Zweitore wie gerade Kanile oder Flachenspriinge
konnen die Transfermatrizen auf analytische oder halbempirische
Weise bestimmt werden. Komplexere Elemente miissen entweder auf
diese Beziehungen zuriickgefiihrt werden oder experimentell charak-
terisiert werden. Ein Verfahren zur numerischen Berechnung von
Transfermatrizen in beliebigen Geometrien, auch unter der Beriick-
sichtigung von Warmefreisetzungszonen, auf Basis einer dreidimen-
sionalen Akustiksimulation findet sich bei Pankiewitz et al. [109,110]
und ist im Anhang B beschrieben.

2.3.3 Nicht ebene Moden

Im Abschnitt 2.3.1 wurde die Ausbreitung ebener Wellen behandelt.
Die dabei getroffene Annahme, dass die akustischen Grofien iiber
den Kanalquerschnitt konstant seien, ist zunéchst willkiirlich. Hier
soll deshalb noch der allgemeine Fall einer auch iiber den Querschnitt
beliebigen Schalldruckverteilung untersucht werden. Die Darstellung
orientiert sich an Pierce [102].

Betrachtet wird eine harmonische Welle in einem Kanal beliebigen
Querschnitts analog dem in Abbildung 2.3 dargestellten. Fiir ihre
komplexe Schalldruckamplitude lédsst sich dann mit einer Separation
der Variablen der Ansatz

pnl(z,y,2) = Pan(x)\I/n(y, 2) (2.46)

treffen. Das akustische Feld wird also in zwei Anteile zerlegt, die
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einerseits die axiale Abhéingigkeit und andererseits die Verteilung
iiber den Querschnitt angeben. P, = P,e' ist eine ortsunabhéngige
komplexe Amplitude. In einem ruhenden'! homogenen Medium ohne
Wirmequellen muss dieser Ansatz die Helmholtz-Gleichung (2.35)
erfiillen. Einsetzen fiihrt zunéchst zu

1 0°X, 1 (& &
2 n
Xy ee Ty (agﬂ i az2) =0 A

Der dritte Summand in dieser Gleichung muss eine Konstante sein,
da er nur von y und z abhéngt, die ersten beiden Summanden aber
von y und z unabhingig sind. Wird die Konstante zu —a? gewiihlt,
ergibt sich fiir die Schalldruckverteilung iiber den Querschnitt die
Differentialgleichung

v - o U, +a’¥, =0 (2.48)
—+— |V, +a¥,=0. :
oy 022 "
Analog ergibt sich fiir die axiale Verteilung
) + (k" —a7)X, =0. (2.49)

Zusammen mit der Randbedingung, dass die Geschwindigkeit und
damit der Druckgradient normal zur Kanalwand verschwinden sollen
(VVU,,-n = 0), stellt Gleichung (2.48) ein differentielles Eigenwertpro-
blem dar. Die ¥,, sind die Eigenfunktionen, die a2 die dazugehorigen
diskreten reellen und positiven Eigenwerte!?. Gleichung (2.49) lisst
Losungen der Form X, (z) = e*/(F )"

im Kanal durch

¥ zu, so dass der Schalldruck

po(z,y,2,t) =R <15ne_iwtei(k2_a%)l/2x\11n(y, z)) (2.50)

beschrieben wird. Die Ausbreitung der Eigenmoden W, in axialer

Richtung ist wesentlich durch ihre Eigenwerte o? bestimmt. Fiir

a? < k? ist die axiale Verteilung des Schalldrucks sinusférmig,

n

Dje Ubertragung der nachfolgenden Herleitung auf ein gleichférmig stromendes Medium ist
problemlos moglich, wird hier aber im Hinblick auf die Klarheit der Darstellung nicht gezeigt.

2Dije Aussage, dass die Eigenwerte reell und positiv sein miissen, folgt aus der zusétzlichen
Bedingung, dass die Eigenfunktionen orhtogonal zueinander sein sollen [102].
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die Moden breiten sich also dann wellenformig aus. Der Ausdruck
(k*—a2)'/? kann als axiale Wellenzahl verstanden werden, so dass die
Phasengeschwindigkeit c,, = w/(k?—a?)'/? die axiale Ausbreitungs-
geschwindigkeit einer Mode darstellt!3. Ist allerdings o2 > k? und da-
mit (k2 — a2)/? = i|k? — o2|"/?, nimmt eine durch Gleichung (2.50)
gegebene Storung exponentiell in z-Richtung ab. Schalldruck und
axiale Komponente der Schallschnelle sind in diesem Fall um 90° pha-
senverschoben, so dass im Mittel keine akustische Energie in axialer
Richtung transportiert wird. Die Mode wird als quergedampft be-
zeichnet.

Aus dem Gesagten folgt, dass zu jeder Eigenmode ¥, eine so genann-
te Eckfrequenz w, , existiert, die iiberschritten werden muss, um ei-
ne axiale Ausbreitung der Mode zu ermoglichen. Aus der Bedingung
a? < k? errechnet sie sich unter Beriicksichtigung von k = w/¢ zu

Wep = CQy, . (2.51)

)

Es gibt immer eine Mode, fiir die o, = 0 und V¥,, = const., ndmlich
die im Abschnitt 2.3.1 bereits beschriebene ebene Mode. Sie breitet
sich fiir alle Frequenzen axial aus, und zwar immer mit der Schallge-
schwindigkeit ¢. Moden mit «;,, # 0 weisen im Gegensatz hierzu eine
frequenzabhéngige Phasengeschwindigkeit auf. Wird eine Mode al-
so an einem Ort gleichzeitig mit verschiedenen Frequenzen angeregt,
breiten sich diese Frequenzen unterschiedlich schnell aus. Mit wach-
sender axialer Entfernung laufen die Wellen auseinander, sie sind
dispersiv.

Ein im Rahmen dieser Arbeit besonders interessantes Beispiel nicht
ebener Moden sind die Eigenmoden in einem Ringspalt mit dem
in Abbildung 2.6 dargestellten Querschnitt, weil sie einen ersten
Eindruck der in einer Ringbrennkammer grundsétzlich moéglichen
Schwingungsformen geben. Fiir diese Geometrie ist eine Formulie-
rung in Polarkoordinaten (r, #) sinnvoll. Dann ist eine weitere Sepa-

13Die Definition der Phasengeschwindigkeit eingesetzt in Gleichung (2.50) ergibt eine Schall-
druckabhiingigkeit der Form p’ oc R(e~*(~2/¢n)). Der Begriff Phasengeschwindigkeit riihrt
daher, dass der Ausdruck w(t — z/cpy) fiir die Phase des Schalldrucks die scheinbare Wanderung
eines Punktes mit konstanter Phase in z-Richtung mit der Geschwindigkeit ¢, beschreibt.
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Abbildung 2.6: Querschnitt eines Ringspalts.

ration der Eigenfunktion in einen Umfangsanteil (Moden-Index m)
und einen radialen Anteil (Moden-Index n) moglich, und es ergibt
sich als eine mogliche Losung [111,112]

J7/n<amnRi)

\I'ffm(r, 6) = Cmn Jm(ozmnr) — m

Yoo () | € (2.52)
Hier ist C,,, eine Normalisierungskonstante, .J,,, ist die Besselsche
Funktion erster Art m-ter Ordnung und Y, ist die Besselsche Funk-
tion zweiter Art m-ter Ordnung. Die Umfangskomponente findet sich
im Term e* wieder. Aus Griinden der Stetigkeit muss m ganzzah-
lig sein. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei weiter m > 0.
Die beiden Vorzeichen deuten an, dass alle Moden mit Umfangskom-
ponente (m # 0) zweifach entartet sind, also zu jedem Eigenwert
zwei gleichwertige Eigenfunktionen gehoren. Unter Verwendung der
Gleichungen (2.31) und (2.46) sind die dazugehorigen Schalldriicke
durch

P = R(PEX, (2) V2, (y, 2) e ™) (2.53)

gegeben, weshalb sich ihr zeitlicher Verlauf in einem Term e~ "(tF0/«)
wiederfindet. Die Funktion W} = beschreibt demnach eine mit der
Kreisfrequenz w nach links (mathematisch positiv) rotierende Mode,
die Funktion ¥ eine mit gleicher Frequenz nach rechts drehende

n
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Mode.'* Jede denkbare Schalldruckverteilung lisst sich als Kombi-
nation dieser beiden Moden darstellen. Von besonderem Interesse
sind zwei Grenzfille. Ist die Amplitude der einen Mode gleich Null
(z.B. P, = 0), ergibt sich ein mit der Frequenz f = 27w in Um-
fangsrichtung rein drehendes Schalldruckfeld. Sind die Amplituden
beider Moden gleich (P+ = P7), ist eine in Umfangsrichtung stehen-
de Schalldruckverteilung zu beobachten. Alternativ ist daher jedes
Schalldruckfeld auch in einen stehenden und einen mit der genann-
ten Frequenz rotierenden Anteil zerlegbar [113].

Neben der Losung aus Gleichung (2.52), die auf rotierenden Eige-
moden basiert, ist auch die Wahl von Eigenfunktionen gebrauchlich,
die in Umfangsrichtung stationire Knotenlinien aufweisen. In diesem

Fall gilt

J! (amn R;)
Ul _ _ Im\Fmn-ti)
e (r,0) = Dy, [Jm(ozmnr) - Z’)Ym(ozﬂmr) cos(mb)
(2.54)
und
Us (r,0) = Dy | T () — ACTIED) i>Y () | sin(mb)

(2.55)
Auch diese beiden Funktionen spannen einen zweidimensionalen
Funktionenraum auf, in dem sich jede beliebige Schalldruckvertei-
lung darstellen ldsst. Welches Schalldruckfeld im konkreten Fall
tatsédchlich beobachtet wird, hdngt von den Randbedingungen ab.

Die zu den Eigenfunktionen gehérenden Eigenwerte o, sind durch
die Bestimmungsgleichung

Jr,n<amnRi) . Jyln(@mnRa)
Yé@‘mnRi) N Ya%@‘mnRa)
gegeben. Fiir eine vorgegebene Ordnung m der Umfangskomponente
ist ay,y, die (n + 1)-te Nullstelle dieser Gleichung zugeordnet, wenn

(2.56)

14Die Kopfzeiger T und ~ beziehen sich hier also auf die Drehrichtung. Jede der beiden Moden
ist weiterhin, wie oben beschrieben, in eine rech‘gﬂaufende und eine linkslaufende Welle zerlegbar.
Moden mit Umfangsanteil lassen sich somit als Uberlagerung von insgesamt vier helikalen Wellen
darstellen.
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Ri/R.=0 | Rj/R,=025] Ri/R, =050 | R;/R. =0.75
n |0 1 0 1 0 1 0 1

0 3.83 |0 455 |0 6.39 |0 12.6
1.84 533 |[164 500 |1.35 656 |1.15 12.7
3.05 671 |301 636 |268 706 |229 128
420 802 |419 787 |396 784 |344 131

OJ[\DI—‘Og

Tabelle 2.1: Eigenwerte «,,, R, der ersten Eigenmoden (m,n) in einem Ring-
spalt fiir verschiedene Verhéltnisse des Innenradius zum AuBenradius (R;/R, =0
bezeichnet einen reinen Kreisquerschnitt).

n > 0 definiert wird. Mit m = n = 0 ergibt sich «,,, = agy = 0, die
zugehorige Eigenfunktion ist die ebene Mode W, = const.. Allgemein
lasst sich mit (m,n) eine Mode m-ter Ordnung in Umfangsrichtung
und n-ter Ordnung in radialer Richtung bezeichnen.

In Tabelle 2.1 sind exemplarisch die Eigenwerte der ersten Eigenmo-
den fiir vier Werte des Verhéltnisses R;/R, dargestellt. Es zeigt sich,
dass im Allgemeinen die ersten reinen Umfangsmoden niedrigere Ei-
genwerte aufweisen als Moden mit radialer Komponente, so dass er-
stere bereits bei niedrigeren Frequenzen ausbreitungsfiahig sind. Dies
trifft insbesondere auf schmale Ringspalte (grofie R;/R,) zu.

Abbildung 2.7 zeigt zusétzlich fiir einen Ringspalt mit R;/R, = 0.25
die zu den sechs kleinsten Eigenwerten gehorenden Eigenfunktionen.
Dargestellt ist jede Mode W% bezogen auf ihren jeweiligen Maximal-
wert. Gewéhlt wurde die Darstellungsform entsprechend den Glei-
chungen (2.54) und (2.55), um eine definierte Lage der Knotenlinien
zu erhalten. Wie bereits erwihnt, existieren fiir Moden mit m # 0
zweil entartete Eigenlosungen. In dem betrachteten Beispiel gehoren
lediglich zum ersten Eigenwert (ebene Mode) und fiinften Figenwert
(erste Radialmode) Eigenfunktionen ohne Umfangskomponente.
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Mode (0,0)
oo Ra =0

Mode (1,0)
Q10 Ra =1.64

Mode (2,0)
(%5°2) Ra =3.01

Mode (3,0)
030 Ra =419

Mode (0,1)
0g; Rg =4.55

Mode (1,1)
011 Ra =5.00

C,S
| \Pmn

1 Max(¥hp)

Abbildung 2.7: Die ersten Eigenmoden VW& eines Ringspalts mit R;/R, = 0.25
(jeweils skaliert mit ihrem Maximum).
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Kapitel 3

Numerische Verfahren

3.1 Simulationsumgebung
3.1.1 Anforderungen

Diese Arbeit hat zum Ziel, selbsterregte Verbrennungsschwingungen
auf Basis der im Abschnitt 2.2 hergeleiteten Gleichungen numerisch
zu berechnen. Die Anforderungen an ein hierfiir geeignetes Verfah-
ren werden zum einen durch die besonderen physikalischen Eigenhei-
ten dieser Art thermoakustischer Probleme bestimmt, zum anderen
durch den Wunsch, die Grundlagen fiir ein allgemein nutzbares Ent-
wicklungswerkzeug zu legen.

Die Simulation akustischer Vorgéinge im Zusammenhang mit Stro-
mungsvorgangen stellt im Allgemeinen aus numerischer Sicht eine
sehr anspruchsvolle Aufgabe dar. Vor diesem Hintergrund hat sich
mit ,,Computational Aeroacoustics“ (CAA) ein eigenstindiges Ge-
biet innerhalb der Fluiddynamik entwickelt, das sich mit der Ent-
wicklung und Optimierung numerischer Methoden fiir den Einsatz
in der Akustik beschéftigt.

Die Schwierigkeiten bei der Berechnung sind auf verschiedene Ursa-
chen zuriickzufithren. Folgende Punkte sind hier neben anderen in
erster Linie zu nennen [114]:

e Akustische Phanomene wie die Larmentstehung und Larmaus-
breitung weisen ein breites Spektrum relevanter Frequenzen auf,
wobei auch sehr hohe Frequenzen zu beriicksichtigen sind (das
menschliche Gehoér kann Schall im Bereich von etwa 20 Hz
bis etwa 20 kHz wahrnehmen). Demgegeniiber sind die rein
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stromungsmechanischen Prozesse durch sehr niedrige Frequen-
zen gekennzeichnet.

e Aeroakustische Fragestellungen zeichnen sich durch stark unter-
schiedliche Langenskalen aus. Kleinskalige turbulente Fluktua-
tionen strahlen akustische Wellen gleicher Frequenz, aber mit
deutlich hoheren Wellenldngen ab. Die Schallausbreitung muss
deshalb auf einem wesentlich grofleren Gebiet als die Schallent-
stehung erfasst werden. Zudem ist eine fiir die Beschreibung
der Ausbreitung der akustischen Wellen ausreichende Gitter-
auflosung zu grob fiir die Auflésung der turbulenten Quellen.

e Numerische Verfahren sind dispersiv. Aus diesem Grund werden
nicht alle Wellenzahlen korrekt abgebildet. Insbesondere konnen
unphysikalische hoherfrequente Komponenten generiert werden,
die die Losung verfialschen. Numerische Verfahren sind zudem
dissipativ und fithren so zu einer kiinstlichen Dampfung!®. Fiir
aeroakustische Fragestellungen sind die richtige Wiedergabe so-
wohl von Amplitude als auch Phase der akustischen Wellen
entscheidend. Der Einsatz nicht dissipativer numerischer Ver-
fahren geringstmoglicher Dispersion ist deshalb essentiell. Dies
verbietet meist den Einsatz einfacher numerischer Schemata,
wie sie beispielsweise fiir die Losung rein strémungsmechani-
scher Probleme auf Basis der reynoldsgemittelten Navier-Stokes-
Gleichungen eingesetzt werden.

e Ein zusétzliches Problem bei der Betrachtung gekoppelter akus-
tischer und stromungsmechanischer Phédnomene stellen die im
Vergleich zu den mittleren Grofien relativ kleinen akustischen
Schwankungsgrofien dar, die deshalb sogar durch die begrenzte
Rechengenauigkeit numerisch ausgeloscht werden konnen [88].

Aus den genannten Griinden bediirfen aeroakustische Phdnomene in
der Regel spezieller numerischer Methoden.

15Vergleiche hierzu auch die Untersuchungen in den Abschnitten 3.4.3 und 3.4.4.
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Die selbsterregten Verbrennungsschwingungen unterscheiden sich je-
doch von den beschriebenen Problemen in einigen wesentlichen Punk-
ten. Sie zeichnen sich durch eine oder einige wenige tonale Kompo-
nenten aus und weisen nur ein eng begrenztes Frequenzspektrum
auf. Dies héngt damit zusammen, dass die Flamme als akustischer
Treiber im Wesentlichen nur auf niederfrequente Fluktuationen der
Stromungsgroflen reagiert und hoherfrequenten Schwankungen auf
Grund der fluiddynamischen und chemischen Trigheit nicht folgen
kann. Die Instabilitdten zeigen iiblicherweise Frequenzen im Bereich
der ersten rein akustischen Eigenmoden des Systems. Die akustischen
Léangenskalen haben somit eine vergleichbare Gréflenordnung wie die
geometrischen Abmessungen. Eine Diskretisierung der Geometrie ist
folglich mit einem moderaten Aufwand in Bezug auf die Feinheit
des numerischen Gitters moglich. Es ist lediglich sicherzustellen, dass
die relevanten Wellenldngen ausreichend genau aufgelost werden. Da-
durch wird auch deren dispersionsarme Abbildung gewéhrleistet. Da
hoherfrequente!® Anteile fiir die Verbrennungsschwingungen keine
Rolle spielen, konnen selbst einfachere numerische Schemata ver-
wendet werden, die im Bereich hoher Wellenzahlen stéarker dispersiv
werden.

Des Weiteren werden die thermoakustischen Instabilitdten hier als
Ausbreitungsphdnomen der Schwankungsgrofien verstanden, getrie-
ben durch eine akustische Quelle in Form einer Flamme oder Warme-
freisetzungszone. Die Losung der Ausbreitungsgleichungen ist ent-
koppelt von der eventuellen Berechnung eines mittleren Stromungs-
felds, so dass numerische Ausloschungsprobleme nicht auftreten
konnen.

Die Anforderungen an die Simulationsumgebung sind deshalb fiir
diese Arbeit zunéchst nicht durch rein numerische Gesichtspunkte
bestimmt. Vielmehr stehen folgende Punkte im Hinblick auf die an-

6Unter ,hochfrequent® ist hier zu verstehen, dass die Wellenlinge klein gegen die geome-
trischen Abmessungen wird. Beispielsweise treten in kleineren Raketenschubkammern Verbren-
nungsschwingungen mit einigen tausend Hertz auf, die trotzdem lediglich die ersten Transver-
salmoden der Schubkammer darstellen. Die in diesem Absatz gemachten Ausfithrungen gelten
deshalb fiir derartige Félle gleichermafien.
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gestrebte Modellierungsstrategie im Vordergrund:

e Die Implementierung eines Verfahrens im Zeitbereich muss
moglich sein. Wie im einleitenden Abschnitt 1.1.3 auf den Sei-
ten 13 ff. erlautert wurde, lédsst sich auf diesem Weg abseits der
direkten Simulation der vollstdndigen Erhaltungsgleichungen ei-
ne moglichst geringe Modellierungstiefe erreichen. Insbesondere
konnen bei der Beriicksichtigung nichtlinearen Flammenverhal-
tens Grenzzyklen vorhergesagt werden.

e Das Verhalten der Flamme muss in Form eines extern vorhan-
denen Modells leicht eingebunden werden koénnen.

e Die zu l6senden Grundgleichungen sollen nicht starr vorgegeben
sein, sondern grundsétzlich an verschiedene Modellierungskon-
zepte anpassbar sein.

e Es darf keine prinzipielle Beschrankung auf primitive Geometri-
en geben, auch komplexe Berechnungsgebiete sollen darstellbar
sein.

e Die Simulation soll einen akzeptablen Rechenzeitaufwand mit
sich bringen.

Gefordert sind fiir das einzusetzende Verfahren also in erster Linie
eine hohe Flexibilitdt und gut implementierbare Schnittstellen.

3.1.2 Auswahl und Eigenschaften

Um die gerade genannten Anforderungen zu erfiillen, wurde FEM-
LAB als Umgebung fiir die Umsetzung des Berechnungsverfahrens
ausgewahlt. Hierbei handelt es sich um einen Code, der die Finite-
Elemente-Methode (FEM) zur Losung weitgehend beliebiger Syste-
me partieller Differentialgleichungen einsetzt. FEMLAB setzt dabei
auf die weit verbreitete numerische Programmierumgebung MAT-
LAB auf.
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Die Formulierung der zu lésenden partiellen Differentialgleichungen
ist in FEMLAB sehr allgemein gehalten, wie weiter unten noch ge-
zeigt wird. Hierdurch bietet sich dem Anwender grofe Freiheit bei der
Modellbildung. Er kann sie seinem speziellen physikalischen Problem
anpassen, da er nicht auf vordefinierte Modelle in Form fest vorge-
gebener Gleichungen angewiesen ist. Durch die Implementierung als
MATLAB-Anwendung bietet der Code eine zusétzliche Schnittstelle
zur Einbindung eigener Programme.

FEMLAB verfiigt iiber eine Umgebung zur Definition und Vernet-
zung der Geometrien. Die modellierten Objekte konnen sich in eine,
zwel oder alle drei Raumdimensionen erstrecken. Fiir zweidimensio-
nale Probleme erfolgt die Triangulation (Diskretisierung der Geo-
metrie durch Unterteilung in Elemente) mit Hilfe von Dreicken, fiir
dreidimensionale Probleme mit Hilfe von Tetraedern. Dadurch ist die
Realisierung auch relativ komplexer Strukturen moglich.

Der Code bietet also fraglos die geforderte Flexibilitdt. Dieser Um-
stand wird allerdings auch mit Nachteilen erkauft. Die allgemein
gehaltene Implementierung der Differentialgleichungen erschwert es
oder macht es unmoglich, numerische Losungsverfahren einzusetzen,
die auf spezielle Probleme abgestimmt sind und dadurch eine Effi-
zienzsteigerung erreichen. Zudem ergibt sich ein teilweise sehr ho-
her Speicherbedarf. Er begrenzt die mogliche Komplexitédt der zu
simulierenden Systeme letztendlich trotz der vorhandenen Freihei-
ten. Da diese Arbeit aber ihr Ziel vor allem in der Demonstration
der grundsétzlichen Aspekte eines Verfahrens zur Berechnung von
Verbrennungsschwingungen sieht, wird diese Einschrankung in Kauf
genommen. Dies geschieht im Bewusstsein, dass eine spatere Nutzung
der Methode fiir Anwendungsfille unter Umstdnden einen Wechsel
der Simulationsplattform notwendig machen konnte.

Der Einsatz der Methode der finiten Elemente fiir die Losung
der Differentialgleichungen ist nicht zwingend. Es ist zunéchst ge-
nauso denkbar, auf Finite-Differenzen-Verfahren (FD) oder Finite-
Volumen-Verfahren (FV) zuriickzugreifen. Die Finite-Element-



H4 3  Numerische Verfahren

Methode unterscheidet sich von den FD-Verfahren dadurch, dass sie
im Gegensatz zu diesen nicht die Differentialoperatoren, sondern die
Losungsfunktionen diskretisiert. Dies erlaubt eine wesentlich leichte-
re Anpassung an komplexe Geometrien und unstrukturierte Gitter.
Die FV-Verfahren werden allerdings inzwischen genauso mit unstruk-
turierten Netzen erfolgreich eingesetzt und dominieren vor allem im
Bereich der klassischen Fluiddynamik auf Grund ihrer oft besseren
numerischen Eigenschaften und inhérenten Konservativitat (implizi-
te Erfiillung der integralen Erhaltungsséitze). Ein klarer Vorteil der
Methode der finiten Elemente ist allerdings, dass sie so genannte
schwache Losungen liefert (der Begriff wird weiter unten genauer
erlautert) und dadurch unstete Fluidparameter (z.B. Dichtespriinge)
erlaubt.

Nicht zuletzt bietet aber gerade die Finite-Element-Methode die Vor-
aussetzungen, ein generelles numerisches Verfahren zur Losung ganz
allgemeiner partieller Differentialgleichungssysteme zu formulieren
und damit die mehrfach angesprochene Flexibilitédt zu realisieren. In
den folgenden Abschnitten soll daher anhand der Implementierung
in FEMLAB [115] die Formulierung der Gleichungen, ihre Diskreti-
sierung und numerische Lésung beschrieben werden. Dabei handelt
es sich nur um einen prinzipiellen Einblick in die Methode der finiten
Elemente, der die grundlegenden Zusammenhénge erlautern will. Fiir
eine detaillierte Beschéaftigung mit der recht komplexen Theorie der

FEM sei auf die entsprechende Literatur verwiesen, beispielsweise
Johnson [116].

3.2 Partielle Differentialgleichungen
3.2.1 Stationéire Probleme

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist eine moglichst allgemeine For-
mulierung von partiellen Differentialgleichungssystemen, zunéchst al-
lerdings nur fiir stationédre Probleme. Grund hierfiir ist, dass die Me-
thode der finiten Elemente im verwendeten Programm nur fiir die
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raumliche Diskretisierung verwendet wird, wéahrend die zeitliche Di-
mension in anderer Weise behandelt wird. Hierauf wird weiter unten
noch genauer eingegangen.

Betrachtet wird eine n-dimensionale Geometrie, durch die ein Ge-
biet 2 (fiir eine dreidimensionale Geometrie also ein Volumen) mit
seinem Rand 0N (fiir die dreidimensionale Geometrie also Flachen)
beschrieben ist. Es seien u der Vektor der N abhéngigen Variablen
ur, k =1,2,..., N, und n der nach auflen gerichtete Normalenvektor
auf 0€). Dann lassen sich Systeme partieller Differentialgleichungen
zweiter Ordnung zusammen mit den Randbedingungen allgemein fol-
gendermaflen als Randwertproblem schreiben!”:

AV (—clkVuk — QUL + ")’l) + /Blk -Vug + apup = f; in (3.1)
n - (e Vur + agug — ;) + qrur = g1 — bt auf 082, (3.2)
Rty = 1, auf 0. (3.3)

Der Index [ kann als Gleichungsnummer verstanden werden und
durchlauft die Anzahl der abhéngigen Variablen, [ =1,2,..., N. Die
Anzahl der so genannten Zwangsbedingungen (hierzu gleich noch
mehr) seien M < N, dann bezeichnet der Index m, m =1,2,..., M,
die Nummer der jeweiligen Zwangsbedingung. Es gilt die Einstein-
sche Summenkonvention, das heifit die Gleichungen enthalten im-
plizite Summierungen iiber Produkte, in denen ein Index doppelt
auftaucht.

Die Gleichungen (3.2) und (3.3) stellen die Randbedingungen des
Problems dar. Dabei handelt es sich bei Gleichung (3.2) um eine ver-
allgemeinerte Neumann-Randbedingung. Im Gegensatz zur klassi-
schen Neumann-Randbedingung, fiir die ¢ = 0 gelten wiirde, enthélt
sie nicht nur den Fluss in Normalenrichtung iiber den Rand, son-

1"Die in diesem Kapitel in den Abschnitten 3.2 und 3.3 verwendeten Symbole sind ausschlieSlich
rein mathematisch zu verstehen. Auf Grund der Vielzahl der bendtigten Groflen ist es nicht zu
vermeiden, Symbole zu verwenden, die in den anderen Teilen dieser Arbeit mit einer anderen,
physikalischen Bedeutung belegt sind. Beispielsweise bedeutet u hier allgemein eine abhéngige
Variable, wihrend in den anderen Kapiteln mit u eine Geschwindigkeitskomponente bezeichnet
wird.
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dern lasst auch eine Verkniipfung mit dem Wert der abhéngigen Va-
riablen auf dem Rand selbst zu. Gleichung (3.3) ist eine Dirichlet-
Randbedingung, durch die der Wert der unabhéngigen Variablen auf
dem Rand festgelegt wird. Sie wird deshalb auch als Zwangsbedin-
gung bezeichnet. Die Anzahl der Zwangsbedingungen kann die An-
zahl der Differentialgleichungen nicht iibersteigen, da das Randwert-
problem sonst iiberstimmt wére.

Ublicherweise muss als Randbedingung wahlweise eine Neumann-
Randbedingung oder eine Dirichlet-Randbedingung vorgegeben wer-
den. Insofern ist die hier gewéhlte Formulierung ungewothnlich, da
sie beide Moglichkeiten in einem Gleichungssystem vereint. Dies ge-
lingt durch die Einfiihrung der Lagrange-Multiplikatoren p,,, die als
zusitzliche unbekannte Funktionen in die Gleichungen eingehen'®.

Die in den Gleichungen (3.1) bis (3.3) auftretenden Koeffizienten
konnen Konstanten oder Funktionen der Ortskoordinaten sein, fiir
nichtlineare Probleme auch Funktionen der abhéngigen Variablen wy
und deren Ableitungen, sie diirfen zudem komplexwertig sein. Trotz
der allgemeinen Formulierung des Differentialgleichungssystems lésst
sich ihnen durch Interpretation als Transportproblem eine allgemeine
physikalische Bedeutung zuordnen. Die ¢, sind die Diffusionskoeffi-
zienten, die ay; und 3, die Konvektionskoeffizienten, die a;; sind
Absorptionskoeffizienten und die ~; und f; stellen Quellterme dar.
Die Koeffizienten ¢, ai, fi, que, g1, hmi und 7, sind Skalare, ayy,
B und ~; sind Vektoren mit N Komponenten. Auflerdem kann ¢

8Die Verbindung zur iiblichen Formulierung mit entweder einer Neumann-Randbedingung
oder einer Dirichlet-Randbedingung sei an zwei Beispielen fiir eine abhéngige Variable, N = 1,
verdeutlicht. Die gewohnliche Dirichlet-Randbedingung lautet © = r, das bedeutet h = 1. Dann
wird die Neumann-Randbedingung zu

n-(Vut+oau—vy)+qu=g—pu. (3.4)

Hierdurch ergibt sich keinerlei Einschrankung fiir u, da sich immer eine Funktion p finden lésst,
so dass die Gleichung erfiillt ist. Die Neumann-Randbedingung kann also eliminiert werden, es
bleibt die reine Dirichlet-Randbedingung iibrig.

Andererseits verschwindet fiir h = r = 0 die Dirichlet-Randbedingung und es bleibt die reine
Neumann-Randbedingung

n-(cVu+oau—~)+qu=g (3.5)

iibrig.
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auch eine n X n Matrix sein und so einen anisotropen Diffusionsko-
effizienten représentieren.

Fiir die nachfolgenden Betrachtungen ist es sinnvoll, die Gleichun-
gen (3.1) bis (3.3) in einer allgemeineren Form zu schreiben, um die
Zahl der Koeffizienten zu reduzieren. Hierfiir dienen die Substitutio-
nen

I = (—euVur — agpug + ;) (3.6)
Fy = fi = By - Vup, — auy (3.7)
Gr= g1 — qruy (3.8)
R, =1y — hppts . (3.9)

Damit ergibt sich folgende Formulierung des Randwertproblems:

V.-T)=F inQ, (3.10)

—n-I'' =G, + %um auf 0, (3.11)
8ul

R, =0 aufdf. (3.12)

3.2.2 Schwache Formulierung

Die Methode der finiten Elemente basiert auf der so genannten
schwachen Formulierung des Randwertproblems. Um sie zu erhalten,
sind allgemein folgende Schritte notwendig:

1. Multiplikation der partiellen Differentialgleichung mit einer
Testfunktion und Integration des Ergebnisses iiber das gesamte
Gebiet,

2. Uberfithrung der zweiten Ableitung der abhingigen Variablen
in die Testfunktion durch partielle Integration und

3. Einsetzen der Neumann-Randbedingung.
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Daraus ergibt sich eine Funktionalgleichung, also eine Bedingung, die
fiir alle ausreichend glatten Testfunktionen erfiillt werden muss. Der-
artige Funktionalgleichungen folgen iibrigens als Variationsaufgaben
auch direkt aus fundamentalen physikalischen Prinzipien. Deshalb
hat die schwache Formulierung eine ganz grundsétzliche Bedeutung
und ist oft natiirlicher als die zugehétrige so genannte starke Formulie-
rung der urspriinglichen partiellen Differentialgleichung. Im Rahmen
dieser Arbeit bietet die schwache Formulierung den Vorteil, auch un-
stetige Modellparameter einsetzen zu konnen. Hierauf wird weiter
unten noch eingegangen.

Im Folgenden sei nun die Herleitung der schwachen Formulierung
des Randwertproblems aus dem vorangegangenen Abschnitt gezeigt.
Datiir werden beliebige Testfunktionen w; eingefiihrt. Durch Multi-
plikation der Gleichungen (3.10) mit diesen Testfunktionen und an-
schlieSende Integration iiber das rdumliche Gebiet 2 ergibt sich die
Beziehung

Q Q

Hier bezeichnet dV fiir eine dreidimensionale Geometrie das Volu-
menelement, iiber das integriert wird. Partielle Integration der linken
Seite liefert zunachst

Q Q Q

Das erste Volumenintegral in dieser Gleichung lésst sich nun mit
Hilfe des Satzes von Gauf} in ein Oberflichenintegral mit dem Ober-
flichenelement dA iiberfiihren:

o0 Q Q

Das Oberflachenintegral kann durch Verwendung der Neumann-
Randbedingung aus Gleichung (3.11) weiter umgeformt werden. Dar-
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aus ergibt sich eine einzige Beziehung,

/(ij T+ w,;F) dV +/wj (G’l + %um> dA =0, (3.16)
!

Q o0

die zusammen mit den Zwangsbedingungen der Dirichlet-Rand-
bedingungen
R, =0 auf 09 (3.17)

die schwache Formulierung des Randwertproblems darstellt.

Die Losungen fiir die abhéngigen Variablen u; sind dadurch fest-
gelegt, dass Gleichung (3.16) unter den Einschrankungen von Glei-
chung (3.17) fiir alle gedachten Testfunktionen w; aus einem geeignet
gewahlten Funktionenraum W erfiillt sein muss. Es lasst sich durch
Umkehrung der soeben durchgefiihrten Herleitung zeigen, dass die
ur und p,, auch die urspriinglichen partiellen Differentialgleichun-
gen erfiillen, wenn sie eine Losung der schwachen Formulierung sind.
Dazu miissen sie und die Koeffizienten aber ausreichend glatt sein.
Bei unstetigen Stoffeigenschaften beispielsweise kann es eine Losung
der schwachen Form geben, wahrend die starke Form keine sinnvolle
Beschreibung liefert. Hierher riihrt auch die Verwendung der Begrif-
fe ,,schwach® und ,,stark“: die schwache Formulierung bedeutet eine
schwéchere Bedingung fiir die Losung als die starke Formulierung.

Dieses Konzept hat grofle Bedeutung fiir die Methode der finiten
Elemente. Es hat zur Konsequenz, dass geringere Anforderungen an
die RegelméfBigkeit der Flussvektoren I'; gestellt werden konnen. In
Gleichung (3.10) tauchen die Gradienten dieser Flussvektoren auf,
so dass sie zumindest einmal differenzierbar sein miissen. Unstetige
Diffusionskoeffizienten beispielsweise sind daher nicht mdoglich oder
bediirfen einer besonderen Behandlung durch Kopplungsbedingun-
gen. Die Losung fiir die abhédngigen Variablen u; muss sogar zwei-
fach differenzierbar sein. In der schwachen Formulierung von Glei-
chung (3.16) dagegen ist die Gradientenbildung zu den Testfunktio-
nen w; hin verschoben. Die Koeffizienten in den Flussvektoren diirfen
daher Unstetigkeiten enthalten und die Losungsfunktionen miissen
nur noch einfach differenzierbar sein.
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3.2.3 Zeitabhingige Probleme

Die Beschreibung zeitabhéngiger Probleme lasst sich aus den bisher
gezeigten Beziehungen fiir stationédre Probleme rein formal einfach
durch Hinzufiigen eines Terms fiir die ersten Zeitableitungen der
abhéngigen Variablen herleiten. Gleichungen (3.1) bis (3.3) lauten
dann:

ou
dp—" + V. (—aVur, — ogguy + ;) +

ot (3.18)

+ Blk . VUk -+ AUy = fl n Q ,
n - (e Vur + agur — ;) + qrur = g1 — hppb, auf 09, (3.19)
hprty = 1, auf 0. (3.20)

Dabei besteht innerhalb FEMLAB die Einschréankung, dass die Zeit-
ableitungen linear eingehen miissen und auch die Zwangsbedingun-
gen linear zu sein haben. Die Koeflizienten dj; diirfen daher von
den Ortskoordinaten und der Zeit abhédngen, nicht jedoch von den
abhéngigen Variablen uy.

In der allgemeinen Formulierung mit den Definitionen der Gleichun-
gen (3.6) bis (3.9) haben die zeitabhéngigen Probleme folgende Ge-
stalt:

dlk% LV =F inQ, (3.21)
OR,,

—n-I''=G + ——pu, auf o, (3.22)
8ul

R, =0 auf 0. (3.23)

Auch die schwache Form ergibt sich in einfacher Weise, indem nun
noch zusétzlich die Terme mit den Zeitableitungen mit den Testfunk-
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tionen multipliziert und iiber das Gebiet integriert werden:

0
/@ﬂwng+/mmfn+wﬂww+
Q Q
R (3.24)
+ [ wj |G+ ——pm | dA=0.
8ul
o0
R, =0 auf 09 (3.25)

3.2.4 Wellengleichungen

Wellengleichungen sind durch Zeitableitungen zweiter Ordnung ge-
kennzeichnet. Sie haben die allgemeine Form

0%u

d—+V . -T'=F 3.26

52+ (3.26)
mit dazugehorigen Randbedingungen. Eine Wellengleichung besitzt
lediglich eine skalare abhingige Variable!?, deshalb ist hier u; durch
w und dj;. durch d ersetzt.

Fiir die numerische Behandlung ist es notwendig, die Wellenglei-
chung in eine Formulierung iiberzufithren, die nur erste Zeitablei-
tungen enthalt. Dies gelingt mit Hilfe einer Variablensubstitution:

Uy =, (3.27)
iy = 4 (3.28)
2 — 8t .
8u2
— -I'=F. 2
=2+ v (3.29)

Gleichungen (3.28) und (3.29) stellen ein gekoppeltes System zweier
instationdrer partieller Differentialgleichungen erster Ordnung dar,
das genau die im vorangegangenen Abschnitt beschriebene Form be-
sitzt. Eine wichtige Erkenntnis ist, dass eine Wellengleichung den

Dijese Wellengleichung koénnte aber natiirlich iiber zusitzliche Gleichungen mit weiteren
abhéngigen Variablen gekoppelt sein.
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numerischen Aufwand fiir zwei Gleichungen mit sich bringt. Die-
se Aussage lasst sich verallgemeinern. Eine Differentialgleichung mit
Ableitungen n-ter Ordnung ist einem System mit n Differentialglei-
chungen erster Ordnung gleichwertig.

3.3 Methode der finiten Elemente

3.3.1 Vernetzung der Geometrie

Die numerische Losung von Differentialgleichungen beruht auf ei-
ner Diskretisierung des zu untersuchenden Problems. Damit ist eine
Approximation des eigentlich kontinuierlichen Problems durch eine
endliche Zahl von Parametern gemeint, die die Losungen beschrei-
ben. Im Rahmen der Methode der finiten Elemente bedeutet dies,
dass die Losungsfunktionen durch eine Uberlagerung vorgegebener
Funktionen angendhert werden, deren Form durch ihre Funktions-
werte an einzelnen festen Stellen des betrachteten Gebiets eindeutig
beschrieben ist?.

Erster Schritt ist daher, das Berechnungsgebiet in eine Anzahl klei-
nerer Elemente zu unterteilen, auf denen die die Losung annéhernden
so genannten Ansatzfunktionen definiert werden konnen. Dieser Vor-
gang wird als Vernetzung der Geometrie bezeichnet. Die Form der
Elemente ist dabei zunéchst willkiirlich, mit ihrer Wahl ist aber eng
die Formulierung der Ansatzfunktionen verkniipft. Weit verbreitet
und tiiblich ist aber die Verwendung von Dreiecken fiir zweidimensio-
nale Geometrien und Tetraedern fiir dreidimensionale Geometrien.
Die mit ihnen erzeugten unstrukturierten Netze haben die positive
Eigenschaft, sich sehr gut auch an komplexere, gekriimmte Geome-
trien anpassen zu lassen.

Die Funktionswerte werden auf den Knoten des Netzes gespeichert.
Natiirlicherweise sind dies die Eckpunkte der Elemente. Je nach Typ

20Die FEM diskretisiert also die Losungsfunktionen. Im Gegensatz hierzu diskretisieren Finite-
Volumen-Verfahren und Finite-Differenzen-Verfahren die in den Differentialgleichungen vorkom-
menden Differentialquotienten.
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der Ansatzfunktionen kann ein Element aber noch weitere Knoten
innerhalb oder an seinen Randern aufweisen.

Die Art der Vernetzung hat Auswirkungen auf die Qualitdt der
Losung und die Geschwindigkeit des numerischen Losungsverfah-
rens. Unter diesem Gesichtspunkt gibt es einige allgemeine Regeln,
die bei der Netzerstellung beriicksichtigt werden sollen. Die rdumli-
che Auflésung, das heiflt die Anzahl der Knoten oder Elemente je
Langen-, Flachen- oder Volumeneinheit muss ausreichend grof3 sein,
um den Verlauf der Losung gut représentieren zu konnen. Aus nu-
merischen Griinden sollten die Elemente keine zu starke Verzerrung
aufweisen, das heifft nicht in eine Richtung eine deutlich héhere Aus-
dehnung besitzen als in eine andere. Es sollten innerhalb eines Netzes
auch keine zu hohen Gréflenunterschiede zwischen dem kleinsten und
groBten Element bestehen.

3.3.2 Ansatzfunktionen

Aus mathematischer Sicht stellen die Losungsfunktionen eines gege-
benen Problems Elemente von Funktionenrdumen dar, die die Ei-
genschaften von Vektorrdumen besitzen. Funktionenrdume beschrei-
ben bestimmte Klassen von Funktionen, beispielsweise die unendlich
oft stetig differenzierbaren Funktionen. Wie Vektorrdume werden sie
durch Basen aufgespannt. Jedes Element des Funktionenraums (also
jede Funktion mit den geforderten Eigenschaften) ldsst sich als Li-
nearkombination dieser Basen darstellen. Hier besteht nun aber ein
wichtiger Unterschied zu den iiblicherweise aus der linearen Algebra
bekannten Vektorrdumen. Letztere besitzen eine endliche Zahl von
Basisvektoren?!. Dagegen sind die Basen von Funktionenrdumen un-
endlichdimensional. Wenn also der Lésungsraum durch die beliebigen
Basisfunktionen

¢17 ¢27 QS?,, SR (330)

21 Beispielsweise bilden die drei Einheitsvektoren e, e, und e, eine Basis der Vektoren im
kartesischen Koordinatensystem.
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aufgespannt sein soll, ergibt sich die Losung u als Linearkombination
mit Koeffizienten U;:

u=>Y U;. (3.31)
1=1

Offensichtlich ist ein derartiger Ansatz mit einer unendlichen Anzahl
von Parametern nicht fiir eine numerische Analyse geeignet. Hieraus
ergibt sich die Notwendigkeit der Approximation der Summe in Glei-
chung (3.31) durch eine Summe beziiglich einer endlichdimensionalen
Basis:

P
w = U 3.3
1=1

Die Funktion u* ist nun aber nur noch eine Ndherung fiir die ,,wahre*
Losung u.

Die Methode der finiten Elemente realisiert diese Approximation
durch Definition spezieller so genannter Ansatzfunktionen ¢;, die in
Bezug auf die durch die Vernetzung entstandenen Elemente beson-
dere Eigenschaften aufweisen. Durch die Festlegung dieser Eigen-
schaften kann eine Reihe unterschiedlicher finiter Elemente und An-
satzfunktionen konstruiert werden. Grofle Bedeutung haben und in
dieser Arbeit ausschliefilich verwendet werden Lagrange-Elemente.
An ihrem Beispiel lasst sich die Methodik auch weiter gut verfolgen.
Lagrange-Elemente sind durch folgende Bedingungen definiert:

1. Auf dem i-ten Knoten des Netzes gilt ¢; = 1.
2. Auf allen anderen Knoten des Netzes gilt ¢; = 0.

3. Innerhalb der Elemente, zu denen der i-te Knoten des Netzes
gehort, ist ¢; ein Polynom bestimmter Ordnung.

Durch diese Vorschriften ist der Verlauf der Ansatzfunktionen ein-
deutig festgelegt. Die Ordnung der Polynome ergibt sich durch die
Anzahl der Knoten innerhalb eines Elements. Besitzt das Element
nur Knoten an seinen FEcken, erfordert die Eindeutigkeit einen li-
nearen Verlauf der Ansatzfunktionen. Wird zwischen den Eckknoten
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Element

S
— i+l 1+2
Zwischenknoten

Abbildung 3.1: Eindimensionales finites Element mit linearen (links) und qua-
dratischen (rechts) Ansatzfunktionen.

jeweils ein Zwischenknoten eingefiigt, sind quadratische Polynome
fiir die ¢; notig. Entsprechend lésst sich die Ordnung durch weitere
Zwischenknoten erhohen. Die genannten Prinzipien sind in Abbil-

dung 3.1 an einem eindimensionalen finiten Element verdeutlicht?2.

Die genannten Eigenschaften der Lagrange-Elemente in Verbindung
mit Gleichung (3.32) bedeuten, dass die Néherung fiir die Losungs-
funktion auf einem Knoten des Netzes den Wert des jeweiligen Koef-
fizienten U; aufweist und zwischen den Knoten einen durch die An-
satzfunktionen genau definierten Verlauf nimmt. Fiir ein eindimen-
sionales Beispiel ist das schematisch in Abbildung 3.2 dargestellt. Die
Aufgabe, die unbekannte Losungsfunktion u zu finden, ist nun da-
hingehend abgeéndert, die unbekannten Parameter U; zu bestimmen.
Sie werden als die Freiheitsgrade des Problems bezeichnet.

Bei einer abhéngigen Variablen ist die Zahl der Freiheitsgrade mit der
Anzahl der Knoten des Netzes P identisch. Sind jedoch N abhéngige
Variablen vorhanden, betrigt die Zahl der Freiheitsgrade N - P. Die

22Fir ein eindimensionales Problem besteht das Berechnungsgebiet lediglich aus einer Strecke.
Durch die Vernetzung wird es in einzelne Streckenabschnitte unterteilt, die die finiten Elemente
darstellen. Knoten sind ihre jeweiligen Endpunkte und gegebenenfalls Zwischenpunkte.
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Abbildung 3.2: Beispiel fiir die Approximation einer Losungsfunktion auf einer
eindimensionalen Geometrie durch lineare Ansatzfunktionen.

approximierten Losungsfunktionen sind dann durch

P
up =Y Ung-vpdi, k=12...,N, (3.33)
=1

gegeben. Durch diese Definition sind alle Freiheitsgrade in dem
Losungsvektor U = (U, Us, . .., Uxp)’ zusammengefasst.

Der numerische Aufwand zur Losung eines Problems ist stark durch
die Zahl der Freiheitsgrade, also Unbekannten, beeinflusst. Dies li-
mitiert die Moglichkeit, beliebig Ansatzfunktionen héherer Ordnung
zu verwenden, die eine bessere Approximation der Losungsfunkti-
on ermoglichen wiirden. Beispielsweise bedeutet der Ubergang von
linearen zu quadratischen Lagrange-Elementen fiir eine dreidimen-
sionale Geometrie bei fester Elementzahl eine Verachtfachung der
Freiheitsgrade.

3.3.3 Diskretisierung des Problems

Da nun eine diskretisierte Form der Losungsfunktionen mit den Frei-
heitsgraden als Unbekannten vorliegt, gilt es die durch die Gleichun-
gen (3.16) beziehungsweise (3.24) gegebenen schwachen Formulierun-
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gen des Problems so zu nutzen, dass ein algebraisches Gleichungs-
system eben fiir die Freiheitsgrade entsteht. Allerdings stellen die
urspriinglichen Gleichungen nur Gleichungssysteme aus N Gleichun-
gen (das ist die Zahl der abhéngigen Variablen) dar, wihrend der
Losungsvektor, wie soeben gezeigt, N - P Unbekannte enthélt. Hier
lassen sich nun die Testfunktionen w; zu Nutze machen. Die schwa-
che Form der partiellen Differentialgleichungen muss ja fiir alle belie-
big gewahlten Testfunktionen erfiillt sein. Also kénnen die Gleichun-
gen (3.16) und (3.24) auch fiir exakt P linear unabhéngige Testfunk-
tionen wj, j = 1,2,..., P, ausgewertet werden, wodurch gerade die
benotigte Anzahl an Gleichungen entsteht.

Es bietet sich an, fiir die Testfunktionen genau die gleichen Funktio-
nen zu verwenden, die auch als Ansatzfunktionen der Losungsfunk-
tionen dienen:

wj = ¢, . (3.34)

Dieser Ansatz ist als Galerkin-Verfahren bekannt. Da die Ansatz-
funktionen eine Basis beziiglich des Losungsraumes darstellen, ist
auch die lineare Unabhéngigkeit der Testfunktionen gewahrleistet.

Die Auswertung der schwachen Form der Differentialgleichungen un-
ter Verwendung dieses Ansatzes sei nun zuerst fiir das stationére Pro-
blem, Gleichung (3.16), schrittweise erldutert. Die Integrale in dieser
Gleichung enthalten die Terme I'j(uy), Fi(ug), Gi(ux) und Ry, (ug),
die im Allgemeinen linear oder nichtlinear von den abhéngigen Varia-
blen u; abhédngen. Zunéchst werden nur die Beitriage der ersten drei
Terme, I', I und G betrachtet. Die in ihnen enthaltenen abhéngigen
Variablen u;, werden durch die Approximation aus Gleichung (3.33)
ersetzt. Die Berechnung der Integrale fiir alle P Testfunktionen liefert
dann einen Vektor S mit N - P Komponenten, der folgende Elemente
enthalt:

Sysa-vr = [ (Vo5 Tuui) + :Fi(up)) av+

Q
(3.35)
!



68 3  Numerische Verfahren

Da die Testfunktionen immer nur auf den zum j-ten Knoten gehoren-
den Elementen von Null verschieden sind, beschréanken sich die In-
tegrationen jeweils auf diese Elemente. Dort werden sie numerisch
mit Hilfe von Quadraturformeln wie beispielsweise der Gaufy’schen
Quadratur durchgefiihrt.

Néchster Schritt ist die Diskretisierung der Zwangsbedingungen aus
Gleichung (3.17). Dies geschieht durch Auswertung dieser Bedingung
auf den () Randknoten des Netzes. Dadurch ensteht ein Vektor T mit
M - @Q Komponenten, der als Elemente die Werte der Koeffizienten
R,, auf den Randknoten enthélt,

Th+(m—1)M = Rm<Xh) s (336)

wobei x5, h = 1,2,...,Q, die Koordinaten des h-ten Randknoten
bezeichnet.

Fiir das noch fehlende Integral in Gleichung (3.16), das die unbe-
kannten Lagrange-Multiplikatoren u,, enthélt, lasst sich nun folgende
Approximation durch die Anwendung der P Testfunktionen angeben:

0T (m r
/ aR MmdA (M——W) Ah—l—(m—l)M' (337)

Dabei wird davon Gebrauch gemacht, dass sich das Differenti-
al OR,,/0u; auf den Randknoten direkt durch die diskretisierten
Losungsfunktionen und Zwangsbedingungen in der Form der Jacobi-
Matrix 0T /OU ausdriicken lasst. Die Ortsabhéngigkeit der Integran-
den steckt dann nur noch in den Test- und Ansatzfunktionen und
den Lagrange-Multiplikatoren. Da letztere aber ohnehin unbekann-
te Funktionen darstellen, konnen die zugehorigen Integrale in einem
Vektor A mit Unbekannten Ay, Ag, ..., Ay zusammengefasst wer-
den, die quasi eine diskretisierte Form der Lagrange-Multiplikatoren
darstellen.

Durch gemeinsame Verwendung der Gleichungen (3.35), (3.36) und
(3.37) ist nun folgende diskretisierte Form der schwachen Formulie-
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rung des Problems, Gleichung (3.16), entstanden:

S(U) + (8gSJ)>TA —0, (3.38)

T(U)=0. (3.39)

Das ist ein algebraisches (lineares oder nichtlineares) Gleichungs-
system mit N - P + M - @) Gleichungen fiir die N - P Freiheits-
grade im Losungsvektor U und die M - () diskretisierten Lagrange-
Multiplikatoren im Vektor A.

Fiir zeitabhédngige Probleme, die durch Gleichung (3.24) beschrie-
ben werden, lduft die Herleitung der Diskretisierung weitestgehend
identisch ab. Lediglich das Integral, das die Zeitableitung enthélt, ist
zuséatzlich noch auf analoge Weise auszuwerten. In dem dabei ent-
stehenden Vektor der Lénge N - P tauchen die Zeitableitungen der
Freiheitsgrade linear auf?®. Damit lisst sich das diskretisierte Pro-
blem so schreiben:

D(U,t)aa—? — _S(U,t) - <%) A, (3.40)

T(U,t) =0. (3.41)

Hierbei ist D als N - P x N - P Matrix so definiert, dass sich durch
Multiplikation mit dem Vektor 0U/dt gerade die diskretisierte Form
des erwdhnten Integrals mit den Zeitableitungen ergibt.

Die Gleichungen (3.40) und (3.41) bilden fiir gegebene Anfangswer-
te der Freiheitsgrade und Zwangsbedingungen, U(t = 0) = U, und
T(t = 0) = Ty, ein Gleichungssystem fiir OU/Jt. Damit lassen sich
durch numerische Integration dieses Ausdrucks, beispielsweise mit
Hilfe finiter Differenzen, die Losungsvektoren fiir alle ¢ > 0 berech-
nen. Dieses Verfahren wird als ,Method of Lines“ bezeichnet: die
Finite-Elemente-Methode liefert eine raumliche Diskretisierung, das
dadurch entstehende System schreitet dann Schritt fiir Schritt in der
Zeit, voran.

23Im Abschnitt 3.2.3 auf Seite 60 wurde die Einschrinkung gemacht, dass die Zeitableitungen
der abhéngigen Variablen nur linear auftreten diirfen.
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3.3.4 Losungsverfahren

Die diskretisierten Gleichungen (3.38) und (3.39) beziehungsweise
(3.40) und (3.41) konnen mit Hilfe iiblicher numerischer Verfahren
gelost werden. Je nach Typ der Gleichungen kommen unterschiedli-
che Methoden zum Einsatz.

Fiir lineare stationéire Probleme lassen sich die Gleichungen (3.38)
und (3.39) ganz allgemein in eine Form Ay = b bringen, wobei y
der Vektor der Unbekannten ist. Die Matrix A und der Vektor b sind
von y unabhéngig. Ein lineares algebraisches Gleichungssystem die-
ser Art ldsst sich mit direkten Methoden 16sen, beispielsweise durch
Gauf}’sche Elimination.

Bei nichtlinearen Problemen hingen A und/oder b selbst vom
Losungsvektor ab, so dass eine direkte Auflésung nach y nicht mehr
moglich ist. Hier kommen iterative Losungsverfahren zum Einsatz.
Ausgehend von einer Néherung yy wird aus dem Gleichungssystem
A(y0)dy = b(yo) eine Schétzung dy fiir den Fehler in y, ermittelt
und damit eine neue Naherung y, = yo+e€-9dy fiir den Losungsvektor
berechnet. Der Unterrelaxationsfaktor €, 0 < € < 1, beschrinkt aus
numerischen Stabilitatsgriinden die Hohe der Korrektur. Diese itera-
tive Prozedur wird so lange wiederholt, bis eine aus dy berechnete
Fehlernorm einen vorgegebenen Wert unterschreitet.

Bei instationdren Problemen hat das Gleichungssystem die Form
A(y)y = b(y). Zur Losung stehen prinzipiell zwei Moglichkeiten
zur Verfiigung. Explizite Verfahren berechnen aus einer zum Zeit-
punkt ty gegebenen Losung yo aus dem Gleichungssystem zunéchst
auf direktem Weg y = Jy/0t. Damit ergibt sich dann y; fiir den
néchsten Zeitschritt t; = t) + At aus y; = yg +y - At. Diese Metho-
de weist einen geringen Rechenaufwand pro Zeitschritt auf, allerdings
miissen die Zeitschritte aus Stabilitdtsgriinden unter Umsténden sehr
klein gewahlt werden. Hier sind die impliziten Verfahren von Vorteil,
die fiir die Auswertung von A(y) und b(y) nicht den bekannten
Losungsvektor yg, sondern den fiir den neuen Zeitschritt zu berech-
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nenden Losungsvektor y; heranziehen. Das erfordert ein iteratives
und damit deutlich aufwandigeres Rechenverfahren. Dieser Nachteil
wird jedoch oft durch die gegeniiber expliziten Verfahren auf Grund
der besseren Stabilitatseigenschaften moglichen grofleren Zeitschritte
aufgewogen.

Diese Darstellung der Zeitschrittverfahren stellt nur eine sehr einfa-
che, grundsatzliche Klassifizierung dar. In der Praxis existieren sehr
viele im Detail unterschiedliche Methoden, die Kombinationen oder
Abwandlungen der beschriebenen Verfahren darstellen. MATLAB
beispielsweise stellt fiir unterschiedliche Anwendungsfille verschie-
dene explizite und implizite Loser zur Verfiigung, die auch innerhalb
von FEMLAB zum FEinsatz kommen. Einen sehr guten Einblick in
die Implementierung dieser Loser geben Ashino et al. [117].

3.4 Numerische Fehler

3.4.1 Allgemeines

Jedes numerische Verfahren stellt nur eine aus einer Diskretisierung
resultierende Approximation der kontinuierlichen Wirklichkeit dar
und ist daher mit Fehlern behaftet, die die erzielbare Genauigkeit
der Losung begrenzen. Fiir die Methode der finiten Elemente seien im
Folgenden die wesentlichen Einflussgrofien fiir diese Fehler genannt.

Werte fiir die Losung werden nur auf den Knoten des Finite-
Elemente-Netzes berechnet. Zwischen den Knoten ist die Losung
nur durch die Ansatzfunktionen der finiten Elemente angenéhert, da-
durch entsteht ein Interpolationsfehler. Die Auswertung der schwa-
chen Form der Differentialgleichungen erfordert weiter die Auswer-
tung von Integralen, wozu iiblicherweise numerische Quadraturfor-
meln fiir die einzelnen Elemente eingesetzt werden. Die berechneten
Werte der Integrale sind im Allgemeinen nicht exakt, wodurch ein
Integrationsfehler in die Lésung eingeht.

Die Dirichlet-Randbedingungen, die Werte fiir die abhéngigen Varia-
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blen auf bestimmten Teilstiicken des Gebietsrandes vorgeben, kénnen
auch nur auf einzelnen Knoten erfiillt werden, die auf dem Rand lie-
gen. Dies bringt einen zusétzlichen Fehler durch die Interpolation
der Dirichlet-Randbedingungen mit sich. Auflerdem kann der Ge-
bietsrand, wenn er gekriimmt ist, durch eine Triangulation mit fini-
ten Elementen nicht exakt abgebildet werden. Auch diese fehlerhafte
Représentation des Rechengebiets duflert sich in der Losung durch
einen Fehler.

Hinzu kommt, dass im Falle nichtlinearer Systemgleichungen auch
das durch die Diskretisierung entstehende algebraische Gleichungs-
system nichtlinear und damit nicht direkt durch Elimination l6sbar
ist. Die notwendige iterative Losung erfordert dann die Vorgabe eines
Abbruchkriteriums mit der Folge eines Abbruchfehlers in der Losung.
Auch das Zeitschrittverfahren ist durch die Approximation der Zeit-
ableitung durch finite Differenzen mit einem Diskretisierungsfehler
behaftet.

AuBer durch diese Fehler, die allgemein als Verfahrensfehler zusam-
mengefasst werden konnen, kann die Losung auch durch die be-
grenzte Genauigkeit der Darstellung von Zahlen auf einem Rech-
ner beeinflusst werden. Sie kann zu Zusatzfehlern durch Rundung,
Ausloschung fithrender Stellen (beispielsweise bei der Subtraktion
zweier Zahlen gleicher Grolenordnung) oder Bereichsiiberschreitung
(beispielsweise bei Division durch eine sehr kleine Zahl) fithren [118].

Die quantitative Kenntnis oder Abschéitzung des Verfahrensfehlers
ist wichtig, um die Aussagekraft numerischer Ergebnisse beurteilen
und allgemein die Eignung eines numerischen Verfahrens fiir eine
bestimmte Problemstellung bewerten zu koénnen. Nachfolgend wird
daher der in dieser Arbeit eingesetzte Finite-Elemente-Loser unter
diesem Gesichtspunkt untersucht. Hintergrund ist dabei die ange-
strebte Losung der Wellengleichung im Zeitbereich, die Grundlage
des im Kapitel 4 beschriebenen und im Kapitel 5 am Beispiel demon-
strierten Verfahrens zur Berechnung von Verbrennungsschwingungen
ist.
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3.4.2 Testkonfiguration

Untersucht wird ein beidseitig geschlossenes Rohr der Lange L = 1 m
mit einem kreisférmigen Querschnitt, der den Durchmesser D =
0.1 m aufweist. In diesem Rohr werden Schalldruckverteilungen als
Anfangsbedingung vorgegeben, die den akustischen Eigenmoden des
Rohrs entsprechen, um danach die zeitliche Entwicklung der Schwin-
gungen in Form von stehenden Wellen zu verfolgen. Die Betrachtung
ist auf ebene Moden beschrankt, so dass sich die Anfangsbedingung
als

op'
Oty
schreiben lésst, wenn x die Koordinate langs der Rohrachse bezeich-
net, kg = wo/cp = 27 fy/c¢o die Wellenzahl der Eigenmode und pj ih-
re Amplitude ist. Um keine nichtebenen Moden anzuregen, darf die
Wellenzahl der Anfangsbedingung oder entsprechend die Frequenz
der Schwingung nicht zu hoch gewéhlt werden. Fiir das betrachtete

p'(x,t =0) = pysin(koz), =0 (3.42)

Rohr betrégt die Grenzfrequenz fiir die erste nichtebene Mode nach
Gleichung (2.51) auf Seite 44 und Tabelle 2.1 auf Seite 47 unter at-
mosphérischen Bedingungen (¢y = 340m/s) knapp 2000 Hz. Damit
sind die erste (170 Hz) bis sechste (1700 Hz) Eigenmode mogliche
Anfangsbedingungen. Die zugehorigen Schalldruckverteilungen sind
in Abbildung 3.3 fiir eine Amplitude von pj = 1 hPa dargestellt.

Das so definierte Problem wird nun fiir den Finite-Elemente-Ldoser
diskretisiert, wobei die homogene Wellengleichung (Gleichung (2.30)
auf Seite 33 mit zu Null gesetzter rechter Seite) die zu lésende Diffe-
rentialgleichung ist. Als finite Elemente kommen Tetraeder mit linea-
ren Ansatzfunktionen zum Einsatz. Untersucht werden drei Diskre-
tisierungsvarianten mit unterschiedlichen Elementgréfien, und zwar
ein grobes Netz mit 695 Knoten und 2361 Elementen, ein mittleres
Netz mit 1259 Knoten und 4694 Elementen und ein feines Netz mit
2562 Knoten und 9567 Elementen (vergleiche Abbildung 3.4). Die
Knotendichte in Achsrichtung betragt fiir diese Netze in etwa 29, 40
beziehungsweise 65 Knoten bezogen auf die gesamte Rohrldnge. Sie
ist fiir die Beurteilung der Ergebnisse besonders interessant, da sich
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Abbildung 3.3: Schalldruckverteilungen der untersuchten Anfangsbedingungen.

durch die Vorgabe ebener Moden die Druckgradienten entlang der
achsparallelen Koordinate ausbilden.

Als Zeitschrittverfahren wird eine BDF-Methode?* zweiter Ordnung
mit automatischer Schrittweitenkontrolle eingesetzt, also ein implizi-
tes Verfahren. Explizite Verfahren haben sich in Voruntersuchungen
als nicht geeignet fiir die Losung der Wellengleichung mit dem ein-
gesetzten Finite-Elemente-Loser erwiesen, da sich sehr leicht nume-
rische Instabilitdten mit der Folge rascher Divergenz auf einzelnen
Knoten ausgebildet haben. Zur Kontrolle des BDF-Losers werden
als Abbruchkriterium ein maximal zulédssiger lokaler relativer Fehler
e und absoluter Fehler €., festgelegt. Sofern nicht anders erwahnt,
betragen hier €, = 0.001 und €455 = €1 - Dp-

Als exakte Losung des oben definierten Problems wiirde sich eine
Schwingung konstanter Amplitude mit der Eigenfrequenz der ent-
sprechenden Mode ergeben, also

p(z,t) = p'(x,t = 0) cos(kocot) . (3.43)

Sie ist also nur von der Zeit und der Anfangsbedingung abhéngig.
Die fehlerbehaftete numerische Losung lasst sich nun mit dieser exak-
ten Losung vergleichen, indem die zeitliche Entwicklung des Schall-
drucks beispielsweise in einem Schalldruckbauch verfolgt wird. Ab-

24BDF = backward differentiation formula



3.4 Numerische Fehler 75

695 Knoten, ca. 29 Knoten/L

1259 Knoten, ca. 40 Knoten/L

2562 Knoten, ca. 65 Knoten/L

Abbildung 3.4: Die drei untersuchten Varianten des Finite-Elemente-Netzes.

bildung 3.5 zeigt dies anhand eines der untersuchten Beispiele. Sofort
erkennbar ist, dass die Amplitude, anstatt konstant zu bleiben, mit
der Zeit abnimmt?’. Neben diesem als numerische Dampfung bezeich-
neten Fehler treten auch noch weitere Fehler auf, die im Folgenden
ndher untersucht werden sollen.

25In dem gezeigten Beispiel wurde eine sehr hohe Fehlertoleranz zugelassen, um eine hohe
numerische Dadmpfung zu erzielen und damit das Abklingverhalten iiberzeichnet darstellen zu
konnen.
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Abbildung 3.5: Beispiel fiir den Verlauf des Schalldrucks in einem Schalldruck-
bauch in der numerischen Losung.

3.4.3 Dispersion

Die exakte Losung des Problems liefert eine reine harmonische, also
sinusférmige Schwingung. In der numerischen Losung ist dies nicht
mehr der Fall. Durch numerische Fehler kommt es zu einer ,,Ver-
schmierung®“ oder einem ,, Auseinanderlaufen“ der Wellen. Aus der
Fourier-Analysis ist bekannt, dass das Spektrum eines diskreten har-
monischen Signals ein Seitenband aufweist, dessen Breite von der
Auflésung des Signals abhéngt. Die Diskretisierung generiert somit
Losungsbestandteile, die von der harmonischen Losung abweichende
Wellenzahlen haben. In einem dispersiven System breiten sich diese
Komponenten mit unterschiedlichen Phasengeschwindigkeiten aus.
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Hierdurch erfihrt auch die so genannte Gruppengeschwindigkeit?®

des Wellenzugs eine Abweichung von der Ausbreitungsgeschwindig-
keit in einem nicht dispersiven System, die dort gleich der Schall-
geschwindigkeit ¢y ist. In der Simulation &uflert sich dieser Effekt
dadurch, dass die Schwingung eine Frequenz aufweist, die von der Ei-
genfrequenz der als Anfangsbedingung vorgegebenen Mode abweicht.

Das ist in Abbildung 3.6 zu sehen. Die aus der Simulation erhalte-
nen Frequenzen sind hier, normiert mit ¢ /L, als Funktion der Wel-
lenzahl der Anfangsbedingung gegeben. Letztere ist mit dem Wert
L/(27) normiert und liefert damit eine sehr anschauliche Grofe: sie
sagt aus, wie viele Wellenziige innerhalb einer Rohrlédnge L liegen.
Abbildung 3.6 zeigt fiir zunehmende Wellenzahlen eine zunehmen-
de Abweichung der numerischen von den exakten Ergebnissen hin
zu hoheren Werten. Der Fehler nimmt aulerdem systematisch mit
abnehmender Knotenzahl des verwendeten Finite-Elemente-Netzes
zu, wobei dieser Effekt aus der hier gezeigten Abbildung allerdings
schwer zu erkennen ist.

Dieses Ergebnis legt die Vermutung nahe, dass die Hohe der Fre-
quenzverschiebung von der Qualitdt der rdumlichen Diskretisierung
abhéngt, da diese sowohl bei hoheren Wellenzahlen als auch ge-
ringeren Knotenzahlen abnimmt. Beide Effekte lassen sich in einer
Grofle zusammenfassen, wenn die Wellenzahl auf die mit dem Finite-
Elemente-Netz maximal darstellbare Wellenzahl k,,,, bezogen wird.
Diese ergibt sich aus dem Abtasttheorem, nach dem zur Diskretisie-
rung von n Wellenziigen mindestens 2n Knoten nétig sind. In dem
Netz mit einer Knotendichte von 40 Knoten pro Rohrlédnge in axialer
Richtung ergibt sich deshalb beispielsweise k. - L/(27) = 20. Wird
nun die relative Frequenzverschiebung, ausgedriickt durch Af L /¢y =
(f — %) L /¢y, iiber ky/kpq, aufgetragen, ergibt sich die Darstellung
von Abbildung 3.7. Dabei kann ky/k,q, als Maf fiir die rdumliche

Auflésung der Schwingung durch das Finite-Elemente-Netz aufge-

26{Uberlagern sich mehrere Wellen, so wird mit Gruppengeschwindigkeit die Geschwindigkeit
bezeichnet, mit der sich das durch die Uberlagerung entstandene Wellenpaket ausbreitet. Dies
ist gleich der Ausbreitungsgeschwindigkeit der in ihm gespeicherten Energie. Sie ergibt sich zu
cg = Z—‘;@’ , Wenn kg die mittlere Wellenzahl des Wellenpakets ist.
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koL/(2m)

Abbildung 3.6: Normierte Frequenz der Schwingung der stehenden Welle als
Funktion der normierten Wellenzahl der Anfangsbedingung. Knotendichte: O 29
Knoten/L, /A 40 Knoten/L, ¥V 65 Knoten/L; — exaktes theoretisches Ergebnis.

fasst werden; kleinere Werte bedeuten eine bessere Auflésung.

Die Abbildung bestétigt den vermuteten Zusammenhang. Mit abneh-
mender raumlicher Auflésung nimmt der Frequenzfehler quadratisch
zu. Dieses Ergebnis kann umgekehrt dazu genutzt werden, Anforde-
rungen an die rdumliche Auflésung abzuleiten. Beispielsweise diirfte,
damit der Frequenzfehler nicht grofer als 3% wird, ko /kpq, hochstens
0.2 werden. Die hochstfrequente relevante Komponente in der Losung
miisste in diesem Fall also mit mindestens 10 Knoten pro Wellenldnge
aufgelost werden.
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Abbildung 3.7: Relativer Fehler in der Frequenz als Funktion der rdumlichen
Auflésung der Schwingung durch das Finite-Elemente-Netz. Knotendichte: O 29
Knoten/L, A 40 Knoten/L, VV 65 Knoten/L; — quadratische Ausgleichskurve.

3.4.4 Numerische Dampfung

Ein sehr offensichtlicher Effekt der numerischen Fehler ist, wie be-
reits bemerkt, eine kiinstliche Dampfung, die zu einem allmé&hlichen
Abklingen der Schwingung fiihrt. Dies ist insbesondere fiir den Ener-
giehaushalt der Schwingung von Bedeutung, der so durch eine in der
Realitét nicht vorhandene Verlustquelle verfalscht wird.

Die Dampfung &uflert sich in einer exponentiellen Abnahme der
Schalldruckamplitude. Statt der exakten Losung aus Gleichung (3.43)
folgt der Schalldruck also der Beziehung

p(z,t) = (z,t =0)e " cos(ket), (3.44)
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wobei o > 0 mit der Einheit [1/s] die Abklingrate darstellt. In der
Akustik ist es iiblich, verlustbehaftete akustische Vorgédnge durch ei-
ne Dampfungskonstante zu charakterisieren, die im Gegensatz zur
gerade gegebenen Darstellung die exponentielle Abnahme der Am-
plitude einer Schallwelle entlang ihres Weges beschreibt. Das lésst
sich als

Pz, t) =p'(z =0,t)e " cos (k(z — et)) (3.45)

fiir eine ebene Welle schreiben, die sich ungehindert (ohne Reflexio-
nen) in z-Richtung ausbreiten kann. Dabei ist ¢ die angesprochene
Démpfungskonstante mit der Einheit [Np/m]?". Zwischen ihr und der
Abklingrate o besteht der einfache Zusammenhang

o=2ad, (3.46)

da eine akustische Information in der Zeit ¢ den Weg x = ¢t zuriick-
legt?®. Somit lassen sich zu den in der Simulation erhaltenen Schall-
druckverlaufen die zugehorigen Dampfungskonstanten bestimmen.

Die Dampfungskonstante in Folge der numerischen Dampfung ist
in Abbildung 3.8 fiir die in der Simulation untersuchten Konfigura-
tionen in doppelt-logarithmischer Darstellung wiedergegeben. Hier
wurden dimensionsbehaftete Groflen gewéhlt, um nachfolgend einen
Vergleich mit Dampfungskonstanten echter physikalischer Vorgéinge
zu erleichtern. Deutlich ist eine starke Zunahme der Dampfung mit
der Frequenz erkennbar. Dieser Effekt wird weiter unten noch naher
untersucht. Die Knotendichte des Finite-Elemente-Netzes zeigt hin-
gegen keinen wesentlichen Einfluss. Zwar sind die Unterschiede zwi-
schen den drei Netzen bei hoheren Frequenzen tendentiell grofier,
jedoch ist hier kein systematischer Zusammenhang zu erkennen.

Eine Bewertung des Einflusses der numerischen Dampfung wird
durch einen Vergleich mit realen verlustbehafteten Prozessen

2"Np = Neper; diese Einheit wird verwendet, wenn angedeutet werden soll, dass sich Vorginge
exponentiell mit der Basis 1/e entwickeln, &hnlich dem Bel, das auf die Basis 10 verweist [102].

28Die Ausbildung einer stehenden Welle in der Testkonfiguration, die mit dem Exponenten
o in der Zeit abklingt, kann letztlich auch als Uberlagerung zweier gleichartiger rechts- und
linkslaufender Wellen verstanden werden, die an den Rohrenden wiederholt reflektiert werden
und auf ihrem Weg mit dem Exponenten 6 abgeschwécht werden.
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Abbildung 3.8: Dampfungskonstante auf Grund numerischer Dampfung als
Funktion der Frequenz. Knotendichte: O 29 Knoten/L, A 40 Knoten/L, V 65
Knoten/L; — Ausgleichsgerade.

moglich. So betragt die Dampfungskonstante fiir die Absorption
von Schall in Luft auf Grund Viskositdt und molekularer Vorgéinge
unter Normalbedingungen etwa 1074 Np/m bei 100 Hz und etwa
1073 Np/m bei 1000 Hz und liegt damit fast zwei GroSenordnungen
unter der der numerischen Dampfung [102]. Das eingesetzte nume-
rische Verfahren ist damit sicherlich nicht fiir Probleme geeignet, in
denen solche Absorptionseffekte eine wesentliche Rolle spielen.

Ein weiteres Beispiel liefert die Dampfung der Wellenausbreitung in
einem Rohr auf Grund viskoser Effekte in der Grenzschicht an der
Rohrwand. So liegt die Dédmpfungskonstante fiir ein Rohr mit einem
Durchmesser von 0.1 m, wie in der Testkonfiguration angenommen,
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etwa bei 8 - 1073 Np/m bei 200 Hz und etwa 3 - 1072 Np/m bei 1000
Hz?. Diese Werte weisen dieselbe Gréfienordnung auf wie die zu-
vor ermittelte numerische Dampfung. Nun werden bei akustischen
Betrachtungen aber gerade Effekte wie beispielsweise die Grenz-
schichtdampfung in Rohren mit gutem Grund vernachléssigt, weil
die tatséchlich relevanten Verluste akustischer Energie durch ande-
re Effekte, wie die Abstrahlung an den Réndern, zu Stande kom-
men [101]. Daher darf der Schluss gezogen werden, dass die Hohe
der numerischen Dampfung des untersuchten Verfahrens fiir die hier
interessierende Fragestellung akzeptabel ist.

Wie in Abbildung 3.8 zu sehen war, nimmt die numerische Dampfung
(wie iibrigens auch die Dampfung in der Realitéit) ausgedriickt in der
Déampfungskonstanten mit der Frequenz stark zu. Andererseits sin-
ken mit steigender Frequenz auch die Schwingungsdauer beziehungs-
weise die Wellenldnge. Daher ist es von Interesse, wie die Damp-
fung die Schalldruckamplitude beispielsweise wahrend einer Periode
verdndert. Dies ist in Abbildung 3.9 zu erkennen, die die relative
Abnahme der Schalldruckamplitude wéhrend einer Schwingungsdau-
er (AP /p)r = (' (t+T)—2p(t)/p(t) darstellt. Es zeigt sich, dass
dieser Wert praktisch eine von der Frequenz und der Netzfeinheit
unabhéngige Konstante darstellt. Wahrend jeder Schwingungsdauer
nimmt die Amplitude um ungefahr 1.3% ab. Das entspricht einem
Verlust akustischer Energie von etwa 2.6%, da diese quadratisch von
Schalldruck und Schallschnelle abhéingt. Gerade im Hinblick auf Ver-
brennungsschwingungen, bei denen der Schwingung iiber die Flamme
wihrend jedes Zyklus ein bestimmter Energiebetrag zugefiihrt oder
entzogen wird, ist dies ein sehr anschauliches Dampfungsmafl. Es
wird deutlich, dass die Zunahme der Dampfungskonstanten mit der
Frequenz aus energetischer Sicht ein neutrales Verhalten darstellt,

29F{ir ein Rohr mit Durchmesser D lisst sich die Dampfungskonstante nach Kingsler und

Frey [119] mit der Formel
2 nw Aw
§=— — -1
Dé (\/ % (—1) 2pcp>

ermitteln, wobe 1 die dynamische Viskositédt, A die Warmeleitfahigkeit und ¢, die spezifische
Warmekapaziét des Fluids bei konstantem Druck sind.
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Abbildung 3.9: Relative Abnahme der Schalldruckamplitude wéahrend einer
Schwingungsdauer. Knotendichte: O 29 Knoten/L, /A 40 Knoten/L, V 65
Knoten/L; — Ausgleichsgerade.

solange an den Réandern des Systems pro Zyklus die gleiche Druck-
und Volumenénderungsarbeit verrichtet und damit die gleiche Menge
akustischer Energie abgestrahlt wird?’.

Die bisher vorgestellten Ergebnisse beziehen sich alle auf einen fest-
gelegten Wert fiir die zuléssigen Fehlertoleranzen im Zeitschrittver-
fahren, wie weiter oben auf Seite 74 ausgefithrt wurde. Es zeigt sich,
dass diese Vorgabe klar mit dem mittleren Zeitschritt3! korreliert
ist, der sich in den Simulationen ergibt. In Bruchteilen der jeweili-

30Das ist gleichbedeutend mit einer frequenzunabhiingigen Impedanz und gilt insofern sicher-
lich nur in einem bestimmten Frequenzbereich.

3LAuf Grund der automatischen Zeitschrittwahl variiert der Zeitschritt wihrend der Simula-
tion. Unter mittlerem Zeitschritt wird hier der Mittelwert aus allen Zeitschritten wahrend eines
Berechnungslaufs verstanden.
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Abbildung 3.10: Mittlerer Zeitschritt als Bruchteil der Schwingungsdauer fiir die
verschiedenen Testfélle. €,¢ = 0.001, €455 = €¢; - Py Knotendichte: O 29 Knoten/L,
A 40 Knoten/L, V 65 Knoten/L; — Ausgleichsgerade.

gen Schwingungdauer ist er eine von Frequenz und Netzauflosung
unabhéngige Konstante, wie in Abbildung 3.10 zu sehen ist.

Offensichtlich ist eine bestimmte Anforderung an die Genauigkeit mit
einer entsprechenden zeitlichen Auflésung der Schwingungen verbun-
den. Um dies zu zeigen, wurden weitere Beispielrechnungen fiir eine
Konfiguration durchgefiihrt. Als Finite-Elemente-Netz kam das mitt-
lere mit 2562 Knoten zum Einsatz, betrachtet wurde die Anfangs-
bedingung mit der normierten Wellenzahl kq - L/(27) = 1. Durch
Variation der Fehlertoleranz fiir das Zeitschrittverfahren zwischen
€re; = 1-107* und €., = 1- 1072 ergeben sich unterschiedliche mitt-
lere Zeitschritte. Abhéngig hiervon éndert sich auch die Dampfungs-
konstante. Das ist in Abbildung 3.11 dargestellt. Es gilt ndherungs-
weise § oc At>4. Die Abhéngigkeit der numerischen Diampfung vom
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Abbildung 3.11: Dampfungskonstante als Funktion des mittleren Zeitschritts
(angegeben in Bruchteilen der Schwingungsdauer). Betrachtete Konfiguration:
Netz mit 2562 Knoten (Knotendichte 40 Knoten/L), normierte Wellenzahl & -

L/@27) = 1.

Zeitschritt in Form eines Potenzgesetzes ist typisch fiir numerische
Verfahren. Somit ist gegeniiber den vorher genannten Dampfungs-
werten noch eine erhebliche Reduzierung moglich. Allerdings sind
hierzu auch deutlich kleinere Zeitschritte notwendig, die eine Simu-
lation schnell ineffizient werden lassen kénnen.

3.4.5 Bewertung

Fiir die Grofle der numerischen Fehler gibt es als Ergebnis der vorge-
stellten Untersuchungen zwei wesentliche Einflussgréfien: die rdum-
liche Auflésung, ausgedriickt durch die Knotendichte des Finite-
Elemente-Netzes im Verhéltnis zur Wellenzahl, und die zeitliche
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Auflésung der Schwingung durch den Zeitschritt im Verhéltnis zur
Periodendauer. Im Bereich sinnvoll realisierbarer Werte fiir diese Ein-
flussgroflen zeigen sich klar nachweisbare numerische Fehler, die sich
in Frequenzverschiebung und Dampfung duflern.

Die Hohe und Art der Fehler verbieten den Einsatz des untersuchten
Verfahrens fiir Problemstellungen, die hohe Genauigkeitsanforderun-
gen stellen. Gedacht sei hier insbesondere an Fragestellungen aus der
Aeroakustik wie beispielsweise die Larmausbreitung. Hier sind eine
geringe numerische Dampfung, vor allem aber auch eine niedrige Di-
spersion fiir die Erfassung eines breiten Wellenzahlbereichs essentielle
Anforderungen.

Fiir die hier gestellte Aufgabe, die Modellierung von Verbrennungs-
schwingungen, stellt sich der Ansatz aber durchaus als geeignet dar.
Da der Bereich der aufzulésenden Wellenlénge von vornherein auf die
ersten Eigenmoden des Systems beschrénkt ist, lassen sich bereits mit
einer moderaten Knotendichte befriedigende Ergebnisse produzieren.

Die numerische Dampfung stellt im Rahmen dieser Arbeit keine be-
schriankende Grofle dar, da sie sich auf die Groflenordnung von vis-
kosen akustischen Verlusten in Wandgrenzschichten absenken l&sst.
Diese werden iiblicherweise als irrelevant fiir den Energiehaushalt
von Verbrennungsschwingungen angesehen. Eine exakte Wiedergabe
des Energiehaushalts des Systems ist durch die Beschrankung auf die
Wellengleichung und die damit verbundene Vernachlissigung realer
Verlustmechanismen ohnehin nicht mdéglich. Die numerische Damp-
fung stellt eine Senke fiir die akustische Energie dar, die aber in allen
Frequenzbereichen und damit auch in Bezug auf akustisch getriggerte
Warmefreisetzungsschwankungen der Flamme gleich stark wirkt.

Fiir eine Weiterentwicklung des in dieser Arbeit vorgeschlagenen Si-
mulationsverfahrens, das auch Verlustmechanismen miteinbezieht,
wird allerdings auch eine Anpassung der Numerik notwendig sein.
Die numerische Déampfung muss dann soweit reduziert werden, dass
reale Dampfungseffekte im Wesentlichen unverfalscht wiedergegeben
werden konnen.
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Kapitel 4

Simulation im Zeitbereich

4.1 Beschreibung der Methode

4.1.1 Ansatz und Grundgleichung

Ziel dieser Arbeit ist es, ein Berechnungsverfahren fiir thermoakusti-
sche Instabilitdten zu entwickeln. Das Augenmerk liegt dabei darauf,
eine Stabilitdtsanalyse fiir technische Verbrennungssysteme, insbe-
sondere Gasturbinenbrennkammern, im Hinblick auf das Auftreten
von selbsterregten Verbrennungsschwingungen zu ermdoglichen.

Der Wunsch nach einer Stabilitdtsuntersuchung legt zunéchst den
Ansatz nahe, im Frequenzbereich zu arbeiten. Eine Modalanaly-
se wiirde die Eigenwerte des Systems und damit Frequenzen und
Anfachungs- beziehungsweise Abklingraten der zugehorigen Schwin-
gungsformen liefern. Leider ergibt sich durch die Kopplung des akus-
tischen Systems mit den Flammen ein differentielles Eigenwertpro-
blem, das numerischen Losungsverfahren nicht direkt zugénglich
ist32.

Akustische Netzwerkmodelle umgehen dieses Problem, indem sie
auf bekannte Losungen fiir einfache Basisgeometrien aufsetzen. Dies
macht jedoch eine Anpassung an reale Geometrien schwierig. Proble-
matisch ist fiir diese Verfahren, die meist eine eindimensionale Akus-
tik verwenden, auch die Kombination mehrdimensionaler Akustik
und mehrerer Warmefreisetzungszonen respektive Flammen. Dieser

32Ein normales Eigenwertproblem hat mathematisch gesehen die Form L£{u} = Au, d.h. die
Anwendung eines (Differential-)Operators £ auf die GroBe u liefert gerade ein Vielfaches von u
(der Faktor X ist der Eigenwert). Ein thermoakustisches System, das beispielsweise durch Glei-
chung (2.34) beschrieben wird, hat jedoch die Form £{u} = Au + f(\), es taucht also zusétzlich
ein in komplexer Weise vom Eigenwert abhéngiger Quellterm auf. Dieses System ist daher den
bekannten Methoden fiir differentielle Eigenwertprobleme im Allgemeinen nicht zugénglich.
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Punkt ist vor allem fiir Gasturbinenbrennkammern, die heute iibli-
cherweise als Ringbrennkammern ausgefiithrt werden, von Bedeutung.

Diese Arbeit verfolgt daher einen anderen Ansatz. Ziel ist es, die
Entwicklung von Stérungen im Zeitbereich zu verfolgen und zu be-
obachten, ob sich eine selbsterregte Schwingung ausbildet. Die nu-
merische Losung der vollstdndigen Erhaltungsgleichungen (Navier-
Stokes-Gleichungen) inklusive der Vorgénge in der Flamme ist aller-
dings fiir komplexere Systeme wegen des enormen Rechenaufwands
nicht zu bewéltigen.

Notwendig ist daher die Einfiihrung bestimmter Modellierungsebe-
nen, die das Problem auf die wesentlichen physikalischen Vorgéinge
reduzieren. Diese sind zum einen die Ausbreitung (akustischer)
Storungen, zum anderen die Wechselwirkungen der Flammen mit
der Akustik. Die detaillierten Abldufe der Verbrennungsvorginge
sind dabei zweitrangig. Entscheidenden Einfluss haben vielmehr die
durch schwankende Reaktionsraten bedingten Schwankungen in der
Volumenproduktion, die die Flammen als akustische Quellen wirken
lassen.

Eine geeignete Beschreibung des akustischen Systems auf der geschil-
derten Ebene liefern die Wellengleichungen, die im Abschnitt 2.2.2
auf den Seiten 32 ff. hergeleitet wurden. Sie seien hier als Grundla-
ge fiir das nachfolgend beschriebene Simulationsverfahren nochmals
wiederholt. In einem System mit konstanter mittlerer Stromung lau-
tet die Wellengleichung fiir den Schalldruck p’

1 D?p/ 1 k — 1Ddg,

— B AN [l v v 4.1

2D P (ﬁ p) 2 Dt (4.1)
Fehlt die mittlere Stromung oder kann sie vernachléssigt werden,
vereinfacht sich die Gleichung zu

10% 1_ , k —10qy,
558#-—pV~<5V¢)-_ T (4.2)

Ziel ist nun eine numerische Simulation des Systemverhaltens im
Zeitbereich auf Basis einer dieser beiden Gleichungen. Als Simula-
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Flammenmodell

Anfangliche Losung im
Storung Zeitbereich

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung des Modellierungskonzepts.

tionsumgebung kommt das im vorhergehenden Kapitel beschriebe-
ne Finite-Elemente-Verfahren zum Einsatz. Folgende Punkte stellen
Kernelemente der Implementierung der Methode dar:

e die Formulierung der Zusammenhénge, aus denen sich der Quell-
term der Wellengleichung ermitteln ldsst, um das Flammenver-
halten einbeziehen zu konnen;

e die Formulierung einer geeigneten Anfangsbedingung, die die
Beobachtung der Entwicklung von Storungen zulésst;

e die Formulierung geeigneter Randbedingungen, die das (passive)
akustische Verhalten des Systems wesentlich festlegen.

Abbildung 4.1 stellt das Modellierungskonzept, das dem Berech-
nungsverfahren zu Grunde liegt, schematisch dar. Die nachfolgenden
Abschnitte erldutern detailliert die Aspekte, die zu seiner Umsetzung
notig sind.
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4.1.2 Kopplung des Flammenverhaltens

Das Flammenverhalten geht als Schwankung der Warmefreisetzungs-
rate iiber einen Quellterm in die Simulation ein, der sich auf der rech-
ten Seite der Gleichung (4.1) oder (4.2) findet. Die Fluktuationen
der Reaktionsrate sind das Ergebnis von Fluktuationen bestimmter
akustischer Groflen innerhalb des Systems. Ganz allgemein l&sst sich
dieser Zusammenhang folgendermaflen formulieren:

Gy (%, 1) = gy (p(x,t = 7(x)), w'(x, £ = 7(x))) . (4.3)

Diese Gleichung beinhaltet verschiedene Aspekte. Die Warmefrei-
setzungsschwankungen konnen ortlich sowohl im Betrag als auch in
der Phase variieren, was besonders bei nicht kompakten Flammen
mit einer grofleren Ausdehnung relevant ist. Als treibende Ursache
kommen zunéchst sowohl der Schalldruck als auch die Schallschnelle
in Betracht, wobei der Ort der Ursache und der Wirkung im All-
gemeinen nicht zusammenfallen®. Zusitzlich tritt die Wirkung in
der Flamme mit einer gewissen Totzeit 7 gegeniiber der auslosenden
akustischen Fluktuation ein. Grund hierfiir ist, dass die mafigeblichen
physikalischen Prozesse, beispielsweise der konvektive Transport des
Brennstoffgemischs bis an die Flamme, bestimmte Zeitintervalle in
Anspruch nehmen. Hieraus ergibt sich eine wichtige Konsequenz fiir
die kausalen Zusammenhénge. Wegen der Existenz der Totzeiten ist
¢y, fur einen Zeitpunkt eindeutig und ausschlieBlich durch das akus-
tische Feld und seine Entwicklung in der Vergangenheit bestimmt.
In der Simulation kann daher die Warmefreisetzungsschwankung fiir
einen Rechenschritt vorab ermittelt werden und dann als Quellterm
fiir die Losung der akustischen Gleichung vorgegeben werden. Glei-
chung (4.3) ist daher jeweils von der aktuellen Losung entkoppelt,
was die numerische Behandlung wesentlich erleichtert®*,

33Beispielsweise konnte eine Geschwindigkeitsschwankung im Brenner zu einem schwanken-
den Gemisch- bzw. Brennstoffmassenstrom fithren. Der #ufiert sich dann in einer Anderung der
Wirmefreisetzungsrate in der Brennkammer. Dort kénnte wiederum gerade ein Schnelleknoten
liegen, also keine Geschwindigkeitsschwankung beobachtbar sein.

34Wiirde eine derartige Kopplung bestehen, sind die relevanten Gleichungen prinzipiell aber
auch gekoppelt 16sbar. Alle bisherigen Untersuchungen haben aber gezeigt, dass die Totzeiten
ein wesentliches Element in den Riickkopplungsmechanismen thermoakustischer Systeme sind.
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In Gasturbinenbrennkammern sind die Warmefreisetzungsfluktuatio-
nen iiblicherweise durch Schwankungen der Zufuhr von Brennstoff
oder Brennstoff-Luft-Gemisch bedingt. Sie lassen sich daher meist
auf die akustische Schnelle, oft an einem einzelnen charakteristischen
Ort innerhalb des Brenners, zuriickfiihren. Die Kenntnis der Schnel-
le ist daher fiir das Simulationsverfahren unverzichtbar. Die Glei-
chungen (4.1) und (4.2) liefern allerdings nur den Schalldruck. Ein
bekanntes Schalldruckfeld erlaubt jedoch auch die Berechnung des
Schnellefeldes. Einen moglichen Weg hierfiir liefert das akustische
Potential. Gleichung (2.17) auf Seite 24 zeigt, dass sich die Schnel-
le u’ fiir den rein akustischen Fall (u” = 0) direkt als Gradient des
akustischen Potentials ¢ ergibt. Dieses wiederum kann bei bekanntem
Schalldruckfeld p’ durch Integration der Differentialgleichung (2.18)
ermittelt werden. Dazu ist wegen der substantiellen Ableitung im
Allgemeinen die Kenntnis der Rand- und Anfangsbedingungen not-
wendig, falls eine mittlere Stromung vorliegt. Die Gleichung muss
dann auf dem ganzen Gebiet gelost werden.

Wesentlich einfacher stellt sich die Situation dar, wenn wie in dieser
Arbeit nur die isentrope Storungsausbreitung in einem gleichférmi-
gen mittleren Stromungsfeld betrachtet wird. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit kann die mittlere Geschwindigkeit in Richtung der
z-Achse angenommen werden®. Dann reduzieren sich die Impulsglei-
chungen (2.13) zu folgenden drei Gleichungen fiir die drei Koordina-
tenrichtungen:

ou’ ou 10y

o= "or or (44
o’ 10p

- _ -7 4.
ot poy’ (4.5)
ouw'’ 10p'

T 5s (46)

Gleichzeitig gilt wegen der Energiegleichung, Gleichung (2.14), in den

35Das Koordinatensystem lisst sich bei gleichférmiger mittlerer Strémung immer so festlegen,
dass die z-Achse in die Richtung der Komponente der mittleren Geschwindigkeit zeigt.
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Gebieten auflerhalb der Flamme

opf  opf 5 [(ou OV Ouw
E—i—ua—x—l—pc <8x + oy + 82) =0.
Gleichungen (4.5) und (4.6) stellen nun bei bekanntem Schalldruck-
feld ein lokales Anfangswertproblem dar, das ohne Randbedingungen
losbar ist. Damit konnen die Gradienten 0v’'/0y und dw'/0z und
unter nachfolgender Anwendung von Gleichung (4.7) auch ou'/0x
ermittelt werden. Durch FEinsetzen dieses Ergebnisses wird Glei-

(4.7)

chung (4.4) ebenfalls zu einem reinen Anfangswertproblem. Damit
lassen sich alle drei Komponenten der Geschwindigkeitsfluktuation,
v, v und w’, an beliebigen Orten durch Integration in der Zeit be-
stimmen, ohne fiir das gesamte Schnellefeld 16sen zu miissen.

Bei bekanntem p’ und u’ stellt nun die Auswertung der Glei-
chung (4.3) den Quellterm fiir die Losung der Wellengleichung bereit.
Mit eben dieser Prozedur beschéftigt sich weiter unten noch einmal
detaillierter der Abschnitt 4.2, insbesondere im Hinblick auf die in
der Praxis sehr wichtigen Flammentransferfunktionen.

4.1.3 Anfangsbedingung

Die Anfangsbedingung soll ein ausreichend breitbandiges Spektrum
an kleinen Storungen vorgeben. Fiir den Fall, dass das System
zu einer selbsterregten Instabilitit neigt, werden die dazugehorigen
Storungskomponenten zunehmend verstarkt werden, wahrend die an-
deren Storungsanteile immer mehr abklingen. Aus der anfinglich un-
geordneten Verteilung bildet sich dann eine definierte Schwingungs-
form aus. Ist das System dagegen stabil, werden alle anfédnglich vor-
handenen Stérungen vollstdndig abklingen.

In dem Simulationsprogramm wird die Anfangsbedingung aus ei-
ner Zufallsverteilung erzeugt. Erster Schritt ist die Generierung ei-
nes strukturierten kartesischen Gitters, das das eigentliche FEM-
Berechnungsgebiet vollstandig iiberdeckt. Auf den Gitterpunkten
werden Zufallswerte aus dem Intervall [—1,1] erzeugt. Aus dieser
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Verteilung ldasst sich dann durch lineare Interpolation auf die Kno-
ten des FEM-Netzes und Skalierung auf die gewiinschten (kleinen)
Amplituden die Anfangsbedingung fiir das Schalldruckfeld pj(x) ge-
winnen. Dieses Feld weist jedoch zunéchst im Allgemeinen noch einen
von Null verschiedenen raumlichen Mittelwert auf. Dies widerspricht
der Annahme, dass der Schalldruck p’ kleine Storungen um einen
konstanten mittleren Druck p reprasentieren soll. Aus diesem Grund
wird in einem weiteren Schritt von der Anfangsbedingung noch der
Mittelwert abgezogen, so dass letztendlich eine Integration iiber das
gesamte Gebiet den Wert Null ergibt:

/pg(x) dvV =0. (4.8)

Q

Durch Verdnderung der Gitterweite des Gitters, auf dem die Zu-
fallsverteilung erzeugt wird, lasst sich steuern, welches Spektrum
an Wellenzahlen in der Anfangsbedingung abgebildet ist. Je klei-
ner die Gitterweite ist, desto hohere Frequenzen sind in pj, enthalten.
Letztendlich spielt diese Frage in den meisten Féllen aber nur ei-
ne untergeordnete Rolle. Ein Verbrennungssystem ist oft dadurch
gekennzeichnet, dass die Flamme die hochfrequenten Fluktuationen
démpft. Mischungsprozesse und chemische Reaktionen laufen inner-
halb bestimmter Zeitskalen ab. Ist die Frequenz der die Flamme er-
reichenden Schwankungen deutlich hoher, als es diesen Zeitskalen
entspricht, werden die genannten Vorgénge in der Flamme nur noch
schwach oder gar nicht mehr beeinflusst. Anfénglich im Schalldruck-
feld vorhandene kurzwellige Komponenten klingen daher mit der Zeit
ohnehin ab. Die bei selbsterregten Verbrennungsschwingungen inter-
essierenden Vorgénge haben typische Langenmafe in der Groflenord-
nung der geometrischen Abmessungen. Die Anfangsbedingung muss
also nur sicherstellen, dass dieser Bereich abgedeckt ist.

Fiir die Berechnung der Warmefreisetzungsraten ist wegen der Tot-
zeiten im System, wie oben geschildert, die Kenntnis bestimmter
Groflen aus der Vergangenheit notig. Als Anfangsbedingung werden
dazu fiir ¢ < 0 (also fiir alle Zeitpunkte vor dem Beginn der Simula-
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tion) samtliche akustischen Schwankungswerte zu Null gesetzt. Die
Storung wird erst durch die anfangliche Druckverteilung eingebracht.
In den Warmefreisetzungsfluktuationen beginnt sie sich somit erst
nach Ablauf der Totzeit auszuwirken. Im Falle von Totzeitverteilun-
gen, bei denen die Warmefreisetzungsschwankungen vom akustischen
Feld nicht nur zu einem Zeitpunkt in der Vergangenheit sondern in-
nerhalb eines gewissen Intervalls in der Vergangenheit abhéngen, ist
hierfiir entsprechend die kiirzeste Totzeit des Systems zu nehmen.

4.1.4 Randbedingungen

Die Randbedingungen legen nicht nur direkt das Verhalten des
Schalldruckfelds an den Rédndern fest, sondern nehmen hieriiber auch
Einfluss auf den akustischen Energieinhalt des Systems. Abhéngig
von der Randbedingung kommt es zu einer idealen Reflexion der
akustischen Wellen mit vollstdndiger Erhaltung der in ihnen enthal-
tenen Energie, oder zu einer teilweisen oder vollstdndigen Transmis-
sion oder Absorption mit Verringerung der Energie.

Eine vollstéindige Reflexion kann in guter Naherung an harten (nicht
nachgiebigen) Wanden angenommen werden. Dort miissen die Ge-
schwindigkeitsschwankungen in Normalenrichtung zur Wand n - u’
verschwinden. Dies ist gleichbedeutend mit der Forderung, dass der
Gradient des akustischen Potentials und damit auch des Schalldrucks
in dieser Richtung verschwindet:

n-Vp =0. (4.9)

Eine vollstédndige Reflexion ergibt sich aber auch, wenn an einem
offenen Rand durch Aufpragung des konstanten Umgebungsdrucks
die Druckschwankungen zu Null werden:

p=0. (4.10)

In der Realitédt sind die Vorgédnge an Réandern, die eine Verbindung
zur Umgebung darstellen, mit dem Verlust akustischer Energie ver-
bunden. Dieser Verlust kommt durch die Verrichtung von Druck-
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und Volumendnderungsarbeit an der Grenze zur Umgebung zu Stan-
de und tritt dann auf, wenn Geschwindigkeitsfluktuationen zur Pro-
duktion von gleichphasigen Druckfluktuationen fithren. Dieser Me-
chanismus lasst sich mit dem fluiddynamischen Druckverlust in Zu-
sammenhang bringen, der beim Einstromen in das oder Ausstromen
aus dem System auftritt [58]. Entsteht er innerhalb eines kleinen Vo-
lumenbereichs (ist in idealisierter Betrachtung also auf die Eintritts-
bzw. Austrittsebenen konzentriert denkbar), kénnen instationére
Speicherterme vernachlassigt werden. Die Bernoulli-Gleichung liefert,
dann fiir den Druckverlust

P
p—pel =2 (411)

Hierbei ist p,, der Umgebungsdruck, u, die am Rand nach auflen
gerichtete Geschwindigkeitskomponente und ¢ ein Verlustkoeffizient.
Aus dieser Beziehung lésst sich nun eine akustische Randbedingung
ableiten. Die Linearisierung von Gleichung (4.11) um die stationéren
Mittelwerte p und u,, fithrt auf

p = pC|uglul, + ' Cul . (4.12)

Da p’ = &/, ergibt sich mit der Mach-Zahl M,, = 4, /¢ nach Umfor-
mung

ol o,

1—¢M2 "

Die Druckschwankungen sind also den Geschwindigkeitsschwankun-

gen proportional. Es ist auch zu erkennen, dass fiir den Grenzfall

(4.13)

einer verlustfreien Abstromung (¢ = 0) Gleichung (4.13) in die idea-
lisierte Randbedingung (4.10) tibergeht.

Die Beziehung (4.13) lisst sich wie nachfolgend gezeigt so umformen,
dass die Schnelle durch den Schalldruck ausgedriickt wird. Die Im-
pulsgleichung in Normalenrichtung am Rand ergibt sich, ausgehend
von Gleichung (2.13), fiir ein gleichférmiges mittleres Stromungsfeld
zu

ou’ 1
n-a—lz—i—n-(ﬁ-V)u/:—En-Vp'. (4.14)
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Durch Einsetzen von wu], aus der Randbedingung (4.13), unter
Beriicksichtigung von u, = n - u, folgt hieraus mit der Abkiirzung

K = (1—-¢M?)/(pCu,) die Bezichung

ou! 1
autn + Ki,n-Vp = —En -Vyp'. (4.15)

Diese Gleichung lasst sich wiederum in die partiell nach der Zeit
differenzierte Gleichung (4.13) einsetzen. Daraus folgt schlielich die
Formulierung der Randbedingung, die fiir die Verwendung mit der
Wellengleichung benotigt wird:

K op
Kan+% ot~

n-Vp =— (4.16)

Die bisher vorgestellten Randbedingungen sind direkt aus physikali-
schen Prinzipien abgeleitet und stellen algebraische Gleichungen oder
Differentialgleichungen dar, die in eine Simulation im Zeitbereich
leicht eingebunden werden konnen. In der Akustik liegen Informatio-
nen iiber Randbedingungen aber auch oft in Form von komplexwer-
tigen, frequenzabhingigen Impedanzen p/u, vor. Thre Einbindung
in eine Simulation ist deutlich schwieriger. Eine M6glichkeit besteht
darin, aus dem Frequenzverlauf der Impedanz eine Differentialglei-
chung abzuleiten, die genau diesen Frequenzgang produziert, und
dann diese Differentialgleichung als Randbedingung zu nutzen. Einen
anderen Weg haben Ozoriik und Long [120] aufgezeigt. Durch Appro-
ximation des Frequenzverlaufs der Impedanz durch eine gebrochen
rationale Funktion und anschlieBende inverse z-Transformation l&sst
sich direkt eine zeitdiskrete Formulierung der Randbedingung erhal-
ten. Beide Methoden werden in dieser Arbeit nicht eingesetzt, da sie
eine sehr aufwédndige numerische Behandlung erfordern. Das Verfah-
ren von Ozoritkk und Long ist aber auch die Basis fiir eine mogliche
Ubertragung von Flammentransferfunktionen aus dem Frequenz- in
den Zeitbereich und wird in diesem Zusammenhang im Abschnitt
4.2.4 noch naher erldutert.
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4.1.5 Ablauf der Berechnung

Unter Beriicksichtigung der zuvor erlauterten Teilaspekte stellt sich
der vollstandige Ablauf einer Simulation folgendermaflen dar:

1. Problemdefinition: Modellierung der Geometrie, Festlegung der
Systemparameter und Randbedingungen.

2. Vernetzung der Geometrie durch finite Elemente.
3. Generierung der Anfangsbedingung fiir ¢ = 0.

4. Berechnung des Schalldruckfelds zum Zeitpunkt ¢ + At; dieser
Schritt besteht aus folgenden Unterpunkten

(a) Berechnung des Quellterms der Wellengleichung (Warme-
freisetzungsschwankungen) aus den um die Totzeiten 7
frither ermittelten akustischen Groflen. Ist ¢t + At — 7 <0,
werden p’ und u’ hierfiir zu Null gesetzt.

(b) Losung der Wellengleichung unter Vorgabe des soeben be-
rechneten Quellterms.

(c) Nach gegebenenfalls notiger Berechnung Speicherung der
fiir die Ermittlung zukiinftiger Quellterme benétigten akus-
tischen Groflen.

5. Wiederholung des 4. Schritts so lange, bis eine festgelegte Pro-
blemzeit erreicht ist.

6. Analyse der Simulationsergebnisse.

Fiir die Berechnung der Schalldruckfelder zu den verschiedenen Zeit-
punkten (4. Schritt) kommt ein numerisches Zeitschrittverfahren
zum KEinsatz, wie es im Abschnitt 3.4 untersucht wurde. Der Zeit-
schritt At solcher Verfahren ist iiblicherweise variabel. Die Loser
verfiigen iiber adaptive Verfahren zur automatischen Zeitschrittwahl
in Abhéngigkeit der angestrebten Fehlertoleranz, so dass hier ein ex-
pliziter Eingriff nicht nétig ist. Allerdings miissen die Zeitschritte so
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klein sein, dass im Intervall [t — 7,¢] geniigend Simulationspunkte
liegen, um auch das dynamische Flammenverhalten richtig wieder-
geben zu koénnen. Da die Berechnung des Quellterms nicht direkt
mit der Losung der Wellengleichung gekoppelt ist, kann sie sich auch
nicht auf die Zeitschrittwahl des Losers auswirken. Aus diesem Grund
sollte der maximale Zeitschritt auf einen Bruchteil der kleinsten im
System auftretenden Totzeit begrenzt werden.

Die Abschétzung der notigen Simulationsdauer ist am Anfang un-
ter Umstdnden schwer. Fiir eine reine Stabilitédtsbetrachtung reicht
unter Umstédnden schon eine relativ kurze Berechung, bis erkennbar
ist, ob sich aus der Anfangsbedingung eine in der Amplitude anwach-
sende selbsterregte Schwingung ausbildet oder ob die Fluktuationen
stetig abklingen. Gegebenenfalls kann auch mit einer Fortsetzung
der Simulation auf einem Zwischenergebnis aufgesetzt werden. Ist
fiir einen instabilen Fall die Kenntnis des Grenzzyklus gewiinscht, ist
die Berechnung solange fortzusetzen, bis sich eine Schwingungsform
mit konstanter Amplitude einstellt.

4.2 Einbindung von Flammenmodellen
4.2.1 Flammentransferfunktion

Im Abschnitt 4.1.2 wurde bereits prinzipiell die Einbindung des dy-
namischen Flammenverhaltens in die Simulation besprochen. Da-
bei galt ganz allgemein eine Abhéngigkeit der Wirmefreisetzungs-
schwankungen von beliebigen akustischen Grolen (Schalldruck oder
Schallschnelle) an beliebigen Stellen des Systems. Damit lassen sich
letztendlich die unterschiedlichsten Klassen von thermoakustischen
Systemen beschreiben.

Bei Gasturbinenbrennern kénnen die Warmefreisetzungsschwankun-
gen haufig auf Massenstromschwankungen im Brenner zuriickgefiihrt
werden. Diese bewirken eine Modulation der Menge an Brennstoff-
Luft-Gemisch, die der Flamme zugefiihrt wird. Bei nicht oder teil-
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weise vorgemischten Systemen haben Fluktuationen des Luftmas-
senstroms bei konstanter Brennstoffzufuhr®® zudem Schwankungen
der Luftzahl zur Folge. Dies fiihrt zu schwankenden Wéarmefreiset-
zungsraten pro Volumeneinheit, die als akustische Quelle wirken, und
gegebenenfalls zu Entropiefluktuationen.

Die Massenstromschwankungen lassen sich oft direkt mit einer ty-
pischen Geschwindigkeit up an einem bestimmten Ort xp inner-
halb des Brenners korrelieren. Letztendlich konnen damit auch die
Wirmefreisetzungsschwankungen als Funktion der Schnelle (Betrag
von ug) an diesem Ort angegeben werden:

Gy (x) = f(up,x). (4.17)

Im regelungstechnischen Sinne stellt die Flamme eine Strecke dar,
die auf Schwankungen der Brennergeschwindigkeit als Eingangsgrofie
mit Schwankungen der Wirmefreisetzungsrate als Ausgangsgrofle
antwortet. Die Funktion f in Gleichung (4.17) beschreibt in dieser
Sichtweise das Ubertragungsverhalten der Strecke.

Die Flamme reagiert auf unterschiedliche Frequenzinhalte im Ein-
gangssignal vz im Allgemeinen auch unterschiedlich. Dieser Sach-
verhalt wird durch Ubertragung der Gleichung (4.17) in den Fre-
quenzbereich mittels einer Fouriertransformation deutlich. Sie liefert
die Beziehung

Gv(w,x) = F(w,x) - tip(w), (4.18)

wobei die durch ~ gekennzeichneten Gréflen die komplexen Amplitu-
den der Schwankungsgrofien darstellen und F(w,x) als Flammen-
transferfunktion bezeichnet wird. Hinter der Gleichung steckt aller-
dings noch die zusétzliche Annahme, dass die Flammentransferfunk-
tion linear ist, also nicht von der Amplitude up abhéingt. Dieser
Aspekt wird im nachfolgenden Abschnitt im Zusammenhang mit dem
Thema Séttigung noch nédher beleuchtet werden. Fiir w — 0, also im
niederfrequenten Bereich, nihert sich F(w) dem Wert ¢y /up, die

36Dijes kann bei ausreichend hohem Druck in der Brennstoffzufuhr angenommen werden, da
dann der Druckabfall in den Brennstoffdiisen eine kritische Durchstréomung bewirkt und damit
der Brennstoffmassenstrom vom Gegendruck im Brenner unabhéngig ist.
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Flamme verhélt sich hier praktisch stationér. Bei sehr hohen Fre-
quenzen wird der Betrag der Flammentransferfunktion sehr klein,
weil die Flamme auf Grund der Trégheit der in ihr ablaufenden Pro-
zesse den Geschwindigkeitsfluktuationen nicht mehr folgen kann. Im
Bereich dazwischen zeigt sich je nach Typ der Flamme oft ein sehr
unterschiedliches Verhalten.

Das Konzept der Flammentransferfunktion hat fiir die Modellierung
thermoakustischer Probleme eine wesentliche Bedeutung gewonnen.
Es reduziert die komplexen Verhaltenseigenschaften einer Flamme
auf die Kopplung zweier einzelner Grofien. Dies erlaubt die direkte In-
tegration in regelungstechnische Modelle thermoakustischer Systeme
und erleichtert die experimentelle oder analytische Charakterisierung
von Flammen. Eine entsprechend reichhaltige Literatur findet sich zu
den Flammenmodellen [72-77,79,121-123], die aus Messungen oder
theoretischen Uberlegungen abgeleitete Beschreibungen des dynami-
schen Flammenverhaltens in Form von Flammentransferfunktionen
sind.

4.2.2 Sattigung

Die Annahme einer linearen Flammentransferfunktion hat in der
Realitdt ihre Grenzen. Ein wesentlicher Grund hierfiir sind S&tti-
gungseffekte. Damit sind in der Regelungstechnik Vorgénge gemeint,
die den Betrag einer Ausgangsgrofie auf ein bestimmtes Maximum
limitieren, auch wenn die Eingangsgrofie beliebig hohe Werte anneh-
men kann.

Fiir eine Flamme ist die Existenz von Séttigung offensichtlich. Nach
unten hin ist die Warmefreisetzungsrate selbst in einer idealisierten
Betrachtung auf den Wert Null begrenzt, da die Flamme besten-
falls verloschen, nicht aber noch Warme aufnehmen kann. Auch in
Richtung hoher Reaktionsraten wird sich eine Grenze ergeben, da
die Flamme ein wachsendes Angebot an Brennstoff-Luft-Gemisch ab
einer bestimmten Menge nicht mehr vollsténdig umsetzen kann.
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Abbildung 4.2: Sattigungseffekte in einer Flamme (nach [124]): Wérmefreiset-
zungsschwankungen als Funktion akustischer Fluktuationen (hier des Drucks), je-
weils auf die Mittelwerte bezogen. Experimentelle Chemilumineszenz-Daten fiir
akustische Anregung bei einer bestimmten Frequenz.

Experimentelle Untersuchungen an einem Gasturbinenbrenner von
Harper et al. [124] zeigen beispielsweise, dass fiir kleine Amplitu-
den durchaus ein linearer Zusammenhang zwischen den Amplituden
der akustischen Fluktuationen und der Warmefreisetzungsschwan-
kungen besteht. Erreichen letztere aber eine Grofienordnung von 30%
bis 40% der mittleren Warmefreisetzungsrate, ist das Einsetzen von
Sattigung deutlich erkennbar, und die Pulsationen der Flamme neh-
men auch bei wachsender akustischer Anregung nicht mehr weiter
zu (vgl. Abbildung 4.2). In der in Kapitel 5 vorgestellten Simula-
tion einer Modellringbrennkammer wurden fiir die Sattigung etwa
doppelt so hohe Werte fiir die Warmefreisetzungsschwankungen an-
genommen, was aber zu offensichtlich zu hohen Grenzamplituden der
Druckschwingungen fiihrte. Die hier genannten Werte erscheinen un-
ter diesem Gesichtspunkt zumindest nicht unrealistisch. Inwieweit ih-
nen aber eine allgemeinere Giiltigkeit zugebilligt werden kann, muss
hier offen bleiben.

In den CFD-Simulationen von Hantschk [88] zeigen sich Nichtli-
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nearitdten in der globalen Warmefreisetzungsrate sogar schon bei
Schwankungen, die nur wenige Prozent des Mittelwerts betragen. Al-
lerdings ist dort die Flamme relativ lang, so dass Gebieten mit star-
ken und daher nichtlinearen Fluktuationen einer bestimmten Pha-
senlage andere Gebiete dhnlicher Stérke, aber abweichender Phase
gegeniiber stehen. Das fithrt in Summe durch Kompensationseffekte
zwar zu einer in der Amplitude moderaten, aber dennoch nichtlinea-
ren Warmefreisetzungsschwankung.

Der Einfluss der Nichtlinearitéiten in der Flamme auf das thermo-
akustische System ist differenziert zu bewerten. Die Entstehung von
selbsterregten Schwingungen erfolgt ausgehend von kleinen Stérun-
gen und wird daher korrekt durch eine lineare Theorie beschrieben.
Die Sattigung limitiert jedoch den Energieeintrag durch die Flamme
in das akustische System und stellt damit einen wesentlichen Fak-
tor fiir die Ausbildung eines Grenzzyklus dar. Ein Modell, das auch
auf die Vorhersage der Grenzamplituden abzielt, kann diesen Aspekt
daher nicht unberiicksichtigt lassen.

Fiir die Modellierung der Séttigung bietet sich ein einfacher Ansatz
an. Solange die akustischen Fluktuationen eine bestimmte Amplitu-
de nicht iiberschreiten, wird direkt der lineare Ansatz entsprechend
Gleichung (4.18) verwendet. Uber einem Grenzwert wird die Flam-
mentransferfunktion nicht mehr fiir die tatsidchliche Amplitude der
Schnelle ausgewertet, sondern fiir deren Grenzwert:

() = {F(w,x) : ?B(w) ﬂ falls \?B(w)\ < pis (419)

F(w,x) -ap(w)g Gy falls |ap(w)| > piis .

Der Grenzwert fiir das Auftreten von Sattigung wird hier mit dem
Parameter p als Bruchteil der mittleren Geschwindigkeit festgelegt.
Der Verlauf der Funktion aus Gleichung (4.19) zur Modellierung der
Sattigungseffekte ist in Abbildung 4.3 dargestellt.

Das hier beschriebene Sattigungsmodell hat den groflen Vorteil, dass
es beliebig mit Flammenmodellen aus linearen Untersuchungen kom-
biniert werden kann und trotzdem die wesentliche Nichtlinearitét des
Systems erfasst. Die eigentliche Flammendynamik kann daher durch
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Abbildung 4.3: Verlauf der Funktion zur Modellierung von Sattigungseffekten.

lineare Modelle wiedergegeben werden, die in den nachfolgenden Ab-
schnitten beschrieben sind.

4.2.3 Analytische Modelle

4.2.3.1 Algebraische Modelle

Eine Moglichkeit zur Darstellung von Flammentransferfunktionen
sind analytische Modelle, also geschlossene Darstellungen durch
mathematische Beziehungen. Solche Modelle lassen sich teilweise
aus grundlegenden physikalischen Zusammenhéngen direkt herleiten,
meist unter vereinfachenden Annahmen, sind oft aber auch das Er-
gebnis der Interpretation experimenteller Daten.

Im einfachsten Fall ldsst sich ein algebraischer Zusammenhang zwi-
schen den akustischen Fluktuationen und den Wéarmefreisetzungs-
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schwankungen angeben. In diese Klasse von Modellen gehort bei-
spielsweise das bekannte n—t—Modell, das von Crocco und Cheng [17]
bereits 1956 vorgeschlagen wurde. Ihm liegt die Annahme zu Grunde,
dass die Schwankung der Reaktionsrate in der Flamme proportional
(mit einem als Interaktionsindex n bezeichneten Proportionalitéts-
faktor) zu einer Geschwindigkeitsfluktuation an einem bestimmten
Ort zu einer um einen Zeitverzug 7 fritheren Zeit ist:

-/ qv /

gy = — -ug(t—71). (4.20)

up

Das Verhiltnis der mittleren Warmefreisetzungsrate zur mittleren
Geschwindigkeit iibernimmt hier die Rolle des Interaktionsindex.
Diese einfache Beziehung erméglicht bereits die Erkldrung grund-
legender thermoakustischer Phénomene und betont insbesondere die
Bedeutung der Totzeit 7 als wesentlichem Parameter fiir die Frage,
ob eine stabile oder instabile Riickkopplung zwischen Akustik und
Flamme besteht.

Eine Implementierung algebraischer Modelle fiir eine Simulation im
Zeitbereich ist prinzipiell einfach, da aus der bekannten Zeitreihe
von u’p die Warmefreisetzungsschwankungen explizit ohne Umweg
berechnet werden konnen. Allerdings weisen die Modelle die unphy-
sikalische Eigenschaft auf, dass der Betrag ihrer Transferfunktion
fiir alle Frequenzen gleich ist. Dies ist im Bode-Diagramm des n—7—
Modells, beispielhaft dargestellt in Abbildung 4.4, gut zu erkennen.
In der Realitét lassen Speichereffekte, Mischung, Laufzeitverteilun-
gen auf Grund von Dispersion, Trégheit und Dampfung die Prozesse
in einer Form ablaufen, bei der das System im Bereich hoher Fre-
quenzen der Eingangsgrofle nicht mehr folgen kann, also ein globales
Tiefpassverhalten zeigt. Unter numerischen Gesichtspunkten ist das
vorteilhaft, weil die Anforderungen fiir die gleichzeitige Berechnung
hoch- und tieffrequenter Anteile auf Grund der Steifheit der resul-
tierenden Systeme wesentlich hoher sind. Da den einfachen algebrai-
schen Flammenmodellen die ddmpfende Eigenschaft fiir kurzwellige
Komponenten aber fehlt, konnen sich in der Simulation numerische
Probleme ergeben. Dies &uflert sich dann beispielsweise durch nume-
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Abbildung 4.4: Bode-Diagramm des n—7—Modells nach Gleichung (4.20) fiir eine
Totzeit 7 = 1 ms. Betrag normiert mit dem Betrag der Transferfunktion fiir w — 0.
Die Totzeit fiihrt zu einer Phasendrehung, die linear mit der Frequenz zunimmt.
Der Verstarkungsfaktor hat den konstanten Wert 1.

rische Instabilitdten oder Oszillationen in der Losung, die im realen
Problem nicht beobachtet werden.

4.2.3.2 Differentialgleichungen

Um das dynamische Verhalten der Flamme abbilden zu koénnen,
ist die Beriicksichtigung der Zeitableitungen der Einflussgréfien not-
wendig. Dadurch fliefen auch die Anderungsgeschwindigkeiten dieser
Groflen in das Flammenmodell ein. Allerdings resultieren hieraus kei-
ne leicht auszuwertenden algebraischen Beziehungen mehr, sondern
Differentialgleichungen. Ein einfaches Modell, wie es von Bloxsidge et
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al. [21] aus experimentellen Beobachtungen hergeleitet wurde, lautet

1 dq'", y Civ /
— + = — t—171). 4.21
o dt qy . UB( T) ( )

Bei langsamen Vorgingen, bei denen die Zeitableitung klein wird,
geht dieses Modell in das algebraische Zeitverzugsmodell aus Glei-
chung (4.20) iiber. Bei schnelleren Anderungen jedoch nimmt die
Amplitude von ¢;, mit der Frequenz stetig ab. Abhéngig von der
Eckfrequenz wy macht sich dieses Verhalten schon bei niedrigeren
oder erst bei hoheren Frequenzen deutlich bemerkbar.

Fiir die Implementierung dieser Art von Flammenmodellen in der
Zeitbereichssimulation ergibt sich nun ein zusétzlicher Aufwand.
Fiir jeden Zeitschritt muss zur Berechnung der Wéarmefreisetzungs-
schwankungen eine eigene Differentialgleichung oder bei komplexeren
Modellen sogar ein System von Differentialgleichungen gelost werden.
Dies erfordert den Einsatz eines gesonderten numerischen Losers in-
nerhalb des Losungsverfahrens fiir die akustischen Gleichungen.

Flammenmodelle in Differentialgleichungsform lassen sich im Allge-
meinen auch leicht in den Frequenzbereich iibertragen. Dazu sind
lediglich die Rechenregeln fiir die Fourier-Transformation zu beach-
ten. Beispielsweise ergibt sich fiir das Modell aus Gleichung (4.21)
die Darstellung

(W) = Flw)ip(w) = e % iplw)  (4.22)

im Frequenzraum. In dieser Form ist besonders gut erkennbar, dass
der Betrag der Flammentransferfunktion mit zunehmender Kreisfre-
quenz w abnimmt und damit das Flammenmodell das beschriebene
Tiefpassverhalten zeigt. Das zeigt auch das Bode-Diagramm in Ab-
bildung 4.5.
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Abbildung 4.5: Bode-Diagramm des Flammenmodells nach Gleichung (4.22) fir
eine Totzeit 7 = 1 ms und eine Eckfrequenz wy = 27 - 100s~!. Betrag normiert mit
dem Betrag der Transferfunktion fiir w — 0.

4.2.4 Frequenzginge

4.2.4.1 Parametrisierte Modelle

Technische Flammen weisen meist ein komplexes Verhalten auf, das
zunédchst nur experimentell charakterisierbar ist. Das Ergebnis sind
gemessene Flammentransferfunktionen, die dann fiir diskrete Fre-
quenzwerte nach Betrag und Phase vorliegen. Messtechnisch lassen
sich derartige Frequenzgéinge beispielsweise durch direkte Schnelle-
messungen im Brenner mittels Hitzdrahtanemometrie und Korrelati-
on der Warmefreisetzungsschwankungen mit Chemilumineszenzmes-
sungen in der Flamme ermitteln, wie das unter anderem in der Arbeit
von Fischer [125] gezeigt wird.
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Diese Daten existieren im Frequenzbereich, konnen also nicht direkt
fiir eine Simulation im Zeitbereich verwendet werden. Daher ist aus
dem Frequenzgang zunéchst ein geeignetes Flammenmodell abzulei-
ten, das sich auch im Zeitbereich représentieren lasst.

Eine grundsitzliche Moglichkeit hierzu besteht darin, die mafigeb-
lichen Differentialgleichungen zu identifizieren, die das beobachtete
Flammenverhalten beschreiben. Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt
wurde, besteht iiber die Fourier-Transformation ein eindeutiger Zu-
sammenhang zwischen den Darstellungen der Flammentransferfunk-
tion im Zeit- und Frequenzbereich, so dass bei besonders charak-
teristischen Frequenzgéingen die zugehorigen Differentialgleichungen
unter Umsténden direkt erkennbar sind. Allerdings kann diese Auf-
gabe bei komplexeren Systemen schnell sehr schwer werden. Auch
stellt ein eventuell groferes Differentialgleichungssystem nicht unbe-
dingt die ideale Darstellungsform fiir eine Implementierung in einer
Zeitbereichssimulation dar, da seine Losung mit nicht unerheblichem
numerischen Aufwand verbunden sein kann.

Hier soll deshalb ein Verfahren vorgeschlagen werden, durch das
sich gemessene Flammentransferfunktionen in einer parametrisierten
Form darstellen und ausgehend hiervon auch direkt diskretisierbar
in den Zeitbereich iibertragen lassen. Ausgangspunkt ist ein allge-
meiner Ansatz fiir die Flammentransferfunktion mit zunéchst freien
Parametern, die dann durch einen Optimierungsalgorithmus so an-
gepasst werden, dass sich eine méoglichst gute Ubereinstimmung mit
den Messdaten ergibt.

Dem Ansatz fiir die Flammentransferfunktion liegen folgende Uber-
legungen zu Grunde:

e Zwischen den Geschwindigkeitsschwankungen im Brenner als
Ursache und den Wérmefreisetzungsschwankungen im Brenner
als Wirkung besteht auf Grund konvektiver Effekte ein Zeit-
verzug. Allerdings soll hier nicht notwendigerweise eine einzelne
Totzeit 7 maBgeblich sein. Infolge von Verschmierungseffekten
kann es vielmehr zu einer Uberlagerung von Totzeiten aus einem



4.2 FEinbindung von Flammenmodellen 109

Intervall 7 £ A7 kommen. Nach Sattelmayer [67] ist dabei eine
gute Annahme, dass die Anteile der einzelnen wirkenden Zeit-
verziige innerhalb dieses Intervalls kontinuierlich gleichverteilt
sind. Eine Transferfunktion, die das entsprechende Totzeitver-
halten wiedergibt, hat die Form

Z'wezwAT . ,L'wefzwAT

2AT(iw)?

Fr(w)=e™" (4.23)

e Das dynamische Verhalten der Flamme l&sst sich durch gewdhn-
liche lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizien-
ten beschreiben, wobei die Zeitableitungen sowohl der Aus-
gangsgrofle (Wéarmefreisetzungsschwankung) bis zur Ordnung
N, als auch der Eingangsgrofie (Schnelle im Brenner) bis zur
Ordnung Ng auftreten diirfen. Die Fourier-Transformation lie-
fert als Transferfunktion hierfiir eine gebrochen-rationale Funk-
tion der Form

2 Ge(iw) +1
Fp(w) = kNal N :
Yo a(iw) +1

(4.24)

e In der Flamme wirken unter Umstdnden mehrere Mecha-
nismen parallel, fiir die aber ganz unterschiedliche Zeitver-
ziige und Dynamikparameter gelten konnen. Die Gesamt-
Flammentransferfunktion stellt sich daher als Uberlagerung die-
ser Mechnismen in der Form

M
F(w) - Z(W/m ’ FT,m : FD,m) (425)

m=1
dar, wobei die einzelnen Terme F’,, und Fp ,, entsprechend den
Gleichungen (4.23) und (4.24) definiert sind. Zusétzlich folgt
noch aus der Bedingung, dass fiir w — 0 die Flammentrans-
ferfunktion das stationdre Verhalten der Flamme wiedergeben
muss, dass

S = (120
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Fiir einen gegebenen Frequenzgang stellen nun die Gleichun-
gen (4.25) und (4.26) die Bestimmungsgleichungen fiir die Parameter
Ty ATy Oy B und 7y, unter der Bedingung dar, dass die Summe
der Fehlerquadrate zwischen Daten und Ansatz minimiert werden
soll3”. Diese Aufgabe stellt ein Optimierungsproblem dar, das sich
mit numerischen Standardmethoden, beispielsweise dem Levenberg-
Marquardt-Verfahren 16sen lasst. Fiir eine wirkungsvolle Optimie-
rung sollte die Anzahl der zu bestimmenden Parameter moglichst
klein sein. Es empfiehlt sich daher, die Ordnung der auftretenden
Polynome zunéchst niedrig zu wahlen und erst bei unbefriedigendem
Ergebnis auf eine héhere Ordnung iiberzugehen.

4.2.4.2 Zeitdiskrete Form

Durch die Parametrisierung des Frequenzganges liegt eine standardi-
sierte Darstellung der Flammentransferfunktion dar. Auf dieser Ba-
sis lasst sich nun allgemein ein Verfahren fiir die Ubertragung in
eine diskrete Form fiir die Verwendung in einem Zeitschrittverfahren
herleiten. Dabei werden fiir die beiden Anteile der Transferfunktion
(Totzeitverhalten und dynamischer Anteil) unterschiedliche Strate-

gien verfolgt?®:

e Das Totzeitglied F,(w) nach Gleichung (4.23) hat eine klare Be-
deutung im Zeitbereich: Fiir die Berechnung der Ausgangsgrofie
¢y, zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ ist als Eingangsgrofie nicht
u’y zum aktuellen Zeitpunkt zu verwenden. Hierfiir werden viel-
mehr die v’y aus dem Intervall [t —7 — A7, t — 7 + A7] herange-
zogen.

37Da die Transferfunktion komplexwertig ist, wird als Fehler der Betrag der Differenz zwischen
Daten und Ansatzfunktion definiert.

38In der hier vorgestellten Form impliziert der Ansatz, dass bei rtlich verteilten Wirmefreiset-
zungszonen an jedem Ort der Flamme dieselbe Totzeitverteilung anzunehmen ist. Dies konnte bei
léngeren Flammen eine unerwiinschte Einschrankung darstellen. Das Verfahren lasst sich aber
problemlos dahingehend erweitern, dass die Flamme in mehrere Segmente zerlegt gedacht wird,
fiir die separate Flammentransferfunktionen definiert werden. Jede dieser Transferfunktionen ist
dann mit den hier vorgestellten Methoden behandelbar. Auch ist zu bedenken, dass zumindest
bei kompakten Flammen schon die Totzeitverteilung an sich unterschiedliche Phasenlagen der
Transferfunktion in der Flamme auf Grund von Laufzeitunterschieden widerspiegelt.
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e Fiir den dynamischen Anteil Fp(w) nach Gleichung (4.24) wird
eine Beziehung hergeleitet, die eine Berechnung aus diskreten
Wertefolgen der Eingangs- und Ausgangsgrofie erlaubt. Dieses
Verfahren wird nachfolgend erléautert.

Die Methode ist angelehnt an einen Vorschlag von Ozériik und
Long [120] zur Implementierung frequenzabhingiger Impedanz-
Randbedingungen im Zeitbereich. Prinzipielles Ziel ist die Uber-
fiihrung des Frequenzgangs in die Darstellungsform einer z-
Transformation. Ihr entspricht eine diskrete Signalfolge im Zeitbe-
reich, die durch Riicktransformation abgeleitet werden kann. Die
theoretischen Grundlagen hierzu kommen aus dem Bereich der Sys-
temidentifikation und Signalverarbeitung und kénnen beispielsweise
bei Ljung [126] oder Astrém und Wittenmark [127] nachgelesen wer-
den. Hier wird eine vereinfachte Darstellung wiedergeben.

Die Transferfunktion Fip(w) besitzt nach Gleichung (4.24) Zéhler und
Nenner, die Polynome in (iw) darstellen. Aus der Sicht der Fourier-
Transformation stellt (iw) den Differentiations-Operator dar:

FLEF(0)} = wF (7)) (4.27)

Liegt eine Funktion im Zeitbereich nur in diskretisierter Form zu den
Zeitpunkten ¢; vor, wie das bei numerischen Verfahren immer der
Fall ist, ergibt sich die Ableitung durch Approximation mit finiten
Differenzen. Beispielsweise ist im einfachsten Fall bei Anwendung des
Eulerverfahrens

ften) = F(t) @+ AL) — F(E)

d

Die Transformation einer diskreten Wertefolge in den Bildbereich
erfolgt mit Hilfe der z-Transformation. Angewendet auf die Appro-
ximation aus Gleichung (4.28) liefert sie

. { £t + AAtg - f(tj)} _ ZA;; Z{f(t)}.  (429)
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Der Term (z — 1)/At; kann somit als diskrete Approximation des
Differentiations-Operators aufgefasst werden. Rein formal ergibt sich
nun auch eine diskrete Approximation der Transferfunktion Fp(w)
im Bildbereich der z-Transformation dadurch, dass (iw) durch (z —
1)/At; ersetzt wird:

Fp(w) — Fp GZ Atjl) = Fp.(2). (4.30)
Die Approximation der Ableitung mit dem Eulerverfahren hat den
Nachteil, dass ein stabiles zeitkontinuierliches System auf ein instabi-
les zeitdiskretes System abgebildet werden kann®’. Aus diesem Grund
sind auch andere Approximationen gebrauchlich. Bei Verwendung
von Riickwartsdifferenzen ergibt sich

1z—-1
F Fp |- = F 4.31
p(w) — Fp (z’ zAtj) D2(2) ( )
was alle stabilen kontinuierlichen Systeme auf stabile diskrete Syste-
me iiberfithrt, unter Umstédnden aber auch instabile. Besonders vor-
teilhaft ist die Formel von Tustin, die der Trapezregel der numeri-
schen Integration entspricht:

1 2 z2—-1
F Fpl-—— =: Fp.(2). 4.32

pw) = D(mtjz+1> D(2) (4-32)
Sie bildet die Stabilitédtseigenschaften des kontinuierlichen Systems
exakt auf die des diskreten Systems ab.

Die diskretisierte Transferfunktion léasst sich durch algebraische Um-
formung auf die Form
Ny —k
b
Fp.(2) = Z’“:(}V i (4.33)
L4+ az

bringen. Dabei sind die Koeffizienten a; und b, Funktionen der Koef-
fizienten o und Sy aus Gleichung (4.24) und des Zeitschritts At;. Aus
dieser Darstellung erfolgt nun mit den Regeln der z-Transformation

39 Aus der Numerik ist bekannt, dass die beim Eulerverfahren verwendeten Vorwirtsdifferenzen
zu numerischen Instabilitédten fithren kénnen, wenn die Zeitschritte zu grof§ gew#hlt werden.
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besonders leicht die Riicktransformation in den diskreten Zeitbereich.
Es ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen der Wertefolge
der Eingangsgroe (Schnelle u/;) und Ausgangsgrofie (Warmefreiset-
zungsschwankung ¢, )*

dy; = boup; +biup ;o + ..+ bNup N,
(4.34)

./ ./
+aqy1 + ... T anqy -y,

Der Wert von ¢, zu einem Zeitpunkt ¢, lasst sich also aus N, be-
kannten Werten der Warmefreisetzungsschwankung und N, + 1 be-
kannten Werten der Schnelle berechnen, die jeweils in dquidistanten
Wertefolgen der Zeitschrittweite At; vorliegen. Das in der Simulati-
on der akustischen Gleichungen verwendete Zeitschrittverfahren ver-
wendet {iblicherweise variable Zeitschritte, so dass im Allgemeinen
keine Werte von ¢j, und vy in dquidistanten Absténden vorliegen.
Diese miissen daher zuerst noch durch Interpolation aus den vorhan-
denen Zeitreihen erzeugt werden.

Somit lédsst sich folgender Algorithmus zur Berechnung von i, fiir
einen bestimmten Zeitpunkt ¢; formulieren, zunéchst unter der An-
nahme, dass nur eine feste Totzeit 7 ohne Verzugszeitverteilung vor-
liegt:

1. Ermittlung des aktuellen Zeitschritts At; (ist durch iibergeord-
nete Akustiksimulation vorgegeben).

2. Berechnung der Koeffizienten a; und by (Gleichung (4.33)) aus
dem in Form von Gleichung (4.24) gegebenen dynamischen An-
teil der Flammentransferfunktion und der Approximation der
Ableitung (beipielsweise Gleichung (4.32)) unter Verwendung
des aktuellen Zeitschritts At;.

3. Interpolation der Werte ¢y, (t; — At;), . .., ¢ (t; — N,At;) aus der
vorhandenen Zeitreihe von ¢,

4ODer Zusatz 7 im Index von v/ B,7,; soll andeuten, dass gegebenenfalls nicht die auf den Zeit-
punkt ¢; bezogenen Schnellewerte zu verwenden sind, sondern die auf eine um die Totzeit frithere
Zeit t; — T bezogenen. Diese Schnellewerte entsprechen der Ausgangsgrofie der Transferfunktion
Fr.
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At;

u' i
B Aty
tjj\
>
>
f t
1
'y,

Abbildung 4.6: Schematische Darstellung der Berechnung der Wéarmefreiset-
zungsschwankung aus den Zeitreihen von u; und ¢y, bei fester Totzeit 7.

4. Interpolation der Werte u/z(t; — 7), ..., uz(t; — 7 — NyAt;) aus
der vorhandenen Zeitreihe von u/5.

5. Berechnung von ¢y, ; aus Gleichung (4.34).

Zur Verdeutlichung dieser Prozedur findet sich eine schematische
Darstellung in Abbildung 4.6.

Ist statt einer festen Totzeit 7 ein gleichverteiltes Spektrum an Zeit-
verziigen innerhalb des Intervalls [7 — A7, 7+ A7] zu beriicksichtigen,
ergibt sich der Einfluss der Eingangsgrofe uy durch Mittelung der
Einfliisse der Werte von u; zu allen Zeitpunkten innerhalb dieses
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Intervalls. Dies entspricht einer Integration, so dass sich folgende
Modifikation der Gleichung (4.34) ergibt:

T+AT

, 1
q{/,j :E / [boulB(t] - T ) + bluB( At — T )‘l‘
AT (4.35)
+ .o+ byup(t; — NAL — 7°) | dT7+
+ a1y, (t; — Atj) + ...+ an, 4y, (t; — N,AL) .

Da die Koeffizienten b, wéahrend eines Zeitschritts Konstanten sind,
lasst sich die Integration auf die Schnellewerte beschrénken. Das be-
deutet, dass in Gleichung (4.34) die Werte der up , durch gemittelte
Werte ersetzt werden miissen:

./ — — —
dv;=boW'prj+biw'prj1+ ... +bnuWBrj-N,

(4.36)
+ a1y + .+ an, v, -
Hierbei sind
T+AT
— 1
U/B’T’j_k = E / B( kAt — T )dT (437)
T—AT

jeweils die innerhalb der Verteilung der Totzeiten gemittelten Schnel-
lewerte. Da fiir u; nur eine diskrete Zeitreihe vorliegt, muss die Inte-
gration mit Hilfe numerischer Quadraturformeln erfolgen. Im gerade
beschriebenen Algorithmus ersetzt diese numerische Mittelung den
4. Schritt*. Im 5. Schritt erfolgt die Berechnung von dy; nun nach
Gleichung (4.36) mit den im 4. Schritt berechneten Mittelwerten.
Diese Modifikationen finden sich auch in dem gednderten Schema in
Abbildung 4.7 wieder.

Besteht die Flammentransferfunktion entsprechend Gleichung (4.25)
aus mehreren Anteilen, werden die geschilderten Berechnungen ge-
trennt fiir diese Anteile durchgefiithrt und dann die Ergebnisse mit
den Gewichtungsfaktoren -, iiberlagert.

“1Das eigentliche Quadraturverfahren fithrt dann aber an den Stiitzstellen wieder eine Inter-
polation in u’; durch.
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Abbildung 4.7: Schematische Darstellung der Berechnung der Wéarmefreiset-
zungsschwankung aus den Zeitreihen von w und ¢i, bei einer Totzeitverteilung
im Intervall [T — A7, 7 4+ A7].

Anhang C zeigt an einem konkreten Beispiel mit einer gemessenen
Flammentransferfunktion die Identifikation eines Flammenmodells
mit dem im Abschnitt 4.2.4.1 beschriebenen Ansatz und validiert
die soeben beschriebene Methode zur Ubertragung des Modells in
den Zeitbereich.
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4.3 Methoden zur Auswertung
4.3.1 Auswertung von Zeitreihen

Vorrangiges Ziel der Analyse thermoakustischer Systeme ist die Be-
stimmung ihrer Stabilitdtseigenschaften. Gegenstand der Betrach-
tung ist dabei immer das Schwingungsverhalten. Wihrend Verfah-
ren, die im Frequenzbereich arbeiten, direkt die komplexen Eigen-
werte und damit sowohl Schwingungsfrequenz als auch Wachstums-
bzw. Abklingrate liefern, sind aus einer Simulation im Zeitbereich
quantitative Informationen nicht unmittelbar ablesbar.

Die Beurteilung des Ergebnisses der Simulation erfolgt typischerwei-
se durch Beobachtung der Entwicklung einzelner Systemgrofien an
bestimmten Orten, beispielsweise von Schnellewerten oder Schall-
driicken. Qualitativ ist in den Zeitreihen dieser Gréflen das System-
verhalten sofort zu erkennen: stabile Systeme zeigen sich durch ab-
klingende, instabile durch anwachsende Amplituden. In einem Grenz-
zyklus bleibt die Amplitude konstant.

Die Frequenz einer Schwingung kann, zumindest fiir harmonische
Signale mit nur einer Schwingungskomponente, aus dem Zeitsignal
durch ,,Abmessen“ der Schwingungsdauer 7" und Nutzung der Be-
ziechung f = 27 /T bestimmt werden. Dieses Verfahren ist jedoch
dann schnell schwierig zu handhaben, wenn die Schwingung mehrere
unterschiedliche Frequenzanteile enthélt. Einen tieferen Einblick lie-
fert in diesem Fall eine Fourier-Analyse der Zeitreihe, die in einem
Spektrum den Anteil der einzelnen Frequenzkomponenten erkennen
lasst.

Von besonderem Interesse hinsichtlich der Stabilitdat eines Systems ist
eine Grofle, die ein Maf fiir das Wachstum oder das Abklingen der
Schwingung darstellt. Fiir Prozesse, die einen exponentiellen Verlauf
der Form

£(t) = Ael2ri+o)t (4.38)
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zeigen®?, ist dies die Anfachungsrate o. Sie ist allerdings nicht di-
rekt aus dem Zeitsignal erkennbar. Eine Mdoglichkeit besteht darin,
die Anderung der Amplitude withrend einer Schwingungsdauer zu
bestimmen und auf die aktuelle Amplitude zu beziehen:

30
Im Grenzfall unendlich kleiner Amplituden (£(¢) — 0) besteht zwi-
schen diesem Mafl und der Anfachungsrate der Zusammenhang

n=ell —1. (4.40)

In dieser Einschréankung zeigt sich aber auch das Problem fiir die
Anwendung. Aus den Zeitreihen der Systemgréfien konnen immer
nur endliche Amplituden herausgelesen werden. Um dabei den Feh-
ler moglichst klein zu halten, miissen die Amplituden eine gewisse
Mindestgrofle haben. Die Berechnung von 1 kann deshalb nur eine
Néherung fiir die Anfachungsrate liefern.

Einen wesentlich exakteren Weg zur Gewinnung des Wachstums-
mafles bietet die Ermittlung der Steigung der Kurve, die die
Einhiillende des Zeitsignals darstellt. Eine sehr elegante und einfache
Methode zur Berechnung dieser Einhiillenden findet sich im so ge-
nannten analytischen Signal. Seine Definition und Bestimmung wird
nachfolgend prinzipiell erlautert.

4.3.2 Nutzung des analytischen Signals

4.3.2.1 Analytisches Signal

Der Begriff des analytischen Signals stammt aus der Signaltheo-
rie und tritt beispielsweise im Zusammenhang mit der Aufgabe der
Demodulation amplitudenmodulierter Signale auf. Ein wesentlicher
Schritt in der Bestimmung des analytischen Signals ist die Hilbert-
Transformation eines Zeitsignals. Auf ihre komplizierte, exakte ma-
thematische Definition soll hier verzichtet werden. Vielmehr wird ein

42¢ sei eine beliebige den Prozess kennzeichnende Grofle, f die Schwingungsfrequenz.
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Schema zu ihrer Ermittlung gezeigt, das auch als Basis fiir numeri-
sche Algorithmen dient.

Wenn &(t) ein reelles Zeitsignal darstellt, soll unter =(w) =
F{&(t)} sein durch Fourier-Transformation entstandenes Spektrum
verstanden werden. Weiter wird mit £(t) = H{£(t)} die Hilbert-
Transformation des Zeitsignals und mit Z(w) = F{&(t)} ihr Spek-
trum bezeichnet. Dann gilt, dass das (komplexe) Spektrum der
Hilbert-Transformierten Z(w) aus dem (komplexen) Spektrum des
Ursprungssignals Z(w) durch Drehung der positiven Frequenzen um
—m und der negativen Frequenzen um +7 in der komplexen Ebene
hervorgeht. Damit ergibt sich folgender Algorithmus zur Berechnung
der Hilbert-Transformation:

1. Fourier-Transformation des Zeitsignals liefert sein Spektrum:
B(w) = F{&)}-

2. Drehung des linksseitigen Spektrums um +7 und des rechts-
seitigen Spektrums um —m liefert das Spektrum der Hilbert-
Transformierten: =(w) = —i - sign(w) - Z(w)

3. Inverse Fourier-Transformation (Riicktransformation) des
Spektrums der NHilbert—Transformierten liefert die Hilbert-
Transformierte: £(t) = FH{E(w)}

Das Hilbert-transformierte Signal ist wieder ein reelles Zeitsignal.
Ist das Ursprungssignal harmonisch, weist es dessen Amplitude und
Frequenz auf und ist gerade um 7 zu diesem phasenverschoben.

Unter Verwendung der Hilbert-Transformation wird nun das analy-
tische Signal durch )

M) = €(t) +i - £(t) (4.41)
definiert. Das analytische Signal ist also ein komplexes Zeitsignal,
dessen Realteil das Ursprungssignal und dessen Imaginarteil die
Hilbert-Transformierte bildet. Fiir ein harmonisches Signal £(t) l&dsst
sich dieser Sachverhalt sehr anschaulich darstellen, wie in Abbil-
dung 4.8 gezeigt. Wird das analytische Signal als Zeiger in der kom-
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analytisches

Re

Abbildung 4.8: Veranschaulichung des analytischen Signals fiir ein harmonisches
Ursprungssignal.

plexen Ebene interpretiert, so dreht sich dieser Zeiger mit fortschrei-
tender Zeit in schraubenformiger Weise. Im Laufe einer Schwingungs-
periode betrigt die Drehung dabei gerade 27. Die Lange des Zeigers,
also der Betrag des analytischen Signals, variiert dabei nicht mit dem
Wert des Ursprungssignals, sondern mit dessen Amplitude.

4.3.2.2 Anfachungsrate und Frequenz

Das analytische Signal bietet somit die Moglichkeit, Momentanwer-
te globaler Grofien eines Zeitsignals (Amplitude und Frequenz) zu
bestimmen. Der Betrag [£4(t)| stellt die momentane Amplitude dar.
Sie kann auch als die Einhiillende des Zeitsignals verstanden werden.
Das ist in Abbildung 4.9 am Beispiel der Entwicklung der Schnelle
an einem Ort in einem instabilen thermoakustischen System gezeigt.

In Abbildung 4.10 ist zusétzlich die Einhiillende allein in halblo-
garithmischer Darstellung gezeigt. Das exponentielle Wachstum der
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Abbildung 4.9: Zeitsignal und Einhiillende fiir die Entwicklung der Schnelle in
einem instabilen thermoakustischen System (dimensionslose Darstellung).

Schwingungsamplitude ist hier gut erkennbar. Die momentane Am-
plitude verlduft in dieser Darstellung linear. Aus der Steigung der
Geraden lasst sich deshalb direkt die Anfachungsrate ermitteln:

= S (e (1)), (4.42)

Auch die momentane Frequenz der Schwingung ist aus dem ana-
lytischen Signal ableitbar. Wie kurz vorher veranschaulicht wurde,
dreht sich der Zeiger, der £4(¢) in der komplexen Ebene reprisentiert,
wahrend einer Schwingungsdauer gerade um 27. Seine Drehgeschwin-
digkeit entspricht also genau der Kreisfrequenz. Anders ausgedriickt:

f = g ara(E(1). (4.43)
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Abbildung 4.10: Halblogarithmische Darstellung der Einhiillenden (momenta-
nen Amplitude) aus Abbildung 4.9.

Mit Hilfe des analytischen Signals gelingt es somit auf einfache Weise,
direkt aus den in einer Simulation gewonnenen Zeitreihen quantita-
tive Parameter fiir die Stabilitdtsanalyse eines Systems zu gewinnen.
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Kapitel 5

Simulation einer
Modell-Ringbrennkammer

5.1 Vorbemerkung

Ziel der in den folgenden Abschnitten vorgestellten Arbeit ist, die
Eignung des im Kapitel 4 erlauterten Simulationsverfahrens fiir die
Berechnung von selbsterregten Verbrennungsschwingungen in Ring-
brennkammern zu zeigen. Gegeniiber vielen anderen Modellierungs-
anséitzen fiir thermoakustische Probleme wesentlich neue Punkte sind
hier:

e die Kopplung mehrerer Flammen mit der Akustik,

e die dreidimensionale Ausbreitung der akustischen Stoérung und
damit die Moglichkeit der Existenz unterschiedlicher Moden,

e die Nichtlinearitéit des Flammenverhaltens in Form von Séatti-
gung und in Folge die Ausbildung von Grenzzyklen, sowie

e der Losungsansatz in Form einer Simulation im Zeitbereich.

Gegenstand der Berechnungen war eine Modell-Ringbrennkammer
mit einer einfachen, idealisierten Geometrie und ebenfalls idealisier-
ten Annahmen fiir die mittleren Fluidgrofien [128,129]. Die Simula-
tionen wurden mit einem {iiblichen Arbeitsplatzrechner (PC) durch-
gefithrt. Hierdurch und durch die Wahl der Entwicklungsumgebung
bestand eine klare Limitierung im Hinblick auf Speicherverfiigbarkeit
und Rechengeschwindigkeit. Die Modellierung komplexerer Geome-
trieelemente, insbesondere eine detaillierte Abbildung der Brenner,
war somit nicht moglich.
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Diese Arbeit will daher nicht den Anspruch erheben, fiir ein reales
technisches System exakte quantitative Ergebnisse zu liefern. Viel-
mehr geht es darum zu zeigen, dass das Verfahren die Mechanis-
men fiir die Entstehung selbsterregter Verbrennungsschwingungen
mit vertretbarem Aufwand richtig erfasst und damit grundsétzlich
sinnvoll auf technische Anwendungen iibertragen werden kann.

Dennoch lehnt sich das hier verwendete Modell an eine reale
Versuchs-Ringbrennkammer an, die von Kunze [130] fiir experimen-
telle Untersuchungen konzipiert und eingesetzt wurde. Sie ist in Ab-
bildung 5.1 gezeigt. Die Orientierung an diesem Versuchsstand bietet
den Vorteil, bei der Festlegung der Hauptparameter realistische Vor-
gaben zu haben. Dies erleichtert danach auch die Einordnung der
Ergebnisse. Aus den zuvor genannten Griinden sind aber sicherlich
Abstriche an die Genauigkeit der Modellierung zu machen. Schwie-
rigkeiten ergeben sich beispielsweise auch im Hinblick auf die akus-
tischen Randbedingungen. An das Plenum sind Bypassschlauche fiir
das Brennstoff-Luft-Gemisch angeschlossen, die einen nicht unerheb-
lichen Querschnitt aufweisen. Dies verbietet dort die Annahme einer
akustischen harten Randbedingung. Eine Mdglichkeit zur Beriick-
sichtigung dieses Problems wird weiter unten im Abschnitt 5.2.3 be-
schrieben.

Die Simulation verwendet die im Kapitel 4 erlauterten Grundla-
gen und Techniken. Insbesondere stellt die Wellengleichung, Glei-
chung (4.1) bzw. (4.2), die Basis fiir die Berechnungen dar. In den
folgenden Abschnitten werden zusétzlich noch die Aspekte néher
erlautert, die fiir das Ringbrennkammer-Modell spezifisch sind.

5.2 Modell
5.2.1 Geometrie

Die Versuchs-Ringbrennkammer, wie sie in Abbildung 5.1 dargestellt
ist, besteht auf der Zufuhrseite aus einem Ringraum konstanten mitt-
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Abbildung 5.1: Versuchsstand mit der Ringbrennkammer, die als Basis fiir das
Berechnungsmodell herangezogen wurde. 1: Vormischeinrichtung, 2: Vorkammer,
3: eigentliche Brennkammer, 4: Abgaskamin.

leren Durchmessers (D = 0.437m) und konstanter Hohe. Die ei-
gentliche Brennkammer stellt einen ebensolchen Ringraum dar. Diese
beiden Réume sind durch 12 einzelne Brenner (Drallerzeuger) mit-
einander verbunden. Der Versuchsstand wird voll vorgemischt mit
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einem Erdgas-Luft-Gemisch betrieben. Dadurch treten keine Brenn-
stoffinhomogenitédten und damit auch keine Entropie-Fluktuationen
auf. Die Entstehung von Instabilitdten ist deshalb auf die mit der
akustischen Mode verbundenen Mechanismen beschrankt. Das hei-
e Abgas verlasst die Brennkammer iiber 12 einzelne Diisen. Dies
erlaubt einen Betrieb mit einem gegeniiber atmosphérischen Bedin-
gungen leicht erhéhten Druck, so dass bei kritischer Durchstromung
der Abgas-Diisen ein akustisch hartes Ende (praktisch vollsténdige

Reflexion) geschaffen werden kann3.

Das Berechnungsmodell verzichtet, wie bereits angedeutet, auf ei-
ne detaillierte Rekonstruktion der Geometrien der Brenner, Abgas-
Diisen und Zufuhréffnungen. Lediglich die Hauptabmessungen wur-
den iibernommen. Dadurch ergibt sich das einfache in Abbildung 5.2
im Schnitt dargestellte Modell. Einlass und Auslass werden durch
jeweils eine Ebene repréasentiert, die mit entsprechend angepassten
Randbedingungen versehen sind, wie weiter unten im Abschnitt 5.2.3
erlautert. Die Brenner sind durch 12 kurze Rohrstiicke idealisiert,
die den ringférmigen Zufuhrraum und die ringférmige Brennkammer
miteinander verbinden. Dies stellt einerseits eine wesentliche Verein-
fachung gegeniiber der realen Geometrie der Drallerzeuger dar. An-
dererseits erfasst auch dieses einfache Modell die wesentliche Eigen-
schaft der Brenner, als Versperrung zwischen den beiden Ringridum-
en zu wirken und damit deren teilweise akustische Entkopplung zur
Folge zu haben.

Kunze [130] verwendet zur Berechnung der akustischen Eigenmoden
der Versuchsbrennkammer ebenfalls ein dhnlich vereinfachtes FEM-
Modell wie hier und erzielt damit eine gute Ubereinstimmung mit
experimentellen Ergebnissen. Er modelliert die Brenner allerdings als
Kegelstiimpfe, so dass sich sowohl am Ubergang vom Plenum zu den
Brennern als auch von den Brennern zur Brennkammer die richti-
gen Querschnittsspriinge ergeben. Dieser Ansatz stellt sicherlich eine
Verbesserung gegeniiber den Rohrstiicken dar, zeigt aber gleichzeitig

43Dies entspricht in einer realen Gasturbine der ersten Leitschaufelreihe der Turbine, die als
Versperrung wirkt.
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Abbildung 5.2: Geometrie der in der Simulation betrachteten Modell-Ringbrenn-
kammer. 1: Eintrittsebene, 2: Vorkammer, 3: Bereich der Brenner (Drallerzeuger),
4: Brennkammer, 5: Austrittsebene.
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die Validitéat der starken Vereinfachungen.

Gleichzeitig legt eine Analyse der aktuellen Ergebnisse von Fischer
[125] nahe, dass das vereinfachte Modell der Drallbrenner sogar
grundsatzlich eine gute Naherung darstellen kénnte. Das Drallregis-
ter, das das geometrisch komplexeste Element der Brenner darstellt,
lasst sich demnach in einem Netzwerkmodell gut durch ein Rohrstiick
abbilden. Zusétzlich waren die Brennerdiisen durch entsprechende
Kegelstiimpfe zu modellieren. Bei Beachtung der von Fischer ange-
gebenen Modellierungsregeln ist somit auch unter Verwendung ein-
facher geometrischer Elemente eine hohe Modellierungsqualtidt der
Brenner zu erwarten.

Nicht beriicksichtigt sind in dem Finite-Elemente-Modell Verluste,
fiir die Fischer eigene Verlustmodelle in das Netzwerkmodell des
Brenners einfithrt. Der im Anhang B dargestellte Vergleich von
Transfermatrizen des Brenners aus FEM-Simulationen und Experi-
menten legt nahe, dass Verlusteffekte das akustische Ubertragungs-
verhalten in einem gewissen Rahmen beeinflussen. Allerdings sind die
Abweichungen so moderat, dass keine wesentliche Anderung des Ge-
samtsystems in Bezug auf seine akustischen Eigenmoden zu erwarten
ist.

5.2.2 Mittlere und dimensionslose Grofien

Die Versuchs-Ringbrennkammer lauft im nicht vorgeheizten Betrieb,
das heifit das Brennstoftf-Luft-Gemisch wird mit Umgebungstempe-
ratur zugefithrt. Im Versuch zeigte sich aber, dass dieser Betrieb
in Verbindung mit der akustisch harten Abschlussbedingung durch
die Diisen in jedem Fall zu einer axialen thermoakustischen Insta-
bilitdt fithrte. Damit war eine Untersuchung der gerade bei Ring-
brennkammern interessanten selbsterregten Umfangsschwingungen
ebenso wenig moglich wie Untersuchungen mit externer akustischer
Anregung. Parallel durchgefiihrte Simulationen mit vergleichbaren
Hauptparametern bestétigten diese Beobachtung (vergleiche hierzu
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die Ausfithrungen im Abschnitt 5.3.3 auf Seite 162). Kunze [130]
konnte spiter nachweisen, dass in der Versuchsbrennkammer selbst-
erregte Umfangsschwingungen und auch stabile Betriebsbereiche auf-
treten, wenn durch Entfernen der Endplatte mit den Diisen ein akus-
tisch offenes Ende geschaffen wird. In der Simulation wurde diese
Konfiguration aber nicht mehr untersucht.

Dafiir erwies sich eine andere Mafinahme als hilfreich, um selbster-
regte Umfangsmoden auch in der Simulation untersuchen zu kénnen.
Es wurde davon Abstand genommen, die Hauptparameter aus dem
Experiment vollstdndig zu iibernehmen. Statt dessen fanden die Be-
rechnungen unter der fiktiven Annahme statt, dass die Brennkammer
mit einem vorgeheizten Brennstoff-Luft-Gemisch betrieben wiirde.
Hierdurch ergibt sich als positiver Nebeneffekt noch eine stérkere
Analogie zu den Bedingungen in einer realen Gasturbine, in der
nach dem Verdichteraustritt auch bereits eine erhohte Temperatur
herrscht. Aus akustischer Sicht besteht der wesentliche Unterschied
zum nicht vorgeheizten Fall darin, dass sich bei Vorheizung héhere
Schallgeschwindigkeiten und auch kleinere Differenzen der Schallge-
schwindigkeiten zwischen Zufuhrseite und Verbrennungsraum erge-
ben.

Der Simulation liegen damit folgende Annahmen iiber die mittleren
Groflen als Hauptparameter zu Grunde:

e Die Vorheiztemperatur und damit mittlere Temperatur auf der
Zufuhrseite betrigt T, = 770 K. Daraus ergibt sich in diesem
Bereich eine mittlere Schallgeschwindkeit von ¢ = 556 m/s und
eine mittlere Dichte von p; = 0.45kg/m® (Spezifische Gaskon-
stante R; = 287 J/kg K, Verhiltnis der spezifischen Wéarmeka-
pazitdten k1 = 1.4).

e Die thermische Leistung betrdgt Pp = 85kW je Brenner oder
P,es = 1020 kW fiir die gesamte Brennkammer bei Verbrennung
von Erdgas mit einer Luftzahl von 1.4.

e Das heifle Abgas habe eine spezifische Gaskonstante von Ry =
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310J/kg K und ein Verhiltnis der spezifischen Warmekapa-
zitdten von ko = 1.33. Damit ergibt sich eine mittlere Abgastem-
peratur von T = 2164 K, mittlere Dichte von gy = 0.15kg/m’
und eine mittlere Schallgeschwindkeit von ¢, = 945 m/s.

e Aus dem der thermischen Leistung entsprechenden Massen-
strom und den Querschnittsflichen der Brennkammer ergeben
sich folgende gemittelte Geschwindigkeiten: u; = 6.30m/s zu-
fuhrseitig, 1o = 33.6m/s im Verbrennungsraum und up =
77.7m/s in den die Brenner représentierenden Rohrstiicken.

e Die Brennkammer wird unter atmosphérischen Bedingungen be-
trieben, der mittlere Druck betrigt p = 1.0 - 10° Pa.

Aus numerischen Gesichtspunkten ist es giinstig, statt der genannten
dimensionsbehafteten Groflen mit dimensionslosen Groéflien zu rech-
nen. Dadurch erhalten zum einen Groflen, die mit Einheiten behaf-
tet stark unterschiedlich grofie Zahlenwerte aufweisen, eine &dhnli-
che GroBlenordnung. Zum anderen kénnen Erfahrungen, die mit be-
stimmten Einstellungen von numerischen Parametern wie beispiels-
weise maximalen Zeitschritten gewonnen wurden, leichter auf ver-
schiedene Anwendungsfille {ibertragen werden, wenn diese durch die
dimensionslose Darstellung dhnlich formuliert sind.

Fiir das Ringbrennkammer-Modell dienen drei Grundgréfien dazu,
um charakteristische Groflen fiir alle Parameter abzuleiten: der mitt-
lere Durchmesser der Brennkammer D = 0.437m als charakte-
ristische Lange Lg, die Schallgeschwindigkeit auf der Zufuhrseite
¢ = 556 m /s als charakteristische Geschwindigkeit ug, sowie die cha-
rakteristische Impedanz auf der Zufuhrseite Zy = p1¢; = 250 Pa s/m.
Damit ergeben sich folgende weitere charakteristische Grofien:
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Charakteristische Grofle Formel Wert

Zeit to = Lo/ug 7.86-107%s
Frequenz fo =uo/ Ly 1273 Hz

Druck Po = LUy 1.40 - 10° Pa
Dichte po = Zo/ug 0.45 kg/m3
Volum. Wirmefreisetzungsrate | qyo = Zoud/Lo | 1.78 - 105 W/ m>

Nun lassen sich alle dimensionsbehafteten Groflen durch Beziehen
auf diese charakteristischen Groflen dimensionslos machen. Damit
bekommen die Hauptparameter der Ringbrennkammer folgende Wer-
tetd:

cp=1 pr=1 up = 0.001 up = 0.14

co = 1.7 p2 = 0.33 Uy = 0.06

Diese Groflen sind jeweils als abschnittsweise konstante Groéfien zu
verstehen. Beispielsweise ist im Zufuhrraum und in den Brennern die
Schallgeschwindigkeit in jedem Punkt gleich ¢, im Verbrennungs-
raum gleich ¢y. Dies bringt an den Grenzen der einzelnen Bereiche
unstetige Anderungen der Modellparameter mit sich. Hier erweist
sich die Verwendung des Finite-Elemente-Verfahrens als Simulations-
werkzeug besonders vorteilhaft. Wie im Kapitel 3 erldautert wurde, ist
die Methode der finiten Elemente durch Ubergang auf die schwache
Formulierung der Differentialgleichungen tolerant gegeniiber solchen
Unstetigkeiten. Es wird implizit gewéahrleistet, dass die Systemgréfien
und Fliisse an den Gebietsgrenzen korrekt berechnet werden.

5.2.3 Randbedingungen

Die Formulierung der Randbedingung erfolgt grundsétzlich mit Hilfe
der im Abschnitt 4.1.4 auf den Seiten 94 ff. hergeleiteten Beziehun-
gen. Fiir die das Berechnungsgebiet begrenzenden Wéande wird an-
genommen, dass sie akustisch hart sind und entsprechend durch die
einfache Neumann-Randbedingung aus Gleichung (4.9) modelliert

44 Aus Griinden der Einfachheit wird auf die Einfiihrung neuer Symbole fiir die dimensionslosen
Groflen verzichtet. Im Folgenden sind alle Grofien, wenn nicht explizit mit Einheiten angegeben,
als dimensionslose Grofien zu verstehen.
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werden konnen. Dies impliziert die vereinfachende Annahme, dass
keine Transmissionsverluste auftreten. Angesichts der weiteren Ver-
einfachungen, die im Modell gemacht werden (beispielsweise den feh-
lenden Verlusten in der akustischen Grenzschicht) ist dies durchaus
gerechtfertigt. Eine Uberschlagsrechnung zeigt, dass etwa in der Zu-
fuhrkammer weniger als 0.5% der Energie einer ebenen Welle durch
Transmission verloren gehen, wenn diese bei einer Frequenz von 500
Hz senkrecht auf eine 3 mm starke Stahlwandung trifft*’.

Als wesentlich bedeutsamer sind dagegen die Verluste durch Trans-
mission akustischer Energie durch die Eintritts- und Austrittséffnun-
gen einzuschitzen. Problematisch dabei ist, dass weder die Eintritts-
noch die Austrittsebene ein homogenes Gebilde darstellen, sondern
mit den Anschliissen fiir die Gemischzufuhr beziehungsweise mit den
Austrittsdiisen durchsetzte Wénde sind. Diese Winde weisen so-
mit lokal unterschiedliche akustische Eigenschaften auf. Um diese
im Modell nicht im Einzelnen auflésen zu miissen, wurden Ersatz-
Randbedingungen hergeleitet. Sie ersetzen die Wande am Eintritt
und Austritt durch gedachte Ebenen mit einer einheitlichen Impe-
danz.

Ziel bei der Formulierung dieser Impedanzen war es, die Transmissi-
on akustischer Energie korrekt abzubilden. Dies sei am Beispiel der
Eintrittsebene verdeutlicht. Thre Gesamtfliche A setzt sich aus der
Fliche der akustisch harten Wand Ay und den Offnungen fiir die Ge-
mischzufuhr mit der Fliche Ag zusammen (A = Ay + Ag). Durch
letztere erfolgt die Transmission, wobei sich ihre Impedanz aus Glei-
chung (4.13) ableiten ldsst. Dabei stromt das Gemisch mit der Ge-
schwindigkeit u,, zu, was in Folge des Druckverlustbeiwerts ¢ mit ei-
nem Druckverlust Ap verbunden ist. Wird die Zustrémung nun iiber
die gesamte Flache A verteilt gedacht, ergibt sich bei gleichem Mas-
senstrom eine verringerte Zustromgeschwindigkeit u) = a, Ag/A.

45 Allgemein ist die Abschitzung der Transmissionsverluste sehr schwer, da sie unter anderem
von den Materialeigenschaften der Wand, ihrer mechanischen Lagerung und dem Einfallswinkel
der akustischen Wellen abh#ingen. Der hier genannte Richtwert basiert auf einem einfachen, bei
Pierce [102] beschriebenen Modell, das die Wand als vollkommen nachgiebige Platte behandelt
und ihre Impedanz damit allein ihrer tragen Masse zuschreibt. Insofern diirfte die Abschétzung
sogar noch konservativ sein.
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Nun wird angenommen, dass diese fiktive Zustromung denselben
Druckverlust hervorruft wie im realen Fall. Dazu muss wegen Glei-
chung (4.11) ein fiktiver hoherer Druckverlustbeiwert ¢* = ((A/Ag)?
vorgegeben werden. Ist also in der Realitdt eine Druckschwankung
p’ mit der Geschwindigkeitsschwankung u; verbunden, hat mit der
idealisierten Randbedingung dieselbe Druckschwankung nach Glei-
chung (4.13) die Geschwindigkeitsschwankung u/* = u! Ag/A zur
Folge. Im ersteren Fall ist die durch Druck- und Volumenénderungs-
arbeit abgestrahlte akustische Leistung gleich p'ul Ag, im letzteren
Fall gleich p'u/," A = p'u/, Ag. Die vereinfachte Randbedingung ist also
der realen beziiglich der Transmission akustischer Energie gleichwer-
tig. Sie fiihrt in unmittelbarer Wandnéhe zwar zu einer Verfélschung
des akustischen Felds, wobei der Fehler mit zunehmendem Abstand
aber stark abnimmt.

Aus dem Versuchsstand sind die Druckverluste am Einlass und Aus-
lass und die Zustrom- und Abstromgeschwindigkeiten bekannt [131].
Hieraus lassen sich die Druckverlustbeiwerte berechnen. Unter der
Annahme, dass im vorgeheizten Fall die gleichen Druckverlustbei-
werte herrschen, konnen nun die fiir die Formulierung der Rand-
bedingung nach Gleichung (4.16) benotigten Werte fiir K ermit-
telt werden®. In dimensionsloser Darstellung betrigt die Konstante
K; = 0.1 fiir die Randbedingung am Eintritt und Ky = 0.2 fiir
die Randbedingung am Austritt. Ein Wert von K = 0 wiirde einer
akustisch harten Wand, ein Wert von K = 1 einer akustischen an-
gepassten Randbedingung (vollstéandige Transmission) und ein Wert
von K — oo einer akustisch offenen Randbedingung entsprechen.
Die nahe bei Null liegenden Werte im konkreten Fall spiegeln also
das akustisch harte Verhalten der Winde wieder, die Transmissi-
on durch die Offnungen der Gemischzufuhr und die Austrittsdiisen
auflert sich in der Abweichung von Null.

46 Allerdings stellen die Schlduche, iiber die im Versuchsstand die Gemischzufuhr erfolgt, keine
kompakten Elemente dar, wie sie bei der Herleitung der akustischen Randbedingung vorausge-
setzt wurden. In der Realitdt auftauchende Trégheitseffekte, die die Dynamik in den Schlduchen
und damit deren Impedanz beeinflussen, werden hier also nicht erfasst.
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5.2.4 Akustische Eigenmoden

Fiir die spétere Analyse der Ergebnisse aus den Simulationen ist
es hilfreich, die rein akustischen Eigenmoden des Ringbrennkammer-
Modells zu kennen. Hierunter sollen die Eigenmoden verstanden wer-
den, die sich bei Vorgabe der zuvor genannten mittleren Gréflen er-
geben, wenn die Flammendynamik, also der Riickkopplungsmecha-
nismus zwischen Akustik und Warmefreisetzung, unberiicksichtigt

bleibt.

Die mathematische Beschreibung fiir dieses Problem ist im Frequenz-
bereich durch Gleichung (2.33) (Seite 35) fiir den Fall ohne mittlere
Stromung beziehungsweise Gleichung (2.34) fiir den Fall mit mittler-
er Stromung gegeben, wenn die rechte Seite jeweils zu Null gesetzt
wird. Damit liegen gewohnliche Eigenwertprobleme vor, die mit tibli-
chen numerischen Eigenwertlosern (beispielsweise auch auf Basis der
Finite-Elemente-Methode) gelost werden konnen.

Die numerische Berechnung der Eigenlosungen liefert fiir das Ring-
brennkammer-Modell als erste vier Eigenmoden folgende Modenfor-
men mit den dazugehorigen dimensionsbehafteten und dimensions-
losen Frequenzen f beziehungsweise dimensionslosen Schwingungs-
dauern T'=1/f:

Mode (I, m,n) (0,1,0) (1,0,0) (1,1,0) (0,2,0)

FHz] 449 496 835 850
f 0.353 0.390 0.656 0.668
T 2.83 2.56 1.53 1.50

Hierbei ist unter der Mode (I, m, n) eine Mode mit einem axialen An-
teil der Ordnung [, Umfangsanteil der Ordnung m und radialen Anteil
der Ordnung n zu verstehen (der Umfangsanteil und radiale Anteil
entsprechen grundsétzlich den auf den Seiten 45 ff. beschriebenen Ei-
genmoden eines Ringspalts, wobei es durch die Querschnittsspriinge
und den Bereich mit den diskreten Rohrstiicken zu Modifikationen
kommt). Die Rechnung zeigt, dass sich fiir die Félle ohne und mit
mittlerer Stromung im Rahmen der angegebenen Genauigkeit keine
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Abbildung 5.3: Die ersten vier rein akustischen Eigenmoden des Ringbrenn-
kammer-Modells (Druckverteilung, jeweils skaliert mit dem Maximalwert).

Unterschiede bei den Eigenfrequenzen ergeben, weshalb die oben an-
gegebenen Werte fiir beide Fille gelten. Dies ist auf die sehr geringen
Mach-Zahlen zuriickzufiithren, die auf der Zufuhrseite 0.011, in den
Rohrstiicken 0.14 und im Verbrennungsraum 0.035 betragen. Das ist
ein erster Hinweis darauf, dass die mittlere Stromung im Hinblick
auf die Ausbreitung akustischer Storungen fiir den betrachteten Fall

vernachlissigt werden kann*’.

4"Daraus darf aber nicht der Schluss gezogen werden, die mittlere Stromung habe iiberhaupt
keinen Einfluss. Sie spielt sicherlich eine Rolle fiir die Verluste akustischer Energie; dieser Me-
chanismus wird aber im Rahmen dieser Arbeit wegen der Beschrinkung auf die Losung der
Wellengleichung nicht erfasst.



136 5 Simulation einer Modell-Ringbrennkammer

Die Druckverteilungen fiir die genannten ersten vier Eigenmoden sind
in Abbildung 5.3 gezeigt. Wie im Abschnitt 2.3.3 gezeigt wurde, exis-
tieren fiir jede Mode mit Umfangskomponente eigentlich zwei entar-
tete Losungen. Da diese sich jedoch lediglich durch eine Drehung um
7/(2m) um die Brennkammerachse unterscheiden, ist auch in diesen
Fallen jeweils nur eine Mode dargestellt.

Bei den Moden mit Umfangskomponente zeigt sich eine mehr oder
weniger starke Entkopplung der Druckschwingungen im Zufuhrraum
und in der Brennkammer. Dies wird durch die unterschiedlichen
Schallgeschwindigkeiten in den beiden Bereichen verursacht, die auch
keine ganzzahligen Vielfachen voneinander sind. Da die Wellenlange
A einerseits durch den Umfang der Brennkammer festgelegt ist und
andererseits mit der Frequenz iiber A\ = ¢/ f verkniipft ist, ergibt sich
fiir eine bestimmte Frequenz jeweils nur auf einer Seite eine Uber-
einstimmung. Die andere Seite schwingt lediglich passiv mit deutlich
geringerer Amplitude mit. So finden sich bei den ersten beiden reinen
Umfangsmoden hohe Amplituden auf der Zufuhrseite, bei der ersten
gemischten Umfangsmode mit axialem Anteil dagegen auf der Seite
des Verbrennungsraums.

Die genannten FErgebnisse beziehen sich auf die Konfiguration
mit Vorheizbetrieb fiir die im Abschnitt 5.2.2 wiedergegebe-
nen Hauptparameter. Zum Vergleich sind hier auch die Wer-

te der Eigenmoden fiir einen Fall ohne Vorheizung angegeben?®:
Mode (I, m,n) (1,0,0) (0,1,0) (1,1,0) (0,2,0)

F[H7] 215 252 330 503
f 0.277 0.324 0.427 0.647
T 3.61 3.09 2.34 1.55

Es werden zwei wesentliche Unterschiede deutlich. Zum einen ist hier
nicht die erste reine Umfangsmode, sondern die reine Axialmode die
Eigenmode mit der niedrigsten Frequenz. Zum anderen kommt es

48Wegen der in diesem Fall geringeren Schallgeschwindigkeit im Plenum, die als charakteristi-
sche Geschwindigkeit dient, ist die charakteristische Frequenz mit fy = 778 Hz hier niedriger als
im vorgeheizten Fall. Das ist bei der Bewertung der dimensionslosen Frequenzen zu beriicksich-
tigen.
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durch die geringeren Schallgeschwindigkeiten vor allem bei den Mo-
den mit Axialanteil zu einer Verschiebung der Eigenfrequenzen hin
zu niedrigeren Werten. Beide Effekte werden spéter zur Erklarung
dafiir dienen, weshalb im nicht vorgeheizten Betrieb keine selbster-
regt schwingenden Umfangsmoden beobachtet wurden.

Kunze [130] gibt in seiner Arbeit fiir die Frequenzen der ersten Um-
fangsmode 266 Hz und der zweiten Umfangsmode 502 Hz als Ergeb-
nis seiner FE-Rechnungen an und zeigt die gute Ubereinstimmung
mit Messergebnissen von der Versuchsbrennkammer. Diese Daten be-
ziehen sich auf eine im kalten Fall (ohne Verbrennung) untersuchte
Konfiguration. Dennoch zeigt sich eine grofle Nahe zu den hier ange-
gebenen Werten von 252 Hz und 503 Hz, denen in der Brennkammer
die Bedingungen bei Verbrennung zu Grunde liegen. Erklaren lésst
sich diese Ubereinstimmung durch den Umstand, dass die beiden Mo-
den im Plenum dominant sind, in dem sowohl im Fall ohne als auch
mit Verbrennung die gleiche Schallgeschwindigkeit herrscht.

Ein Vergleich der Eigenfrequenzen der Moden mit axialem Anteil
mit den Messergebnissen in der Arbeit von Kunze ist nicht moglich.
Dort herrschte durch das Entfernen der Endplatte mit den Diisen
eine akustisch weitgehend offene Randbedingung, die zu ganz an-
deren axialen Druckverteilungen fiihrt als die hier untersuchte, eher
geschlossene Konfiguration. Zudem bedingen bei axialen Moden un-
terschiedliche Schallgeschwindigkeiten fiir eine kalte und eine heife
Brennkammer auf jeden Fall unterschiedliche Wellenléngen und da-
mit Frequenzen.

5.2.5 Flammenmodell

Im Abschnitt 4.2.1 wurden die grundsétzlichen Moglichkeiten zur
Einbindung des Flammenverhaltens in die Simulation aufgezeigt. Fiir
die Berechnungen am Ringbrennkammer-Modell soll das Flammen-
modell folgenden Annahmen und Anforderungen geniigen:

e Die Warmefreisetzungszone ist ein festgelegter Bereich konstan-
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ten Volumens hinter dem Austritt des Brenners. Es findet keine
Flammenbewegung statt. Jedem Brenner ist ein derartiger Be-
reich zugeordnet.

e Die momentane volumetrische Wéarmefreisetzungsrate héngt
von der Brenneraustrittsgeschwindigkeit up des zugehorigen
Brenners (und keines anderen Brenners) ab. Hierbei ist eine ein-
zelne, feste Totzeit 7 wirksam.

e Die Stiarke der Antwort der Flamme auf Geschwindigkeitsfluk-
tuationen nimmt mit wachsender Frequenz zunehmend ab.

e Die Stiarke der Warmefreisetzungsschwankungen ist limitiert, es
treten also Sattigungseffekte auf.

Mit diesem sicherlich stark vereinfachten Modell sind wesentliche
Eigenschaften des dynamischen Verhaltens von Flammen beschrie-
ben. Technische Flammen zeigen haufig noch die Eigenschaft, bei be-
stimmten Frequenzen mit Amplitudeniiberh6hungen, also verstéark-
ten Warmefreisetzungsschwankungen, zu reagieren. Auf die Nachbil-
dung dieses Effekts wird hier bewusst verzichtet, um die Zahl der
freien Parameter des Flammenmodells moéglichst gering zu halten
und damit durch gezielte Variation eines Parameters unterschiedliche
thermoakustische Zusténde erzeugen zu konnen. Angesichts des Ziels,
in erster Linie die Moglichkeiten des Simulationsverfahrens auszute-
sten, erscheint dies zuléssig, zumal die Implementierung komplexerer
Flammenmodelle kein grundsétzliches Problem darstellt.

Ein den Anforderungen entsprechendes Modell wurde bereits mit
Gleichung (4.21) auf Seite 106 vorgestellt. Die Séttigungseffekte wer-
den entsprechend Gleichung (4.19) auf Seite 102 beziehungsweise Ab-
bildung 4.3 nachgebildet. Zusétzlich ist lediglich zu berticksichtigen,
dass die entsprechenden Beziehungen fiir jede der 12 Flammen ein-
zeln formuliert werden. Damit ldsst sich das Flammenmodell in der
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Form
vy o
wy dt Vi
iv | {u’B,j@ —7) falls [uy (t — 7)| < pip,  (5.1)
up | sign(up ;(t —7))pup falls [up ;(t — 7)] > pip ’
g=1,...,12,

darstellen, wenn mit dem Index j die Brenner nummeriert werden.
Dieses Modell weist also drei Parameter auf, die Totzeit 7, die Eck-
frequenz des Tiefpassfilters wy und die Konstante p, durch die das
Sattigungsniveau festgelegt wird.

Zum Zeitpunkt der Berechnungen lagen keine gesicherten Erkennt-
nisse iiber einen sinnvollen Wert fiir 4 vor. Deshalb wurde mehr oder
weniger willkiirlich g = 0.75 fiir alle Berechnungen gesetzt. Wie be-
reits im Abschnitt 4.2.2 angedeutet, wire beispielsweise nach den
Untersuchungen von Harper et al. [124] dieser Wert eher bei 0.3 bis
0.4 anzusiedeln. Die spater folgende Analyse der Grenzamplituden
legt tatsédchlich nahe, y niedriger zu wéhlen als hier geschehen.

Die Formulierung der Sattigung in Gleichung (5.1) hat als Nebenef-
fekt eine mit steigender Frequenz abnehmende Sattigungsamplitude
zur Folge, da die Limitierung nicht erst auf die Ausgangsgroie (gy,),
sondern bereits auf die Eingangsgrofie (u’p) wirkt. Dieses Verhalten
stimmt mit den experimentellen Beobachtungen von Harper et al.
iiberein.

Die Wirmefreisetzungszonen der einzelnen Flammen sind vergli-
chen mit den Wellenldngen der erwarteten Instabilitdten klein. Des-
halb und weil in jedem Punkt der Flamme ohnehin eine einheitli-
che Totzeit zwischen den Warmefreisetzungsschwankungen und den
auslosenden Geschwindigkeitsschwankungen im Brennermund ange-
nommen wird, ist die tatsdachliche ortliche Verteilung der Warmefrei-
setzungsrate von untergeordneter Bedeutung®. Die Flammen werden
daher, wie das in Abbildung 5.2 angedeutet ist, stark vereinfacht

49Tn einer langen Flamme verliert diese Annahme unter Umstéinden ihre Giiltigkeit. Der Schall-
druck weist iiblicherweise im Bereich der Flamme eine weitgehend konstante Phase, gegebenen-
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durch konische Bereiche modelliert, um die Form drallstabilisierter
Flammen anzudeuten. Die Warmefreisetzungsrate ist in diesen Ge-
bieten gleich verteilt.

5.2.6 Numerische Aspekte

Das Ringbrennkammer-Modell wird fiir die Durchfithrung der Simu-
lationen durch ein Finite-Elemente-Netz diskretisiert, das in Abbil-
dung 5.4 gezeigt ist. Das Netz weist 75176 Tetraeder-Elemente und
16427 Knoten auf und ist im Bereich der Flammen lokal verfeinert.
Die ersten Eigenmoden werden durch mindestens 20 Knoten pro Wel-
lenlange aufgelst, was nach den Ergebnissen aus Abschnitt 3.4 (Seite
71 ff.) eine ausreichende Genauigkeit gewéhrleistet.

Die Simulation lauft nach dem im Abschnitt 4.1.5 wiedergegebenen
Schema ab. Als Zeitschrittverfahren wird die schon im Abschnitt
3.4 bei der Untersuchung der numerischen Fehler verwendete BDF'-
Methode zweiter Ordnung mit automatischer Schrittweitenkontrol-
le eingesetzt, so dass die dort gewonnenen Ergebnisse herangezogen
werden konnen. Die maximale Zeitschrittweite ist auf 5% der charak-
teristischen Zeit t) = Lg/ug begrenzt. Sowohl die Schwingungsdauern
der ersten Eigenmoden als auch die untersuchten Totzeiten liegen in
der Groflenordnung dieser charakteristischen Zeit. Durch die Zeit-
schrittbegrenzung ist damit eine gute zeitliche Auflosung auf jeden
Fall sichergestellt, und auch die numerische Dampfung wird auf ein
im Rahmen des Méglichen akzeptables Mafl beschrankt.

Zu jedem Zeitschritt werden auflerdem zur Ermittlung des Quell-
terms der Wellengleichungen die Differentialgleichungen des Flam-
menmodells, Gleichung (5.1), numerisch gelost. Hierfiir hat sich eine

falls einen Phasensprung auf. Bei Annahme einer festen Totzeit wirken dann nach dem Rayleigh-
Kriterium alle Teile der Flamme in Bereichen gleicher Schalldruckphase gleichermaflen anregend
oder dampfend. Eine lange Flamme wird aber auf Grund von Laufzeitunterschieden lokal unter-
schiedliche Totzeiten aufweisen. Damit kdnnen, auch bei konstanter Phasenlage des Schalldrucks,
gleichzeitig anregende und ddmpfende Bereiche der Flamme entstehen. Dominieren die ddmp-
fenden Bereiche, wiirde sich eine stabile Situation ergeben, wiahrend die Annahme einer festen
Totzeit eventuell zu einer Instabilitdt fithrt. Bei langen Flammen wiére daher eine Beriicksichti-
gung der Totzeitverteilung wichtig.
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Abbildung 5.4: Vernetzung des Ringbrennkammer-Modells.

Kombination zweier Runge-Kutta-Verfahren fiinfter beziehungsweise
vierter Ordnung® als geeignet erwiesen.

Die nachfolgend gezeigten Simulationen wurden auf einem PC mit
einem mit 1.2 GHz getakteten Prozessor und 1 GB Arbeitsspeicher
durchgefiihrt. Die Rechenzeit betrug, falls selbsterregte Schwingun-
gen auftraten, bis zum Erreichen des Grenzzyklus je nach Anfa-
chungsrate typischerweise zwischen ein und zwei Tagen. Eine reine
Beurteilung der Stabilitdt (Auf- oder Abklingen der anfanglich vor-
handenen Storungen) war jedoch schon nach wesentlich kiirzerer Zeit
moglich.

50Dormand-Prince-Paar; das Verfahren héherer Ordnung wird zur Berechnung der Losung zum
neuen Zeitpunkt herangezogen, das niedrigerer Ordnung zur Fehlerabschitzung und in Folge
Schrittweitensteuerung.
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5.3 Ergebnisse
5.3.1 Entwicklung von Stérungen

Ausgangspunkt der Simulation ist eine zuféllige Schalldruckvertei-
lung innerhalb des Ringbrennkammer-Modells, durch die ein breites
Spektrum an Stérungen eingebracht wird. Eine derartige Anfangsbe-
dingung ist in Abbildung 5.5 in der Darstellung des Schalldrucks fiir
den Zeitpunkt t = 0 zu sehen. Abhéngig von den Werten der Modell-
parameter klingt diese anfiangliche Stérung entweder kontinuierlich
ab, oder es bildet sich eine selbsterregte Schwingung mit wachsender
Amplitude aus.

Die Entwicklung einer Instabilitdt lauft prinzipiell in zwei Phasen
ab. Das ist in Abbildung 5.5 zu erkennnen, in der die Schalldruckver-
teilung fiir verschiedene Zeitpunkte einer Simulation gezeigt ist. Zu
beachten ist in dieser Darstellung die teilweise unterschiedliche Ska-
lierung der Schalldruckwerte, die nétig ist, um die Verteilungen auch
bei kleinen Amplituden qualitativ gut erkennen zu koénnen. In einer
ersten Phase bilden sich die starken lokalen Druckspitzen, die in der
Anfangsbedingung vorhanden sind, zunéchst zuriick, die Amplitude
nimmt also ab. Dieser Vorgang ist aber gleichzeitig damit verbunden,
dass die anfénglich ungeordnete Struktur in eine geordnete iibergeht
und sich eine klar definierte Schwingungsmode ausbildet. In einer
zweiten Phase wéchst diese Mode nun in der Amplitude. Die anféng-
lichen Storungen sind verschwunden, statt dessen zeigt sich deutlich
die selbsterregte Instabilitét.

Dieser Prozess lasst sich auch durch die Beobachtung der zeitlichen
Entwicklung einer einzelnen akustischen Grofle an einem bestimm-
ten Ort verfolgen. Beispielhaft ist in Abbildung 5.6 der Verlauf der
Schnelle u; bezogen auf die mittlere Brennergeschwindigkeit up im
Austritt eines der Brenner (Rohrstiicke) iiber der Zeit zu sehen.
Auch hier ist erkennbar, dass die zunéchst zufélligen Fluktuationen
schwicher werden und dabei in eine periodische Schwingung iiber-
gehen. Die Schwingungsamplitude wéchst dann im weiteren Verlauf
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Abbildung 5.5: Entwicklung der dimensionslosen Schalldruckverteilung aus einer
anfianglichen Zufallsverteilung.

exponentiell an, bis die Sattigungseffekte in den Flammen die Ener-
giezufuhr an die Schwingung verlangsamen. Die Amplitude nimmt
nun langsamer zu, bis sie schliellich konstant bleibt. Zu diesem Zeit-
punkt ist der Grenzzyklus erreicht.

Sind die Modellparameter so gewéahlt, dass sich keine selbsterregte
Instabilitat ausbilden kann, nimmt die Amplitude der Storungen ste-
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Abbildung 5.6: Zeitlicher Verlauf der Schnelle in einem Brenner bei der Ent-
wicklung einer selbsterregten Instabilitéat. Die Schnellewerte sind mit der mittleren
Geschwindigkeit in den Brennern normiert.

tig ab. Ein Beispiel fiir eine derartige Situation ist in Abbildung 5.7
wieder anhand der Entwicklung der Schnelle in einem Brenner dar-
gestellt. Neben dem exponentiellen Abklingen der Fluktuationen ist
auch hier erkennbar, wie sich aus den zufélligen Schwankungen ei-
ne geordnete periodische Schwingung herausbildet. Die Schalldruck-
verteilung (hier nicht wiedergegeben) zeigt eine ganz #hnliche Ent-
wicklung, wie sie in Abbildung 5.5 bereits fiir einen instabilen Fall
vorgestellt wurde. Offensichtlich ist diese Ausbildung klar definier-
ter Moden unabhéngig davon, ob das System stabil oder instabil ist.
Vielmehr hangt umgekehrt die Stabilitdt davon ab, ob den sich vor-
rangig entwickelnden Moden ausreichend Energie zugefiihrt wird, um
ein Wachstum der Amplituden gewéhrleisten zu konnen. Diese Zu-
sammenhénge werden weiter unten im Abschnitt 5.3.3 noch genauer
beleuchtet werden.
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Abbildung 5.7: Zeitlicher Verlauf der Schnelle in einem Brenner fiir eine stabile
Konfiguration. Die Schnellewerte sind mit der mittleren Geschwindigkeit in den
Brennern normiert.

5.3.2 Grenzzyklen

Wie im vorangegangenen Abschnitt gezeigt wurde, gehen im insta-
bilen Fall die selbsterregten Schwingungen nach dem Anwachsen der
Amplituden in einen Grenzzyklus iiber, der sich durch eine konstan-
te Amplitude auszeichnet. Ein Ausschnitt eines solchen Grenzzyklus
ist in Abbildung 5.8 zu sehen. Neben dem Verlauf der Schnelle im
Brenneraustritt sind hier zusétzlich die Schwankungen der Warme-
freisetzungsrate am entsprechenden Brenner als auch die des Drucks
im Schwerpunkt der Flamme dargestellt. Alle Werte sind auf die
Mittelwerte der entsprechenden Grofien bezogen.

Zu erkennen ist, dass die Amplitude der Warmefreisetzungsschwan-
kungen knapp unter dem Wert von 0.75 ¢y liegt, der iiber den Para-
meter p als Schwellenwert fiir das Auftreten von Sattigung festgelegt
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Abbildung 5.8: Zeitlicher Verlauf der Schnelle in einem Brenner (—), des Schall-
drucks im Flammenschwerpunkt (---) und der Wérmefreisetzungsrate im Grenz-
zyklus (——). Alle Werte sind mit entsprechenden Werten des mittleren Stromungs-
felds normiert.

wurde. Auf Grund des Tiefpass-Verhaltens des Flammenmodells liegt
die tatséchliche Sattigungsamplitude geringfiigig darunter. Die Ge-
schwindigkeitsschwankungen am Brenneraustritt iiberschreiten dage-
gen deutlich 0.75 up und treiben die Flamme damit eindeutig in den
Bereich der Sattigung. Sie erreichen sogar eine Amplitude, die knapp
iiber der mittleren Brennergeschwindigkeit liegt. Das impliziert, dass
sich in einer kurzen Phase der Schwingung am Brenner ein Zustand
der Riickstromung einstellt.

Die Amplitude des Schalldrucks im Flammenschwerpunkt erreicht
etwa 10% des statischen Brennkammerdrucks. Dieser Wert erscheint
zundchst unrealistisch hoch und bedarf einer genauen Bewertung.
Umgerechnet bedeutet er einen lokalen Schalldruckpegel von etwa
170 dB. An einer industriellen Gasturbine wurden zwar auch Schall-
druckpegel von bis zu 177 dB gemessen [42], allerdings unter realem
und damit erhéhtem Brennkammerdruck, so dass unter atmosphéri-
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schen Bedingungen die Schwingungen deutlich niedriger ausfallen
miissten. Andererseits sind die Ergebnisse der Simulation konsis-
tent mit experimentellen Untersuchungen von fiir Nachbrenner typi-
schen Verbrennungsschwingungen unter atmosphérischen Bedingun-
gen [20,22]. Dort wurden teilweise dhnlich hohe Schalldruckpegel ge-
messen und gleichzeitig Geschwindigkeitsfluktuationen beobachtet,
die teilweise eine Riickstromung bewirken.

Letztlich sind derartig starke Effekte bei den relativ stabilen Flam-
men moderner Gasturbinen nicht zu erwarten. Deutlich niedrigere
Schalldruckamplituden kann die Simulation wie die Realitdt aber
nur liefern, wenn der Grenzzyklus so frith erreicht wird, dass die Ge-
schwindigkeitsfluktuationen weit geringer als die mittlere Geschwin-
digkeit sind. Die Griinde, warum dies in den durchgefiihrten Simula-
tionen nicht der Fall ist, werden am Ende dieses Abschnitts nach einer
energetischen Analyse der Entstehung des Grenzzyklus erldautert.

Abbildung 5.8 ldsst neben der Beurteilung der Amplituden der dar-
gestellten Groflen auch ihr gegenseitiges Zusammenwirken erkennen
und verdeutlicht damit den Mechanismus, der der thermoakustischen
Instabilitdt zu Grunde liegt. Der Schalldruck bleibt gegeniiber der
Schnelle am Brenneraustritt ziemlich genau um 7T'/4 zuriick, wobei
T ~ 1.6 die Schwingungsdauer ist. Gleichzeitig sind die Fluktuatio-
nen der Warmefreisetzungsrate durch die Totzeit, die in diesem Fall
zu 7 = 1.9 gewdhlt wurde, um etwa 5/4T gegeniiber der Schnelle
verschoben. Dadurch sind sie aber mit den Druckfluktuationen fast
vollsténdig in Phase. Deshalb ist das Rayleigh-Kriterium erfiillt und
die Schwingung wird angeregt beziehungsweise im Grenzzyklus er-
halten.

Bei genauem Hinsehen ist in Abbildung 5.8 auch zu sehen, dass die
Wirmefreisetzungsschwankung keine reine harmonische Schwingung
darstellt, sondern in der Nahe ihrer Maxima und Minima leicht de-
formiert ist. Dieser Effekt ist auf die Sattigung zuriickzufiihren, die
als Nichtlinearitdt hohere harmonische Komponenten erzeugt. Das
ist deutlich im Spektrum in Abbildung 5.9 zu erkennen. Neben ei-
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Abbildung 5.9: Frequenzspektren von Wéirmefreisetzungsschwankung (oben)
und Schnelle im Brenner (unten) im Grenzzyklus, jeweils normiert mit den Maxi-
malwerten.

ner starken Komponente bei der Grundfrequenz treten auch Kom-
ponenten bei den ungeraden Vielfachen dieser Frequenz auf, deren
Betrag mit der Frequenz stark abnimmt. Da die Flammen als akus-
tische Quelle wirken, sind die héherfrequenten Komponenten auch in
Schalldruck und Schallschnelle wiederzufinden, allerdings mit gerin-
gerem Anteil.

Nun wird nicht selten argumentiert, dass durch die nichtlineare Satti-
gung ein Energietransfer von der Grundschwingung zu den hoheren
Harmonischen erfolgt und damit mit wachsenden Schwingungsam-
plituden immer weniger Energie fiir die Anregung eben der Grund-
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schwingung zur Verfiigung steht®'. Allerdings diirfte die Relevanz
dieses Effekts fiir den Energichaushalt der selbsterregten Schwin-
gung eher gering sein. Die der Schwingung in der Flamme zugefiihrte
oder entnommene Energie ist proportional zu dem Produkt aus den
Warmefreisetzungsschwankungen und den Druckschwankungen, wie
bereits in Gleichung (1.1) gezeigt wurde. Mit den niedrigen Ampli-
tuden, wie sie in Abbildung 5.9 zu sehen sind, konnen die hoherfre-
quenten Komponenten daher nur einen geringen energetischen Bei-
trag liefern.

Der wesentliche Einfluss der Sattigung liegt vielmehr darin, dass sie
den Gesamtbetrag der Leistungsfreisetzung, die als moglicher Bei-
trag fiir die Erhohung der akustischen Energie zur Verfiigung steht,
verringert, und zwar unabhéngig von der spektralen Verteilung. Dies
macht folgende Uberlegung anschaulich. Ein denkbarer Sittigungs-
mechanismus ist, dass die Flamme das ihr zugefiihrte Brennstoff-
Luft-Gemisch ab einem bestimmten Massenstrom (also einer dement-
sprechend hohen positiven Geschwindigkeitsfluktuation im Brenner)
nicht mehr vollsténdig in der Primérzone umsetzen kann. Das nicht
umgesetzte Gemisch reagiert dann stromab in der Masse zu Ende,
ohne Fluktuationen mit der Frequenz der Instabilitéit zu zeigen. Die-
ser fiir eine thermoakustische Anfachung fehlende Anteil ist maf-
geblich fiir die Entwicklung des Energieinhalts der selbsterregten
Schwingung. Die in der Warmefreisetzungsschwankung vorhandenen
Beitrédge hoherer harmonischer Komponenten diirften demgegeniiber
von untergeordneter Bedeutung sein.

Allerdings ist hiermit die Entstehung des Grenzzyklus noch nicht
vollstandig erklarbar. Um dies zu verdeutlichen, wurde eine Simula-
tion durchgefiihrt, bei der die Randbedingungen fiir die Einlass- und
Auslassebene so verdndert wurden, dass sie wie die iibrigen Rénder
eine akustisch harte, vollstdndig reflektierende Wand darstellten. In
dem System existieren damit keine Rédnder mehr, iiber die akustische

S1Vergleiche beispielsweise Hantschk [88]; in dem dort gezeigten Beispiel einer selbsterregten
Verbrennungsschwingung eines Diffusionsbrenners betrigt die Amplitude der ersten Harmoni-
schen der Wirmefreisetzungsschwankungen etwa 5% der Amplitude der Grundschwingung und
liegt damit in derselben Groflenordnung wie in dieser Arbeit.
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Abbildung 5.10: Entwicklung einer selbsterregten Instabilitédt in einem System
mit Sattigung, aber ohne Verluste. Oben: Schnelle in einem Brenner normiert mit
der mittleren Geschwindigkeit im Brenner; unten: Warmefreisetzungsschwankung
normiert mit der mittleren Wirmefreisetzungsrate.

Energie abgestrahlt werden kann. Es fehlen also bis auf numerische
Effekte Energiesenken. Abbildung 5.10 zeigt fiir eine derartige Kon-
figuration die Entwicklung einer selbsterregten Instabilitdt anhand
der Schnelle in einem Brenner und der dazugehoérenden Wéarmefrei-
setzungsschwankung. Deutlich ist die Limitierung der Leistungsfrei-
setzung auf ihre Séttigungsamplitude zu erkennen. Dennoch wachsen
die akustischen Groflen, hier représentiert durch die Schnelle, offen-
sichtlich unbegrenzt weiter. Allerdings verlauft dieser Anstieg nicht
mehr exponentiell, sondern nur noch linear. Eindeutig ist aber, dass
die Sattigungseffekte der Flamme alleine nicht die Entstehung eines
Grenzzyklus bewirken konnen.
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Dieser Umstand wird durch einige energetische Betrachtungen klarer.
Der der akustischen Schwingung momentan durch die Leistungsfrei-
setzung der Flamme zugefiihrte Energiestrom kann folgendermaflen
formuliert werden (vergleiche beispielsweise Heckl [30]):

. k—1 /-]
Qp

Dabei bezeichnet 2 das Gebiet der Flamme, in dem die Warmefrei-
setzung stattfindet. Sind also Schalldruck und Warmefreisetzungsra-
te (weitgehend) in Phase, wird der akustischen Schwingung gemit-
telt iiber eine Schwingungsperiode Energie zugefiihrt. Insbesondere
ist der zugefiihrte Energiebetrag fiir den Fall, dass die Amplitude
von ¢, konstant ist, proportional zum Schalldruck. Im Bereich der
Sattigung der Flamme steigt die Schwingungsenergie deshalb weiter-
hin an, wenn keine Energiesenken vorhanden sind. Schalldruck und
Schallschnelle nehmen linear zu. Interessant ist, dass wegen Glei-
chung (5.2) der zugefiihrte Energiestrom linear und damit der Ener-
gieinhalt der Schwingung immer noch quadratisch wéchst.

Eine Grenzzyklusschwingung, die sich durch einen im Mittel kon-
stanten Energieinhalt auszeichnet, kann erst dann entstehen, wenn
auch Energieverluste beriicksichtigt werden. Sie setzen sich zusam-
men aus der Abstrahlung akustischer Energie an den Réndern Fp
(Transmission) und dissipativer Verluste Ep:

Eab = ET + ED . (53)

Die Verluste durch Abstrahlung entstehen dadurch, dass die akus-
tische Schwingung an den Réndern 0f) des Gebiets Arbeit an der
Umgebung verrichtet:

Er = /p'u' dA. (5.4)
00

Sie sind also quadratisch in den akustischen GrofSen®?. Die dissipati-
ven Verluste werden hier nicht genauer angegeben, sind aber ebenfalls

52Der Betrag von v’ ist proportional zum Betrag des Gradienten von p’ und damit, bei gege-
bener Frequenz und Wellenlénge, auch zum Betrag von p’ selbst.
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quadratisch in den akustischen Groéfen.

Ein Grenzzyklus ist dann erreicht, wenn sich im Mittel {iber mehrere
Schwingungsdauern die zugefiihrte Energie und die Energieverluste
die Waage halten:

E..=FEu. (5.5)
Die Entwicklung einer selbsterregten Schwingung bis zum Grenzzy-
klus aus energetischer Sicht ist schematisch in Abbildung 5.11 darge-
stellt. Zu Beginn, im linearen Regime, wachsen sowohl der durch die
Leistungsfreisetzung der Flamme zugefiihrte Energiestrom als auch
die Verluste (jeweils iiber eine oder mehrere Perioden gemittelt) qua-
dratisch mit den akustischen Groéflen an. Eine selbsterregte Schwin-
gung kann iiberhaupt nur entstehen, wenn in dieser Phase der Ener-
giegewinn die Verluste iibersteigt. Ab einem bestimmten Zeipunkt
setzt die Séattigung der Flamme ein. Der durch die Warmefreisetzung
zugefiithrte Energiestrom nimmt dann nur noch linear mit den akus-
tischen Groflen zu, im Gegensatz zu den Verlusten, die weiterhin eine
quadratische Abhéangigkeit zeigen. Somit kann schlieSlich das fiir die
Ausbildung des Grenzzyklus notige Gleichgewicht der Energiestrome
erreicht werden.

Aus den beschriebenen Mechanismen wird auch deutlich, welche Fak-
toren den Betrag der Amplitude der Grenzzyklusschwingung beein-
flussen. Der Grenzzyklus kann erst entstehen, wenn die Schwingun-
gen die fiir das Auftreten von Sittigung bendtigte Amplitude zu-
mindest in einer Flamme erreichen. Dieser Wert stellt das Minimum
der Grenzamplitude dar. Wie weit die Instabilitdt von diesem Wert
aus noch weiter anwéchst, hingt dann davon ab, wie viel niedriger
die Energieverluste in diesem Moment sind als der Energiegewinn in
der Flamme. Diese Differenz wiederum ist aber eine direkte Folge
der Anfachungsrate der Instabilitdt im linearen Regime. Bei hohen
Wachstumsraten nimmt die Energiezufuhr in der Flamme wesentlich
schneller zu als die Verluste an den Réandern. Bei Erreichen der Sétti-
gung ist deshalb noch ein grofles Potential fiir eine weitere Amplitu-
denzunahme vorhanden. Bei sehr geringen Wachstumsraten dagegen,
etwa in Ndhe der Grenzstabilitét, sind an der Sattigungsgrenze die
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Abbildung 5.11: Schema der Entwicklung einer selbsterregten Instabilitat aus
energetischer Sicht.

Energieverluste fast gleich den Gewinnen. Hier wird die Grenzam-
plitude kaum {iiber der Sattigungsamplitude liegen. Die soeben ge-
schilderten Zusammenhénge sind in der schematischen Darstellung
in Abbildung 5.12 noch einmal verdeutlicht.

Nun ist auch ein besseres Versténdnis der in der Simulation beobach-
teten hohen Grenzamplituden moéglich. Wie aus Abbildung 5.8 zu er-
kennen war, erreicht die Schnelle im Brenner fiir den dort dargestell-
ten Fall in etwa den Wert der mittleren Geschwindigkeit, wahrend
die Séttigung bereits bei 75% dieses Werts einsetzt. Hohere Verluste
im System konnten, solange sie noch eine Instabilitdt zulassen, die
Grenzamplitude also um maximal 25% absenken. Auch dieser Wert
scheint im Hinblick auf realistische Bedingungen noch hoch. Deut-
lich niedrigere Amplituden im Grenzzyklus sind nur bei einer ent-
sprechend abgesenkten Sattigungsamplitude denkbar. Hieraus kann
geschlossen werden, dass der fiir den Parameter i gewéahlte Wert von
0.75 tatséchlich unrealistisch hoch liegt.

Als Ergebnis dieser Uberlegungen ergibt sich generell die Schlussfol-
gerung, dass einerseits die Beriicksichtigung der Verlustmechanismen
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Abbildung 5.12: Einfluss der Sattigungsgrenze und der Verluste auf die Hohe
der Grenzamplitutde.

fiir die Beurteilung der Stabilitét eines thermoakustischen Systems
und gegebenenfalls der Amplituden der Grenzzyklen von grofler Be-
deutung ist. Eine sorgfiltige Analyse wird dabei nicht nur die Trans-
missionsverluste an den Rédndern, sondern auch die dissipativen Ver-
luste moglichst genau erfassen miissen. Andererseits spielt die Kennt-
nis des Flammenverhaltens inklusive der Séattigungsvorginge gerade
im Hinblick auf die Grenzamplituden eine genauso wichtige Rolle.
Solange eine Quantifizierung beider Effekte nicht moglich ist, muss
sich eine Betrachtung daher vor allem auf qualitative Aspekte be-
schranken.

5.3.3 Stabilitdt und Eigenmoden

Die bisherigen Betrachtungen beschreiben die grundsatzlichen Me-
chanismen der Entstehung von selbsterregten Instabilitdten, ohne die
dabei auftretenden Modenformen und die Frage nédher zu untersu-
chen, unter welchen Umstéanden die Instabilitdten iiberhaupt auftre-
ten. Diese Aspekte sollen Gegenstand der nachfolgenden Ausfiihrun-
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gen sein.

Die thermoakustische Stabilitdt eines Verbrennungssystems wird im
Allgemeinen von mehreren Parametern abhéngen. Hierbei kann an
ganz unterschiedliche Groflen wie geometrische Abmessungen, die
mittlere Leistungsfreisetzung der Flammen, die Luftzahl oder an-
dere gedacht werden. Fiir unterschiedliche Parameterkombinationen
wird sich entweder stabiles oder instabiles Verhalten zeigen, gegebe-
nenfalls mit unterschiedlichen Eigenmoden.

Um dieses Verhalten zu demonstrieren, wird in der Simulation der
Modell-Ringbrennkammer der Einfluss der Variation eines wesent-
lichen Stabilitdtsparameters untersucht, namlich der Totzeit 7 im
Flammenmodell. Je nach Wahl des Werts dieses Parameters zeigen
die Berechnungen zwei unterschiedliche Modenformen, falls sich eine
selbsterregte Instabilitdt ausbildet. Die Anderung der Schalldruck-
verteilung wiahrend einer Periode des Grenzzyklus ist fiir beide Ei-
genmoden in den Abbildungen 5.13 und 5.14 dargestellt. Im einen
Fall handelt es sich um eine rein axial schwingende Mode, die also
zu jedem Zeitpunkt fiir eine bestimmte axiale und radiale Koordina-
te iiber den Umfang einen konstanten Schalldruckwert zeigt. Dabei
sind die Schalldriicke in der Vorkammer und in der Brennkammer
fast homogen, aber gegenphasig. Der Bereich der Brennerrohre fun-
giert somit als schwingende Masse zwischen zwei Druckspeichern.
Die zweite mogliche Schwingungsform stellt die erste gemischte Um-
fangsmode mit axialem Anteil dar. Die Umfangsmode zeigt sich in
diesem Fall als rotierende Mode, das heif3t es gibt keine stationéren
Schalldruckknotenlinien. Vielmehr drehen sich diese wéhrend einer
Schwingungsdauer genau einmal um den Umfang. Es besteht eine
Phasendifferenz zwischen den Schwankungen an den Brennern und
dem Brennkammerende. Zu erkennen ist dieser Effekt daran, dass die
Knotenlinien nicht parallel zur Achse, sondern schief liegen. Betrigt
der Abstand von den Brennern zum Brennkammerende L, benétigt
eine Information die Zeit t = L/¢ fiir die Fortpflanzung iiber diese
Strecke, wenn ¢ die herrschende Schallgeschwindigkeit ist. Die Rota-
tionsdauer der Mode ist gleich der Schwingungsdauer T', so dass die
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Abbildung 5.13: Schalldruckverteilung der axialen Mode zu verschiedenen Pha-
senwinkeln wihrend einer Periode des Grenzzyklus, normiert mit dem Maximum

des Schalldrucks.

angesprochene Phasendifferenz 27w L/(¢T") betrégt.

Um den Einfluss der Totzeit 7 auf das Stabilitdtsverhalten quanti-
fizieren zu konnen, wurde sie im Bereich von 7 = 1.0 bis 7 = 2.5
fiir einen festen Wert der Eckfrequenz wy = 5 variiert und dabei fiir
die simulierten Falle jeweils die Anfachungs- oder Abklingrate der
Schwingungen (entsprechend Gleichung (4.38)), deren Frequenz und
die Modenform bestimmt. Abbildung 5.15 zeigt die Wachstumsrate
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Abbildung 5.14: Schalldruckverteilung der rotierenden gemischten Umfangsmo-
de zu verschiedenen Phasenwinkeln wéhrend einer Periode des Grenzzyklus, nor-
miert mit dem Maximum des Schalldrucks.

in Abhéngigkeit von 7. Positive Werte bedeuten eine selbsterregte
Instabilitat, negative eine stabile Konfiguration. Klar ist der deutli-
che Einfluss von 7 auf die thermoakustische Stabilitdt der Modell-
Ringbrennkammer zu erkennen. Fiir 7 = 1.9 sind zusétzlich auch
zwei Werte fiir geringere Eckfrequenzen, wy = 4 und wy = 3, an-
gegeben, um zu verdeutlichen, dass die Stabilitdt grundsétzlich von
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Abbildung 5.15: Wachstumsraten o fiir verschiedene Totzeiten 7 des Flam-
menmodells. Eckfrequenzen des Tiefpassfilters im Flammenmodell: O wy = 5,
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mehreren Parametern abhéngig ist. Die niedrigeren Eckfrequenzen
erhohen das Dampfungsverhalten der Flamme und heben damit das
Stabilitdtsniveau an.

Die prasentierten Ergebnisse gelten sowohl fiir die Félle ohne als
auch mit mittlerer Stromung. Hier ist kein Einfluss auf die Stabilitét
festzustellen. Dies war nach den Ergebnissen fiir die rein akustischen
Eigenmoden, die im Abschnitt 5.2.4 auf den Seiten 134 ff. gezeigt
wurden, bereits zu erwarten. Auf Grund der niedrigen Mach-Zahlen
ergeben sich auch bei Beriicksichtigung der mittleren Stromung kei-

ne merklichen Auswirkungen auf die Ausbreitung der akustischen
GroBen®.

53Durch die Verwendung von Drallbrennern wird in Realitit in die Brennkammer auch ein
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Abbildung 5.16: Eigenfrequenzen und zugehorige Eigenmoden fiir verschiedene
Totzeiten des Flammenmodells; O instabile Moden, @ stabile Moden. Zusétz-
lich gezeigt sind die Eigenfrequenzen der rein akustischen (1,0,0)-Mode (- —) und
(1,1,0)-Mode (- - -).

Einen tieferen Einblick in das Stabilitdtsverhalten liefert eine Dar-
stellung der Eigenfrequenzen und Eigenmoden als Funktion des Sta-
bilitdtsparameters 7, wie sie in Abbildung 5.16 zu sehen ist. Wie
bereits weiter oben erwahnt, gibt es Bereiche fiir den Wert von 7,
in denen sich entweder die rein axiale Mode oder die gemischte Um-
fangsmode einstellt. Die zugehorigen Eigenfrequenzen &dndern sich

Drehimpuls eingebracht, der sich in einem rotierenden Anteil in der mittleren Stromung duflert.
Dieser Einfluss wurde in der Simulation nicht untersucht, weil das damit verbundene Geschwin-
digkeitsfeld nicht gleichférmig ist und damit von den verwendeten Grundgleichungen nicht ab-
gedeckt ist. Eine Abschétzung hatte aber ohnehin gezeigt, dass die Mach-Zahl der rotierenden
Grundstromung etwa bei 0.06 liegen wiirde. Eine Auswirkung auf die Akustik ist damit analog
den Ergebnissen fiir die axiale mittlere Stromung nicht zu erwarten.
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mit 7. Sie liegen zwar in der N#he der (ebenfalls dargestellten) rein
akustischen Eigenfrequenzen, die Abweichungen sind aber grundsétz-
lich deutlich nachweisbar und koénnen nicht vernachlassigt werden.
Dies verdeutlicht, dass das System durch die Dynamik der Flammen
klar verdndert wird und sich, wenn auch &hnliche, so doch andere
Eigenmoden einstellen als im rein akustischen Fall.

An den Grenzen der Bereiche von 7, in denen jeweils einer der bei-
den Eigenmoden auftritt, zeigt sich das System stabil. Bei der unter-
suchten Modell-Ringbrennkammer trennen also Zonen mit Stabilitét
Bereiche voneinander, in denen selbsterregte Instabilitdten mit unter-
schiedlichen Modentypen auftreten. An dieser Stelle lohnt sich eine
Uberlegung, inwieweit sich dieses Ergebnis verallgemeinern lisst.

Im linearen Regime, das fiir die Entwicklung der Instabilitdten maf-
geblich ist, konnen die einzelnen Moden unabhéngig voneinander be-
trachtet werden. Damit lasst sich jeder Mode getrennt eine Wachs-
tumsrate in Abhéngigkeit eines bestimmten Stabilitdtsparameters
dhnlich der Darstellung in Abbildung 5.15 zuordnen (wobei ande-
re Stabilitdtsparameter konstant gehalten werden). Fiir zwei kon-
kurrierende Moden sind dann innerhalb eines bestimmten Bereichs
des Stabilitdtsparameters eine Reihe von unterschiedlichen Kombina-
tionen ihres Stabilitdtsverhaltens moglich. Einige in Abbildung 5.17
veranschaulichte Situationen seien hier erldutert*:

1. Beide Moden haben negative Wachstumsraten. Das System ist
im ganzen Parameterbereich stabil.

2. Eine Mode hat in einem Teil des Parameterbereichs eine positive
Wachstumsrate. Das System ist hier instabil, es bildet sich die
entsprechende Mode aus. Im iibrigen Bereich ist das System
stabil.

3. In einem Bereich hat eine Mode eine positive Wachstumsrate, in
einem anderen die andere Mode. Diese beiden instabilen Zonen,

54Djese Uberlegungen lassen sich prinzipiell auf ein System, in dem mehr als zwei Moden eine
Rolle spielen, iibertragen.
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Abbildung 5.17: Schematische Darstellung einiger moglicher Kombinationen des
Stabilitdtsverhaltens bei Betrachtung von zwei Moden.

in denen sich die jeweilige Mode ausbildet, sind durch einen
stabilen Parameterbereich getrennt.

4. Eine Mode hat eine positve Wachstumsrate, die andere eine ne-
gative. Das System ist im gesamten Parameterbereich instabil,

wobel nur eine Modenform auftritt.

5. In einem Bereich hat eine Mode eine positive Wachstumsrate,
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in einem anderen die andere Mode. Diese Bereiche iiberschnei-
den sich. Das System ist im gesamten Parameterbereich instabil.
Dort, wo die Wachstumsrate einer Mode negativ ist, tritt nur
die jeweils andere Mode auf. In der Ubergangszone findet eine
Uberlagerung der beiden Moden statt.

6. Beide Moden haben positive Wachstumsraten. Das System ist
im gesamten Parameterbereich instabil. Es zeigt sich eine Uber-
lagerung der beiden Moden.

In den Simulationen der Modell-Ringbrennkammer liegt nach diesem
Schema die im 3. Beispiel geschilderte Situation vor, wobei mehre-
re solcher Zonen aneinandergereiht sind. Es gibt Bereiche von 7, in
denen beide beobachteten Moden und damit das gesamte System sta-
bil sind. Ansonsten zeigt sich immer eine Instabilidt einer der beiden
Schwingungsformen.

Wie weiter oben bereits berichtet wurde, zeigten erste Rechnungen
unter der Annahme eines nicht vorgeheizten Betriebs der Modell-
Ringbrennkammer, dass in diesem Fall lediglich eine Instabilidt mit
einer rein axialen Mode zu beobachten ware. Grund hierfiir ist die ge-
geniiber dem vorgeheizten Fall deutlich niedrigere Eigenfrequenz der
Axialmode, die bereits im rein akustischen Fall (vergleiche Abschnitt
5.2.4) erkennbar ist. Da die Flamme aufrund ihres Tiefpassverhaltens
bei dieser niedrigeren Frequenz eine deutlich starkere Antwort zeigt
als bei den Frequenzen der anderen Moden, ist die Wachstumsra-
te der Axialmode entsprechend hoch®. Dies entspricht nach Abbil-
dung 5.17 einer im 2. oder 4. Beispiel dargestellten Situation. Denk-
bar ist auch eine Uberlagerung der Axialmode mit einer anderen
Mode entsprechend dem 5. Beispiel, wobei dann die Wachstumsrate
der zweiten Mode wesentlich geringer sein miisste, weil sie im Schall-
druckfeld nicht klar sichtbar ist.

Eine erkennbare Uberlagerungen zweier Moden konnte dagegen ex-

55Danach sollte es gelingen, prinzipiell jede Mode gezielt anzuregen, wenn die Flammentrans-
ferfunktion bei der Eigenfrequenz ein ausreichend hohes Amplitudenverhéltnis bei geeigneter
Phasenlage aufweist. Entsprechende Flammen fiir hhere Frequenzen zu realisieren, diirfte aber
in der Praxis schwer fallen.
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Abbildung 5.18: Zeitlicher Verlauf der Schnelle in einem Brenner im Grenzzyklus
bei Uberlagerung zweier instabiler Moden.

emplarisch durch eine Simulation mit verdnderten Hauptparame-
tern nachgewiesen werden. Uber eine groBere mittlere Warmefrei-
setzungsrate wurde die potentielle Energiezufuhr an die Schwingung
erhoht und damit das Stabilitéitsniveau insgesamt abgesenkt. In Ab-
bildung 5.18 ist zu erkennen, wie der Verlauf der Schnelle in einem
Brenner durch die Existenz einer zweiten, hoherfrequenten Mode mo-
difiziert wird. Die Koexistenz zweier Moden unterschiedlicher Fre-
quenz wird besonders im Spektrum deutlich, das in Abbildung 5.19
dargestellt ist. Die hoherfrequente Komponente ist einer gemisch-
ten Umfangsschwingung zugeordnet und stellt damit sicherlich keine
Harmonische der dominanten Instabilitét dar, die zu einer rein axia-
len Mode gehort.

Das Phénomen der Modeniiberlagerung erscheint zunéchst un-
gewoOhnlich. Da die instabilen Moden im Allgemeinen mit unter-
schiedlichen Anfachungsraten exponentiell anwachsen, miisste die
Amplitude der Mode mit der grofiten Anfachungsrate wesentlich



164 5 Simulation einer Modell-Ringbrennkammer

0.8

0.6

16,1

0.4

0.2

Abbildung 5.19: Spektrum der Schnelle in einem Brenner im Grenzzyklus bei
Uberlagerung zweier instabiler Moden, normiert mit dem Maximum.

starker zunehmen, so dass die anderen Moden nach gewisser Zeit
nicht mehr nachweisbar wéren. Das gilt aber nur bei unbegrenzt li-
nearem Verhalten. Auf Grund der Sattigung in der Flamme ist dieses
allerdings nicht gegeben. Vielmehr wird bei Erreichen der Sattigung
ein endliches Amplitudenverhéltnis zwischen den instabilen Moden
eingefroren. Auflerdem findet iiber die Nichtlinearitéiten ein Energie-
austausch und damit eine Kopplung der Moden statt.

Abschlielend soll noch ein Aspekt in Bezug auf die Modenformen
erlautert werden, der sich als Besonderheit von Umfangsschwingun-
gen ergibt. Im Abschnitt 2.3.3 wurde im Hinblick auf die Eigenmo-
den in Ringspalten auf den Seiten 45 ff. bereits erldutert, dass es
fiir Moden mit Umfangskomponente zwei entartete, gleichberechtig-
te Losungen gibt und jede Uberlagerung dieser Losungen auch wie-
der eine mogliche Eigenmode darstellt. Aus diesem Grund kénnen
Umfangsschwingungen auch in einen rotierenden und stehenden An-
teil zerlegt gedacht werden. In Abbildung 5.14 war fiir die Modell-
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Ringbrennkammer die instabile gemischte Umfangsmode schon in ei-
ner Form zu sehen, die als rotierend erscheint. Die Rotationsfrequenz
ist dabei, wie im Abschnitt 2.3.3 erlautert, gleich der Schwingungs-
frequenz®®. Abbildung 5.20 zeigt fiir identische Modellparameter die-
selbe Mode mit gleicher Wachstumsrate und Frequenz, aber in einer
offensichtlich stehenden Form mit achsparallelen Knotenlinien. Der
Unterschied in der Losung hat sich lediglich durch Verwendung einer
anderen Anfangsbedingung ergeben.

Die Ergebnisse legen die Vermutung nahe, dass sich die Schwingungs-
form auf Grund der Gleichwertigkeit der zwei entarteten Eigenlosun-
gen rein zufillig einstellt und dass sie damit letztlich nur von der An-
fangsbedingung abhéngt. Allerdings wére es dann erstaunlich, wenn
die beiden gezeigten Losungen genau eine rein rotierende und eine
rein stehende Mode darstellen wiirden. Dass dies nicht der Fall ist,
ist in Abbildung 5.21 zu erkennen. Sie zeigt die Amplitude der Ge-
schwindigkeitsfluktuationen an den 12 Umfangspositionen der Bren-
ner fiir die beiden Félle. Bei einer rein rotierenden Mode miisste sie
in allen Brennern gleich sein. Dies ist offensichtlich nicht der Fall, so
dass auch in der hier als scheinbar rotierend bezeichneten Umfangs-
schwingung ein stehender Anteil vorhanden ist. Umgekehrt ist in der
scheinbar stehenden Mode auch ein rotierender Anteil existent, was
aus dem Umstand geschlossen werden kann, dass sich in der Schall-
druckverteilung zu keinem Phasenwinkel eine iiber den Umfang exakt

konstante Verteilung ergibt (das ist allerdings aus der abgedruckten
Abbildung 5.20 kaum erkennbar).

Diese Analyse zeigt, dass die beiden gezeigten Fille allgemeine Bei-
spiele fiir Umfangsmoden sind, die einen rotierenden und einen ste-
henden Anteil aufweisen. Auf Grund der Dominanz einer Komponen-
te erscheinen sie nur vordergriindig rein rotierend oder stehend. Wie
Eveseque et al. [113] gezeigt haben, treten bei einer symmetrischen

6In realen Maschinen wird allerdings oft eine Rotation des Schalldruckfelds beobachtet, die
meist mit einer wesentlich niedrigeren Frequenz erfolgt und eher als Drift der Knotenlinien auf-
gefasst werden kann. Vermutlich sind hierfiir sich zeitlich &ndernde Randbedingungen verant-
wortlich, die die Modenlage beeinflussen. Dabei konnte auch die durch den Drall der Brenner
induzierte mittlere Querstromung eine Rolle spielen. Auf Grund der zeitlich konstanten symme-
trischen Randbedingungen werden solche Effekte in den gezeigten Simulationen nicht erfasst.
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Abbildung 5.20: Schalldruckverteilung der stehenden gemischten Umfangsmode
zu verschiedenen Phasenwinkeln wihrend einer Periode des Grenzzyklus, normiert
mit dem Maximum des Schalldrucks.

Konfiguration wie der hier untersuchten tatséchlich die unterschied-
lichsten Modenkombinationen auf.

Abbildung 5.21 macht noch einen weiteren Punkt deutlich. Wahrend
in der rotierenden Mode die Schnelle in allen Brennern so grof} ist,
dass diese dadurch in die Séttigung getrieben werden, ist dies in
der stehenden Mode nur fiir wenige Brenner der Fall. Obwohl die
Flammen einiger Brenner also noch das Potential zu hoheren Schwin-
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Abbildung 5.21: Amplituden der Schnelle in den einzelnen Brennern fiir die
rotierende (O) und die stehende (A ) gemischte Umfangsmode. Zusétzlich ist die
Amplitude gezeigt, bei der Séttigung einsetzt (— —).

gungsamplituden hétten, findet keine Umwandlung der stehenden in
die rotierende Mode statt. Im Gegensatz zu einem reinen Ringspalt
besitzt die Modell-Ringbrennkammer durch die 12 diskreten Bren-
ner nur noch eine endliche Anzahl von Symmetrieebenen. Eine be-
stimmte Verteilung der akustischen Grofien ist damit nicht mehr fiir
jede Umfangsposition gleich wahrscheinlich. Dies ist eine mogliche
Erklarung fiir die Fixierung der stehenden Mode, wie sie in der Si-
mulation zu beobachten ist.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Vor dem Hintergrund der Bedeutung der Problematik von Verbren-
nungsschwingungen im Bereich der Gasturbinen hat diese Arbeit
einen neuartigen Berechnungsansatz vorgestellt. Die Vorhersage von
Verbrennungsinstabilitdten fiir technische Systeme ist bis heute nicht
befriedigend moglich. Der Entwicklung neuer Modellierungsmetho-
den kommt daher eine besondere Bedeutung zu.

Das vorgeschlagene Berechnungsverfahren kann als hybrider Ansatz
verstanden werden. Das Verbrennungssystem wird gedanklich zer-
legt in einen passiven akustischen Teil, in der Simulation beschrieben
durch Stérungsgleichungen, und in aktive akustische Quellen in Form
der Flammen, die durch Flammentransferfunktionen charakterisier-
bar sind und als Quellterme in die Simulation eingehen. Dadurch
wird angestrebt, der Berechnung nur die aus Sicht der Thermoakus-
tik entscheidenden Wirkmechanismen zu Grunde zu legen und eine
weitergehende Detaillierung zu vermeiden, um den Rechenaufwand
in vertretbaren Grenzen zu halten.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde der Ansatz unter Verwendung der
akustischen Wellengleichung so umgesetzt, dass durch eine Simulati-
on im Zeitbereich die Storungsentwicklung beobachtet werden kann
und darauf aufbauend eine Stabilitdtsanalyse moglich ist. Die For-
mulierung auf Basis der Wellengleichung bedeutet eine Beschréankung
dahingehend, dass die Ausbreitung von Stérungen lediglich in der
akustischen Mode, nicht aber der Vorticity-Mode und der Entropie-
Mode beschrieben wird. Das ist insofern zuléssig, als zunéchst der
Informationsfluss iiber den akustischen Zweig den Riickkopplungs-
mechanismus steuert, der den thermoakustischen Instabilitdten zu
Grunde liegt. Dieser Mechanismus ist essentiell und wird durch an-
dere Ausbreitungsmodi der Storungen lediglich modifiziert. Das so
realisierte Modell erfasst die wesentlichen Eigenschaften eines ther-
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moakustischen Systems, kann aber Vereinfachungen nicht vermeiden.

Durch Gradienten im mittleren Stromungsfeld kommt es zu einer
Umwandlung akustischer Schwankungen in fluktuierende Wirbel, die
mit der Stromung wegtransportiert werden. Dies bedeutet einen Ver-
lust akustischer Energie iiber den Weg der Vorticity-Mode. Eine kor-
rekte Beschreibung des Energiehaushalts der Storungsentwicklung,
die fiir eine quantitativ exakte Stabilitdtsanalyse notwendig ist, wird
deshalb diesen Effekt nicht unberiicksichtigt lassen kénnen. Generell
gilt es die Mechanismen zu erfassen, die iiber eine Wechselwirkung
mit der akustischen Mode die thermoakustische Stabilitat beeinflus-
sen konnen. Gedacht sei hier beispielsweise an konvektierte Entro-
piefluktuationen als Folge von Brennstoffinhomogenititen, die bei
Beschleunigung auf hohe Mach-Zahlen vor allem im niederfrequen-
ten Bereich als akustische Quellen wirken.

Auch wenn die konkrete Implementierung des Berechnungsansatzes
derartige Vorgénge nicht wiedergeben kann, erlaubt die allgemeine
Formulierung der Methode prinzipiell einen Ubergang auf andere Ty-
pen von Storungsgleichungen, die die fiir die jeweilige Anwendung
benotigte Komplexitat aufweisen. Diese Arbeit kann daher als grund-
legende Darstellung der Berechnungsmethode verstanden werden, die
zwar anhand einer moglichst einfachen Umsetzung erldutert wird, im
Grunde aber die Basis fiir eine ganze Klasse von Modellen bildet.

Die numerische Umsetzung der Simulationsmethode bedient sich des
Finite-Elemente-Codes FEMLAB. Ausschlaggebend fiir diese Wahl
war in erster Linie die hohe Flexibilitat, die der Code im Hinblick auf
die Formulierung der das System beschreibenden Gleichungen bie-
tet. Dadurch war eine relativ schnelle Implementierung des Ansatzes
realisierbar, ohne allzu grofles Augenmerk auf numerische Aspekte
legen zu miissen. Gangbar ist dieser Weg, da thermoakustische In-
stabilitdten Eigenschaften haben, die ihre numerische Behandlung
wesentlicher einfacher macht als die vieler klassischer akustischer
Phénomene. Hierzu zahlt insbesondere, dass Verbrennungschwingun-
gen durch wenige, klar definierte Moden gekennzeichnet sind, die
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dariiber hinaus auch noch Wellenldngen lediglich in der Gréflenord-
nung der geometrischen Abmessungen des Systems aufweisen. Dies
erlaubt die Verwendung numerischer Verfahren mit einer moderaten
rdumlichen Auflésung und mit nicht zu hohen Anforderungen an eine
geringe Dispersion iiber einen weiten Wellenzahlbereich.

Der verwendete Finite-Elemente-Code wurde auf die Grofie der nu-
merischen Fehler bei der Akustiksimulation untersucht. Als we-
sentlicher Effekt zeigte sich hier die numerische Dampfung. Sie ist
gering genug, um die Systemeigenschaften nicht grundsatzlich zu
verfilschen, insbesondere weil sie aus energetischer Sicht iiber den
ganzen interessierenden Frequenzbereich gleich stark wirkt. Sie weist
allerdings eine dhnliche Groflenordnung auf, wie sie beispielsweise
bei der Abschwéchung akustischer Wellen in Rohren durch die akus-
tische Wandgrenzschicht zu beobachten ist. Fiir diese Arbeit war
das unkritisch, da durch die Festlegung auf die Wellengleichung rea-
le Dampfungseffekte nicht erfasst werden konnten und damit eine
korrekte Beschreibung des Energiehaushalts ohnehin nicht méglich
war. Fir eine Simulation, die auch diese Effekte quantitativ rich-
tig beschreiben will, wird aber eine Reduzierung der numerischen
Déampfung notwendig sein. Durch eine Reduzierung der Zeitschritt-
weiten ist das zwar prinzipiell moglich, hier sind aber im Hinblick auf
die Rechendauer Grenzen gesetzt. Eine Weiterentwicklung des Ver-
fahrens wird sich daher auch iiber den Einsatz besserer numerischer
Methoden Gedanken machen miissen.

Fiir die Simulation von Verbrennungsschwingungen spielt die Einbin-
dung des dynamischen Flammenverhaltens eine entscheidende Rolle.
In dieser Hinsicht zeigt sich das Berechnungsverfahren sehr flexibel.
Die Kopplung erfolgt iiber Flammentransferfunktionen. Hiermit ge-
lingt es, typische Flammenmodelle darzustellen, die beispielsweise
in Form von Differentialgleichungen vorliegen. Es konnte aber auch
ein Verfahren entwickelt werden, um beliebige durch gemessene Fre-
quenzgange vorgegebene Flammentransferfunktionen in eine diskrete
Form im Zeitbereich zu transformieren und damit direkt fiir die Si-
mulation nutzbar zu machen.
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Ausgangspunkt und Motivation fiir diese Arbeit waren Verbren-
nungsschwingungen in Ringbrennkammern, die sich wegen ihrer kom-
plexen Eigenschaften mit vielen vorhandenen thermoakustischen Be-
rechnungsmethoden nicht beschreiben lassen. Zur Demonstration der
Fahigkeiten des vorgeschlagenen neuen Ansatzes wurde daher eine
Modell-Ringbrennkammer untersucht. Die Ergebnisse zeigen, dass
sich alle wesentlichen Phdnomene von Verbrennungsschwingungen in
einer derartigen Geometrie darstellen lassen. Ausgehend von einer
anfinglichen zuféalligen Verteilung von Stérungen entwickelt sich je
nach Wahl der Parameter eine Instabilitét, aus der sich ein Grenzzy-
klus bildet, oder die Storungen klingen ab. Instabilitdten weisen wie-
derum parameterabhéngig unterschiedliche Modenformen auf. Dabei
treten Umfangsschwingungen sowohl in rotierender, in stehender als
auch in kombinierter Form auf.

Die Ausbildung eines Grenzzyklus wird wesentlich durch Sattigungs-
effekte in der Flammentransferfunktion bestimmt, die die maxima-
le Warmefreisetzungsschwankung begrenzen. Es konnte aber gezeigt
werden, dass erst die zusétzliche Beriicksichtigung der Verluste akus-
tischer Energie im System, beispielsweise durch Transmission an den
Réndern, einen Grenzzyklus tatsédchlich méglich macht. Die Grenz-
amplitude héngt von der Sattigungsamplitude der Warmefreiset-
zungsschwankung und der Summe der Verluste akustischer Energie
ab. In der Simulation der Ringbrennkammer wurden unrealistisch
hohe Schwingungsamplituden festgestellt. Dies ist zum Teil auf eine
zu hoch gewéhlte Sattigungsamplitude zuriickzufiihren, zum Teil auf
zu gering berechnete Verluste. Dies war nicht anders zu erwarten, da
mit der Wellengleichung beispielsweise die Effekte des Energietrans-
fers {iber die mittlere Stromung nicht beriicksichtigt werden kénnen.

Die Untersuchungen haben gezeigt, dass mit der in dieser Arbeit
vorgestellten Berechnungsmethode ein wirkungsvolles Verfahren zur
Modellierung von Verbrennungsschwingungen in komplexen Syste-
men geschaffen wurde. In der vorliegenden Form kann es aber noch
nicht direkt als Entwicklungswerkzeug eingesetzt werden. Wesent-
liche Aufgabe der Weiterentwicklung muss es daher sein, eine For-
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mulierung zu implementieren, die zu einer korrekten Beschreibung
aller relevanten energetischen Aspekte fithrt und damit verlassliche
quantitative Aussagen erlaubt.
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Anhang A

Ersatzbeziehung fiir die
Energiegleichung

Fiir ein ideales Gas lésst sich jede Zustandsgrofle {iber eine Zustands-
funktion durch zwei andere Zustandsgrofien darstellen. Beispielsweise
kann die Dichte als Funktion des Drucks und der spezifischen Entro-
pie angegeben werden:

p=p(p,s). (A1)
Die substantielle Zeitableitung der Dichte lasst sich dann mit Hilfe
der Kettenregel zu

Do _ op| Dy 0p

Dt_ﬁpsDt 0s

Ds

B (A.2)

angeben. Durch Vergleich mit der Definition der Schallgeschwindig-
keit ist leicht zu erkennen, dass

9p
op

Groflere Schwierigkeiten bereitet die Auswertung der partiellen Ab-

_ 1 (A3)

2
s C

leitung % . Hierzu ist ein Umweg iiber die spezifische Enthalpie A

notig, die sich als Funktion von Temperatur und Druck schreiben
lasst, h = h(T,p). Dann gilt fiir das totale Differential

oh oh
dh = T dT+a—p

Gleichzeitig liefert die Gibbs’sche Fundamentalgleichung

dh—Tds+ L (A.5)
P

Aus einem Vergleich der Summanden der Gleichungen (A.4) und
(A.5) folgt

dp . (A.4)

p

oh
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Mit der Definition fiir die spezifische Warmekapazitét c, = g—;ﬁ ‘p und
der Zustandsgleichung fiir ideale Gase p = pRT wird Gleichung (A.6)

AN
p p
c,d|l =) ==ds AT
g (p> p (A7)
oder < )
d(e
p p
CP dS i ( 8)

Mit d(%) = %dp — %dp ergibt sich nach Einsetzten in Glei-
chung (A.8) fiir Zustandsénderungen bei konstantem Druck (das
heiBt 4L wird durch %‘p ersetzt):

dp

P
= =L (A.9)

P p

Die beiden Beziehungen (A.3) und (A.9) liefern zusammen mit Glei-
chung (A.2) den gesuchten Zusammenhang;:

Dp 1Dp pDs

— == - ——. A.10

Dt Dt ¢, Dt ( )
Er stellt eine Alternative zu einer Formulierung der Energieerhal-
tung beispielsweise durch eine Transportgleichung fiir die Enthalpie
oder die Temperatur dar. Niitzlich ist dieser Ansatz, wenn sich der
Energiehaushalt einer Stromung leicht iiber die Entropie beschreiben
lasst. Das ist bei einer isentropen Stromung oder bei einer Stréomung
mit externer Warmezufuhr gegeben.



175

Anhang B

Simulation von Transfermatrizen

B.1 Allgemeines und Motivation

Wie im Abschnitt 2.3.2 auf den Seiten 40 f. erldutert wurde, spielen
Netzwerke aus akustischen Zweitoren zur Beschreibung akustischer
Systeme im Allgemeinen und fiir die thermoakustische Stabilitats-
analyse im Besonderen eine wichtige Rolle. Sie sind insbesondere
wegen ihrer hohen Effizienz geschitzt und konnen iiberall dort gut
eingesetzt werden, wo sich die akustischen Vorgénge auf die Beschrei-
bung einer eindimensionalen Ausbreitung von Moden zuriickfiithren
ldasst. Voraussetzung ist, dass fiir alle Systemelemente eine Charak-
terisierung durch ihre Transfermatrizen vorliegt.

Fiir einfache Elemente wie gerade Rohrstiicke sind leicht analytische
Beziehungen fiir die Transfermatrix zu finden. In komplexeren Situa-
tionen gelingt dies jedoch meist nicht. Dann kommen experimentelle
Methoden zum Einsatz, die aus Druckmessungen an mehreren Or-
ten mit Hilfe der Fourier-Analyse eine Modenzerlegung mit nachge-
schalteter Berechnung der Transfermatrix erlauben. Im Bereich der
klassischen Rohrakustik wurden diese Methoden schon seit langem
entwickelt und erfolgreich eingesetzt [132-137].

Eine Adaption dieser Verfahren fiir thermoakustische Fragestel-
lungen in technischen Verbrennungssystemen gestaltet sich jedoch
schwierig. Die Transfermatrix der Flamme, deren Kenntnis fiir die
Berechnung von Verbrennungsschwingungen mit Netzwerkmodellen
essentiell ist, ist einer direkten messtechnischen Bestimmung nur
schwer zugédnglich. Der Grund hierfiir liegt in der hohen Sensiti-
vitat der erwdhnten Messmethoden gegeniiber Fehlereinfliissen, die
bei einer Verbrennungseinrichtung auf Grund des turbulenten Flam-
menlédrms und der inhomogenen Temperaturverteilung kaum zu ver-
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meiden sind. Daher existieren nur wenige Veroffentlichungen, die be-
friedigende Ergebnisse fiir die Flammentransfermatrix eines techni-
schen Brenners zeigen. Wenn dies wie beispielsweise bei Paschereit
et al. [70] dennoch gelingt, ist der dahinter stehende Aufwand meist
sehr hoch.

Wesentlich leichter als die Transfermatrix kann die Transferfunktion
der Flamme gemessen werden, da sie nur zwei Groflen (typischerwei-
se die Fluktuationen der Brenneraustrittsgeschwindigkeit und der
Wiérmefreisetzungsrate) und nicht vier (Druck- und Geschwindig-
keitsfluktuationen stromauf und stromab der Flamme) miteinander
koppelt. Auch ist deren Messung weniger kritisch im Hinblick auf
Fehlereinfliisse.

Die folgenden Abschnitte beschreiben ein Verfahren, das basierend
auf Simulationen des akustischen Feldes im Frequenzbereich die Be-
rechnung von Transfermatrizen erlaubt. Es stiitzt sich dabei zum we-
sentlichen Teil auf die gleichen Algorithmen, die auch den messtech-
nischen Verfahren zu Grunde liegen. Zusétzlich bietet es die Moglich-
keit, vorhandene Flammentransferfunktionen in die Simulation mit
einzubeziehen und auf diesem Weg auch Flammentransfermatrizen
zu erhalten. Dieses Verfahren stellt somit nicht nur eine effiziente
Alternative zur Transfermatrixmessung fiir rein akustische Systeme
dar, sondern zeigt auch einen vielversprechenden Weg zur akusti-
schen Charakterisierung von Verbrennungssystemen auf.

B.2 Beschreibung der Methode

B.2.1 Bestimmung von Transfermatrizen

Die (experimentelle) Bestimmung von Transfermatrizen beruht auf
der Idee, das zu untersuchende Element so in ein akustisches Feld
einzubringen, dass es an seinen Réndern ebenen Wellen ausgesetzt
ist. Gelingt es dann, jeweils Schallschnelle und Schalldruck an den
beiden Grenzen zu bestimmen, ist die Transfermatrix festgelegt. Die-
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1-dim. Akustik 3-dim. Akustik 1-dim. Akustik

v
4

Rohr

1-dim. Akustik ud 1-dim. Akustik

»
Ll

Transfermatrix far
Brenner und Flamme

Abbildung B.1: Schema der Transfermatrix-Bestimmung fiir einen Brenner mit
Flamme.

ses Konzept ist fiir die Transfermatrixmessung eines Brenners mit
Flamme schematisch in Abbildung B.1 dargestellt. Mit den in dieser
Skizze gewihlten Bezeichnungen fiir die Elementgrenzen®” beschreibt
die Transfermatrix T den Zusammenhang

ba Du Ty T Pu
pc ) =T | P ) = 112 pe ) B.1
<ﬁd> (au> <T21 T22 au ( )

Das zu untersuchende Testelement befindet sich zwischen zwei Roh-
ren konstanten Querschnitts. Bei einer akustischen Anregung des
Systems an seinen Randern durch einen Lautsprecher oder eine Sire-
ne mit einer festen Frequenz unterhalb der Grenzfrequenz der Roh-

5"Dabei steht u fiir die stromauf gelegene Ebene vom englischen ,,upstream®, d fiir die stromab
gelegene Ebene vom englischen ,,downstream®.



178 B Simulation von Transfermatrizen

re fiir nicht ebene Moden bildet sich in den Rohren ein rein eindi-
mensionales akustisches Feld aus. An einem beliebigen Punkt mit
der axialen Koordinate z; ist dieses Feld nach Gleichung (2.39) in
die stromab und die stromauf laufende Druckwelle (die Riemann-
Invarianten) zerlegbar,

pi =D; +b; (B.2)

wobei die Ausbreitung dieser Wellen in Kanélen konstanten Quer-
schnitts beim Fehlen einer mittleren Strémung durch

P = pg eFiwmile (B.3)

beschrieben wird, mit den komplexen Amplituden pj und p, der
Riemann-Invarianten an der Stelle x = 0. Die Annahme, dass keine
mittlere Stromung herrscht, ist fiir viele Anwendungen eine akzep-
table Vereinfachung. Die Mach-Zahlen sind dann so klein, dass sich
nur geringe Fehler ergeben. Im Ubrigen ergibt sich hieraus keine all-
gemeine Einschrankung. Die nachfolgend hergeleiteten Beziehungen
lassen sich problemlos auf unterschiedliche Wellenzahlen £ und &~
fiir die stromab und stromauf laufenden Wellen entsprechend Glei-
chung (2.39) erweitern. Dies unterbleibt hier, um eine klarere Dar-
stellung zu erhalten.

Sind die komplexen Schalldruckamplituden p; und p; an zwei belie-
bigen Stellen z; und z; innerhalb eines Rohrs bekannt, erlauben die

Gleichungen (B.2) und (B.3) nach Umformung eine Berechnung der

Riemann-Invarianten®®:

L ﬁz e:l:iwxj/é _ ﬁ] e:l:iwxi/é (B 4)
Py = etiw(zj—z;)/¢ _ oiw(z;—z;)/c” ’

Dies lasst sich sowohl fiir das stromauf als auch das stromab liegende
Rohr durchfithren, womit sich die Riemann-Invarianten ﬁ(:)t,u und ]33[ d
ergeben. Mit Gleichung (B.3) wiederum ist deren Ausbreitung bis zu
den Positionen z,, und x, beschreibbar, die als Referenzebenen fiir die
Transfermatrix dienen. Diese Referenzebenen miissen iibrigens nicht

"Dies gilt auch fiir den Fall, dass an einer der Stellen z; und z; ein Schalldruckknoten zu
liegen kommt. Der Ansatz ist in dieser Hinsicht allgemein giiltig.
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mit den wahren Grenzen des untersuchten akustischen Elements zu-
sammenfallen. Die Ausbreitung der Riemann-Invarianten kann fiktiv
bis zu jedem willkiirlich gedachten Ort fortgesetzt werden. So ist
es insbesondere moglich, wie in Abbildung B.1 angedeutet, die Re-
ferenzebenen an einer Stelle zusammenfallen zu lassen und damit
Brenner und Flamme als kompaktes Element zu behandeln.

Unter Verwendung der Gleichungen (B.2) und (B.3) sind die kom-
plexen Schalldruckamplituden an diesen Orten gegeben,

A At — WXy [ Cy ~— WXy /Cy

Bu = o €00y € (B.5)
A A~ —iwxg/C, —  iwzg/c :
Pa = Dge "+ Py g e

Analog konnen mit Hilfe von Gleichung (2.40) auch die komplexen
Amplituden der Schallschnellen berechnet werden:

1 , _ _ ~
P A —lWXTy [ Cy ~N— IWXy [ Cy
Uy = — c <p(),u€ / —p()’ue / ) ,
1 - o (B.6)
g = —— (p(j)L,d efzwxd/Cd . ﬁ(;,d ezwxd/cd> .
PdCd

Diese Gleichungen beriicksichtigen, dass in den beiden Rohren un-
terschiedliche Schallgeschwindigkeiten ¢, und ¢; herrschen kénnen.

Aus der Bestimmung der komplexen Schalldruckamplituden p; und
po stromauf und p3 und py stromab fiir einen akustischen Anregungs-
zustand ([) resultieren also die Schalldriicke und Schallschnellen an
den Referenzpositionen x, und z;. Durch Einsetzen des Ergebnis-
ses in die Definitionsgleichung der Transfermatrix, Gleichung (B.1),
ergeben sich zwei Gleichungen, wobei die vier Elemente der Transfer-
matrix die Unbekannten darstellen. Eine Wiederholung der geschil-
derten Prozedur fiir einen zweiten, linear unabhéngigen Anregungs-
zustand (II) fithrt dann zu einem bestimmten linearen Gleichungs-
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system,
ph=Tupl+ peTpal,

g = Tor /() + Toa (B
Py =Tupl +peTadal,

g =T py /(pe) + Tay

dessen Losung die gesuchte Transfermatrix fiir die Frequenz des An-
regungssignals liefert. Um die Transfermatrix fiir einen bestimmten
Bereich zu erhalten, muss das Verfahren entsprechend fiir verschiede-
ne Anregungsfrequenzen durchgefiihrt werden®. Um die Losbarkeit
des Gleichungssystems sicherzustellen, muss die lineare Unabhéngig-
keit der Anregungszustinde gewahrleistet sein. Dies ist notwendiger-
weise immer dann gegeben, wenn einmal auf der Seite stromauf und
das zweite Mal auf der Seite stromab angeregt wird [138].

Dieses Verfahren zur Transfermatrizenbestimmung zeigt teilweise ei-
ne hohe Sensitivitat gegeniiber Fehlern in der Schallgeschwindigkeit,
der Frequenz oder der Position der Druckmessstellen oder auch den
gemessenen Schalldruckamplituden, die als Parameter in die Berech-
nung eingehen. Ausfiihrlich wird diese Thematik in der Arbeit von
Fischer [125] diskutiert. Eine anschauliche Erkldrung liefert folgende
Uberlegung. In dem angeregten System bildet sich im Allgemeinen
ein stehendes Wellenfeld aus. Zumindest fiir bestimmte Frequenzen
liegen dann die Referenzpositionen x, und x4 in der Ndhe von Kno-
ten des Schalldrucks oder der Schallschnelle, das heiffit wenigstens
einer dieser Werte wird vom Betrag her sehr klein. Dann kénnen
auch kleine absolute Fehler bei den Messgrofien zu grofien relativen
Fehlern fiithren, die sich bis zu den Werten fiir die Transfermatrix
fortpflanzen.

Unter diesem Gesichtspunkt ist eine Betrachtung der Riemann-

59 Alternativ kann im Experiment mit einer breitbandigen Anregung gearbeitet werden. Eine
Fourier-Analyse liefert dann die Informationen fiir einen ganzen Frequenzbereich, allerdings ist
diese Methode empfindlicher im Hinblick auf Fehlereinfliisse. Fiir das in diesem Abschnitt be-
schriebene Berechnungsverfahren ist sie nicht anwendbar, da die Simulation im Frequenzbereich
wie nachfolgend gezeigt die Vorgabe einer diskreten Frequenz erfordert.
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Invarianten interessant. Sie haben entsprechend Gleichung (B.3) die
Eigenschaft, sich in Kanélen konstanten Querschnitts mit konstanter
Amplitude auszubreiten und dabei nur die Phase zu drehen. Fehler,
die in ihrer Bestimmung an einem Ort gemacht werden, duflern sich
daher an einem anderen Ort in einem identischen Betragsfehler und
einem Phasenfehler von der gleichen Gréfienordnung der ihn verur-
sachenden Fehler. Die Riemann-Invarianten sind also deutlich weni-
ger problematisch hinsichtlich ihrer Transformation zwischen zwei
Positionen als die zugehorigen physikalischen Gréflen Schalldruck
und Schallschnelle. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, eine alterna-
tive Definition der Transfermatrix einzufiihren, die eben gerade die
Riemann-Invarianten stromab zu denen stromauf in Beziehung setzt:

pd) T* (ur) _ (Tl*l T1*2> (j) B.8
<pd ) =\ 1) o (B8)

Diese Formulierung hat die Eigenschaft, dass kleine Unterschiede
oder Fehler in den Parametern des akustischen Systems zu wesent-
lich ahnlicheren Transfermatrizen fithren als mit der urspriinglichen
Definition nach Gleichung (B.1). Sie stellt daher unter Umsténden
eine bessere Basis fiir die Interpretation eines Systems dar, die aber
lediglich auf einer unterschiedlichen Betrachtungsweise beruht. Bei-
de Transfermatrixdefinitionen lassen sich ineinander iiberfiithren. Die
Beziehungen zur Berechnung der Elemente der Transfermatrix in der
Notation in Riemann-Invarianten aus denen der Notation in Schall-
druck und Schallschnelle lauten

. 1 PdCd PdCd
17 = 2 (Tn + T12 + T21— + T22 ,
PuCu pC PuCu
. 1 c dCd DdCd
T = = (Tn — 119 _'0_ + TzlpT — Tzz'? — |,
2 pUCU pc pucu (B 9)
. 1 pC dCd DdCd '
15, = 3 (Tn + T _'0 — T21p Tzzp :
PuCuy pc PuCu
. 1 pC PdCd DdCd
Ty = 2 (Tn—Tm _'0 —T21—+T22'? — | .
PuCy pC PuCu

Hierbei muss sorgfiltig zwischen den unterschiedlichen charakteri-
stischen Impedanzen unterschieden werden. Die Groflie pc¢ kommt
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aus Gleichung (B.1), dient der Skalierung der Druckwerte und kann
prinzipiell beliebig aus den unter Umstanden unterschiedlichen cha-
rakteristischen Impedanzen innerhalb des Systems gewéahlt werden.
Dagegen beziehen sich die Grofien p,c, und pyc; entsprechend Glei-
chung (B.6) direkt auf die Rohre stromauf und stromab des Testele-
ments und miissen mit den dort herrschenden Werten belegt werden.

B.2.2 Simulationsverfahren

B.2.2.1 Grundlage

Die im vorangegangenen Abschnitt beschriebene Methode hat ihren
Ursprung in der experimentellen Bestimmung von Transfermatrizen
aus Schalldruckmessungen. Genauso kann ein akustisches Feld aber
auch in einer numerischen Simulation berechnet werden, woraus sich
dann in vollig analoger Weise die Transfermatrix extrahieren l&sst.
Grundlage hierfiir ist die inhomogene Helmholtz-Gleichung (2.33),
die hier der Ubersichtlichkeit wegen nochmals wiedergeben ist:

w2 1_ . . k—1,
§p+pv-(5VP> = W 22 qv - (BlO)

Durch die Formulierung im Frequenzbereich ergeben sich einige Aus-
wirkungen auf die Simulation:

e Die Kreisfrequenz w stellt einen Parameter fiir die Simulati-
on dar. Eine Rechnung liefert also nur die Ergebnisse fiir eine
diskrete Frequenz. Um eine Transfermatrix fiir ein ganzes Fre-
quenzband zu erhalten, sind entsprechend mehrere Rechenléufe
fiir unterschiedliche Frequenzen durchzufiihren.

e Als Ergebnis der Simulation sind an den ,,Messstellen® x; bis
x4 direkt die komplexen Schalldruckamplituden vorhanden. Da-
her miissen die Betrags- und Phaseninformationen nicht mehr in
aufwindiger Weise durch Fourier-Analyse aus Zeitreihen abge-
leitet werden. Ohnehin ergibt sich gegeniiber einer Berechnung
im Zeitbereich ein deutlicher Rechenzeitvorteil.
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e Die Einbindung einer gemessenen Flammentransferfunktion
iiber den Quellterm auf der rechten Seite gestaltet sich sehr
einfach, da diese Daten von vornherein im Frequenzbereich vor-
liegen. Dies wird weiter unten noch genauer ausgefiihrt.

B.2.2.2 Randbedingungen

Bei einer Simulation im Frequenzbereich konnen an den Réndern in
einfacher Weise akustische Impedanzen Z(w) = p(w)/u,(w) vorgege-
ben werden, wenn u,, die zum Rand normale Geschwindigkeitskom-
ponente ist und angenommen wird, dass die zum Rand parallelen
Geschwindigkeitsschwankungen unbeeinflusst bleiben. Solche Rand-
bedingungen lassen sich durch eine Transformation der Impulsglei-
chung, Gleichung (2.3), in Randnormalenrichtung in den Frequenz-
raum formulieren. Das Verfahren hierzu wurde im Abschnitt 2.2.3
auf den Seiten 34 ff. vorgestellt. In einem ruhenden oder langsam
stromenden Medium ergibt sich die Beziehung

1
Wiy, =——n-Vp. (B.11)
P

Der Normalenvektor n zeigt genauso wie 4, nach auflen aus dem
Berechnungsgebiet heraus. Wenn nun die Impedanz auf dem Rand,

A

7 =2 aut o0, (B.12)

Unp

gegeben ist, muss demnach die Randbedingung

A

1
iw%Jrjn-Vﬁ:Oauf&’Q (B.13)
P

erfiillt werden, die nun wie die Grundgleichung, Gleichung (B.10), nur
noch die komplexe Schalldruckamplitude als Unbekannte enthélt.

Fiir akustisch perfekt reflektierende Wénde gilt Z7 — o0, so
dass die wandnormalen Geschwindigkeitsfluktuationen verschwin-
den. Dies stellt fiir die meisten Anwendungsfille eine gute Ndherung
dar. Natiirlich lassen sich aber, sofern bekannt, auch die tatsédchlichen
Impedanzen verwenden.
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Uber die Randbedingungen muss auch die fiir die Transfermatrizen-
berechnung essentielle akustische Anregung am Einlass (linker Rand,
[R) beziehungsweise Auslass (rechter Rand, rR) modelliert werden.
Dies geschieht iiber die Vorgabe einer anregenden randnormalen Ge-
schwindigkeitsfluktuation ,, # 0 an einem der beiden Rénder,
wihrend der andere passiv wirkt (u,, = 0). Die Geschwindigkeits-
anregung stellt eine Impulsquelle dar. Gleichung (B.13) nimmt daher
die modifizierte Form

p 1 N

7 +=n-Vp=iwly, ,rm auf OQg,x (B.14)

[R/TR P

W

an. Durch den Wechsel der Anregung von der Seite stromauf zur Seite
stromab bei gleicher Frequenz ergeben sich, wie bereits erwéahnt, auf
jeden Fall zwei linear unabhéngige Testzustéinde. Die Impedanz am
anregenden und am passiven Ende beeinflussen zwar fiir den einzel-
nen Fall die Gestalt des akustischen Felds, die sich aus zwei Rechnun-
gen ergebende Transfermatrix ist dadurch jedoch unbeeinflusst. Die
Impedanzen Zjz und Z,z am Einlass und Auslass konnen daher weit-
gehend willkiirlich gewahlt werden. Allerdings sollte der Betrag der
Impedanz der Anregung nicht zu nah bei Null sein, damit eine endli-
che Amplitude der Geschwindigkeitsanregung zu ausreichend hohen

Druckamplituden fiihrt%.

B.2.2.3 Flammentransferfunktion

Durch die inhomogene Form der zu lésenden akustischen Grund-
gleichung (B.10) ist es moglich, auch die Effekte einer als Wérme-
freisetzungsquelle modellierten Flamme in der Transfermatrizenbe-
rechnung zu beriicksichtigen. Dies ist besonders einfach, wenn die
Flamme durch eine Transferfunktion F'(w) beschrieben ist. Typi-
scherweise setzt eine derartige Transferfunktion die Schwankungen
der Warmefreisetzungsrate ¢;, zu den Schwankungen einer charakte-
ristischen Brennergeschwindigkeit u/; an einer bestimmten Stelle xp
in Beziehung, die repréasentativ fiir Fluktuationen des Brennstoffmas-

60Z — 0 bedingt, wie Gleichung (B.13) zeigt, p — 0. In diesem Fall wird keine akustische
Energie in das System eingetragen, es baut sich kein Schalldruckfeld auf.
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senstroms, der Luftzahl oder der Strémungsform sind:
qv(w,x) = F(w,x) - tip(w) . (B.15)

Um diese Beziehung fiir eine numerische Simulation basierend auf
Gleichung (B.10) zu nutzen, ist es erforderlich, die Schwankungsge-
schwindigkeit 4 aus dem Schalldruckfeld zu bestimmen. Das ist mit
Hilfe der Impulsgleichung

1
wi = —=Vp. (B.16)
P
moglich, die sich an der Stelle xp ausgewertet zu
v (1 .
up = — (t e - Vp) (B.17)
w \p <p

umformen lésst%!. Dabei ist eg der Einheitsvektor mit der Richtung

von Gp. Durch Einsetzen der Gleichungen (B.15) und (B.17) in Glei-
chung (B.10) ergibt sich schlielich

1 w? k—1 1
oV - | =Vp —p = — F — -Vp ) B.1
/0 (,5 p) + E2p 52 (CU,X) (p—eB p)XB ( 8)

Zusammen mit den Randbedingungen, Gleichungen (B.13) und
(B.14), stellt diese Gleichung die vollstandige Beschreibung des akus-
tischen Systems unter Einbeziehung der Flammendynamik dar und
kann so fiir die numerische Simulation zur Transfermatrixberechnung
genutzt werden.

B.2.2.4 Ablauf der Berechnung

Gleichung (B.18) ist eine stationire partielle Differentialgleichung
der in Abschnitt 3.2.1 durch Gleichung (3.1) dargestellten Form. Sie
kann mit den dort gezeigten Methoden durch den Finite-Element-
Code FEMLAB gelost werden. Das Ergebnis wird anschlieend einer

61 Auf diese Weise konnten auch jeweils an einem Ort stromauf und stromab sowohl der komple-
xe Schalldruck als auch die komplexe Schallschnelle und daraus direkt die Riemann-Invarianten
bestimmt werden. Dadurch liefle sich jeweils eine Ebene fiir die Bestimmung des Schalldrucks
einsparen. Der Aufwand ist durch die zusétzlich nétige Berechnung der Schallschnelle aber ver-
gleichbar mit dem zuvor beschriebenen Verfahren.
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weiteren Auswertung zugefiihrt, die der Berechnung der Transferma-
trix dient.

Im Einzelnen ergeben sich fiir den Berechnungsprozess folgende
Schritte:

1. Modellierung der Geometrie, dabei Erweiterung des zu unter-
suchenden Elements um Rohrstiicke konstanten Querschnitts
stromauf und stromab.

2. Vernetzung der Geometrie.
3. Numerische Losung der Gleichung (B.18) fiir

e cine vorgegebene Frequenz,

e dem zu dieser Frequenz gehérenden Wert der Flammen-
transferfunktion und

e die Vorgabe einer Anregung auf der Seite stromauf.

4. Abspeichern der komplexen Schalldruckamplituden an den Po-
sitionen xp bis x4.

5. Wiederholung der Punkte 3. und 4. fiir die Vorgabe einer Anre-
gung stromab.

6. Wiederholung der Punkte 3. bis 5. fiir alle interessierenden Fre-
quenzen.

7. Berechnung der Transfermatrix entsprechend Abschnitt B.2.1
aus den gespeicherten Schalldruckamplituden fiir alle untersuch-
ten Frequenzen.

B.2.2.5 Verifikation

Zur Verifikation der korrekten Implementierung des Transfer-
matrizen-Berechnungsverfahrens bietet sich der Vergleich mit einer
analytischen Losung fiir einen einfachen Testfall an. Dieses rein hy-
pothetische Beispiel ist in Abbildung B.2 dargestellt. In einem Kanal
konstanten Querschnitts befinde sich ein Medium, das iiberall eine
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F
A 4

Abbildung B.2: Testbeispiel zur Verifikation des Berechnungsverfahrens.

konstante Dichte und konstante Schallgeschwindigkeit aufweise. In
einem Abschnitt der Lange L befinde sich eine Warmefreisetzungs-
quelle®?. Thre Schwankungen sollen proportional zu den Geschwin-
digkeitsfluktuationen am Beginn der Warmefreisetzungszone sein:

qv = C -tp, C = const. (B.19)
Die Transferfunktion der Warmequelle, die die Flammentransfer-
funktion représentiert, ist hier also lediglich eine Konstante.

Die analytische Losung fiir die Transfermatrix dieses Beispiels lésst
sich direkt aus den Erhaltungsgleichungen herleiten. Durch gemein-
same Integration der Impulsgleichung

1dp
wib+ —— =10 B.20
1w + S ( )
und der Energiegleichung
di A
iwp + ﬁé2d—u = (k- 1)q (B.21)
x

iiber die Lange L der Warmequelle ergeben sich zwei Beziehungen,
die die Werte von Schalldruck p; und Schallschnelle i, am Ende der
Wirmefreisetzungszone als Funktion derer an ihrem Beginn (p, und

62Dije mittlere Wirmefreisetzungsrate soll also so gering angenommen werden, dass die An-
nahme einer iiberall konstanten Dichte in guter Niherung gerechtfertigt ist.
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U,,) ausdriicken:

Pa=— [( (k = 1)C'tiy, + wpy) cos <Lw>

[ I
Ug = Uy, COS (L;u) + ((H — D0 ﬁé;wm) Sm L_) . (B.23)

Hieraus lassen sich durch einen Vergleich mit Gleichung (B.1) nun
direkt die Elemente der Transfermatrix ablesen:

L
111 = cos ( w)
c

I ((m -1)C (;;z(%”) - (Lw>>
Lw

15 = —isin | —
c

< ) (k—1 Csm(LT”)
159 = cos <z,

In Abbildung B.3 ist diese Losung fiir eine willkiirliche Wahl der Wer-
te von L und C zusammen mit der Losung aus dem numerischen Si-
mulationsverfahren gezeigt. Die Ubereinstimmung ist offensichtlich.
Der Ansatz zur Berechnung der Transfermatrizen erweist sich somit
im Hinblick auf die korrekte Einbindung einer Flammentransferfunk-
tion als tauglich.

B.3 Anwendung
B.3.1 Beispielkonfiguration
Zur Demonstration des vorgestellten Simulationsverfahrens dient

als Beispiel der in der Arbeit von Fischer [125] verwendete Ver-
suchsstand, von dem experimentelle Daten zu Transfermatrizen und
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Abbildung B.3: Transferfunktion der Warmequelle in einem Kanal. — Betrag,
- - - Phase der analytischen Losung. O Betrag, [J Phase der numerischen Losung.

Flammentransferfunktionen vorliegen. Er ist schematisch in Abbil-
dung B.4 dargestellt. Bei dem eingesetzten Brenner handelt es sich
um einen Versuchs-Drallbrenner, der mit einem extern perfekt vorge-
mischten Erdgas-Luft-Gemisch betrieben wird. Das System lésst sich
durch Sirenen sowohl auf der Zufuhr- als auch der Brennkammer-
seite akustisch anregen. Als Instrumentierung sind zum einen meh-
rere Mikrofone vorhanden, die eine messtechnische Bestimmung der
Transfermatrix auf Basis des im Abschnitt B.2.1 erlauterten Wegs er-
lauben. Des Weiteren ist eine Messung der Flammentransferfunktion
moglich. Hierzu kénnen die Schwankungen der Geschwindigkeit im
Brennermund mit einer Hitzdrahtsonde gemessen werden. Als Maf
fiir die Warmefreisetzung wird mit einer Photodiode {iber einen op-
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Abbildung B.4: Schematische Darstellung des Drallbrenner-Versuchsstands.
tischen Zugang die Chemilumineszenz des OH*-Radikals gemessen%3.
Die Photodiode liefert allerdings nur einen integralen Wert, so dass
eine Ortlich aufgeloste Flammentransferfunktion nicht zur Verfiigung
steht, das heifit F(w,x) = F(w). Fiir detailliertere Informationen
zum Versuchsaufbau und Brenner sei auf Fischer [125] verwiesen.

B.3.2 Finite-Element-Modell

Die geometrischen Daten des Brenners und des Versuchsstands bilden
den Ausgangspunkt fiir die Erstellung des Finite-Element-Modells.
Abbildungen B.5 und B.6 zeigen die vernetzte Geometrie und einen
Ausschnitt im Bereich des Brenners. Gut ist zu erkennen, wie auch
die komplexe Geometrie des Drallerzeugers in ihren Details aufgelost
wird. Das Netz besteht aus etwa 20000 Elementen. Zur Untersuchung
des Einflusses der Elementgrofie auf die Genauigkeit wurde auch ein
verfeinertes Netz mit etwa 80000 Elementen eingesetzt. Mit diesem
Netz ergeben sich keine signifikanten Anderungen der Ergebnisse,
weshalb bereits die mit dem gréberen Netz berechnete Losung als
netzunabhéngig angesehen werden kann.

63Nghere Untersuchungen hatten gezeigt, dass diese Gréfe auf Grund der externen Vormi-
schung tatséchlich linear mit der Warmefreisetzungsrate korreliert.
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Abbildung B.5: Finite-Element-Modell des Drallbrenner-Versuchsstands.

Abbildung B.6: Ausschnitt aus dem Finite-Element-Modell des Drallbrenner-
Versuchsstands im Bereich des Brenners.

Die mittlere Dichte p und die mittlere Schallgeschwindigkeit ¢ werden
in den Bereichen des Zufuhrrohrs einschliefSlich des Drallerzeugers
und in der Brennkammer jeweils als stiickweise konstant angenom-
men. Fiir die Schallgeschwindigkeit, die einen wesentlichen Parame-
ter im Auswertealgorithmus darstellt, liegen aus den Experimenten
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gemessene Werte vor, die so direkt in die Simulation {ibernommen
wurden.

B.3.3 Ergebnisse

B.3.3.1 Isotherme Stréomung

Gegenstand der Untersuchungen ist zunédchst das isotherm durch-
stromte, also kalte System ohne Flamme. Hieraus lasst sich das Be-
rechnungsverfahren im Hinblick auf die rein passiven akustischen Ef-
fekte bewerten. Beispielhaft ist in Abbildung B.7 der Schalldruckver-
lauf entlang der Achse der Versuchsanordnung fiir eine Anregung am
Einlass mit einer Frequenz von 300 Hz zu sehen, dargestellt durch
Amplitude und Phase. Gegeniibergestellt ist dem Ergebnis aus der
Finite-Element-Simulation der (hypothetische) Verlauf, der zu dem
eindimensionalen ebenen Wellenfeld gehort, das die an den Positio-
nen r1 = —0.30m, o = —0.25m, r3 = 0.25m und x4 = 0.30m aus
der Simulation ermittelten komplexen Schalldruckamplituden auf-
weist. Offensichtlich wird das reale Schalldruckfeld in weiten Teilen
der Rohre sehr gut durch die 1D-Theorie wiedergegeben. In einem
Bereich von etwa x = —0.15m bis x = 0.1 m stellt sich die Akustik
jedoch dreidimensional dar, was zu deutlichen Abweichungen fiihrt.
Es ist wichtig, die ,,Messstellen® 1 bis x4 nicht in diesen Bereich zu
legen, da dann die Voraussetzungen fiir die Analyse auf Basis ebener
Wellen nicht mehr gegeben ist.

Aus dem 1D-Druckverlauf lasst sich nun auf die in Abschnitt B.2.1
beschriebene Weise die Transfermatrix des Brenners berechnen. Die
beiden Referenzebenen z, stromauf und z; sind so gewahlt, dass sie
bei x = 0 zusammenfallen. Das Ergebnis, zusammen mit den Wer-
ten aus dem Experiment, findet sich in Abbildung B.8. Zunéchst
fallen die relativ starken Unterschiede zwischen experimentellen und
numerischen Ergebnissen in den Betrdgen der Elemente T} und T5;
auf, im Gegensatz zu den Elementen 7175 und T5,. Diese Beobachtung
relativiert sich jedoch bei einer genaueren Betrachtung der Gesamt-
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Abbildung B.7: Schalldruckverlauf entlang der Achse bei isothermer kalter
Stromung und Anregung am Einlass mit 300 Hz. —0— Werte aus der 3D-Simulation

(fehlende Werte sind auf die Versperrung durch den Drallerzeuger zuriickzufiihren),
— 1D-Akustik.

situation. Die akustischen Grofien stromab berechnen sich aus denen
stromauf wie folgt:

Pa=Ti1Du+ pcTiaty, (B.25)
Ug = Tor pu/(pc) + Too iy, . (B.26)

Da die Elemente T1; und T5; gegeniiber Tio und 15y vor allem fiir
hoherere Frequenzen etwa eine Groflenordnung kleiner sind, wirken
sich die Fehler in den erstgenannten Elementen bei Anwendung der
Transfermatrix deutlich abgeschwicht aus.

Der soeben beschriebene Sachverhalt ist ein Beispiel dafiir, dass die
Darstellung der Transfermatrix in den physikalischen Gréflen Schall-
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Abbildung B.8: Transfermatrix des Brenners bei isothermer kalter Stromung.

— Betrag, — — Phase des experimentellen Ergebnisses. O Betrag, [J Phase der
numerischen Losung.

druck und Schallschnelle ungiinstig und irrefithrend sein kann. Ab-
bildung B.9 zeigt zum Vergleich genau dasselbe Ergebnis bei Ver-
wendung der Notation in Riemann-Invarianten. Die Abweichung der
numerischen von den experimentellen Werten verteilt sich nun mehr
oder weniger auf alle Transfermatrixelemente und ist insgesamt klei-

ner. Diese Darstellungsform erweist sich also fiir die Analyse als
glinstiger.

Auch wenn sich die Ubereinstimmung nun als gut erweist, sind Ab-
weichungen in Form einer Verschiebung der Betragskurven erkenn-
bar. Vermutlich sind hierfiir Effekte verantwortlich, die zu Verlusten
akustischer Energie fithren und in der numerischen Simulation auf
Basis der Wellengleichung nicht erfasst werden, beispielsweise die
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Abbildung B.9: Transfermatrix des Brenners bei isothermer kalter Stromung,
Darstellung in Riemann-Invarianten. — Betrag, — — Phase des experimentellen
Ergebnisses. O Betrag, [ Phase der numerischen Losung.

Umwandlung akustischer Energie in Vorticity-Fluktuationen in Re-
zirkulationsgebieten nach Querschnittsspriingen. Dennoch kann mit
dem numerischen Transfermatrizen-Berechnungsverfahren die Akus-
tik so komplexer Elemente wie des Drallerzeugers offensichtlich so-
wohl qualitativ als auch quantitativ in guter Naherung richtig erfasst
werden.

B.3.3.2 Reagierende Stromung

Auf Basis der ermutigenden Werte, die das Berechnungsverfahren
fiir das Verhalten im rein akustischen Fall zeigt, ist es nun moglich,
auch die Wechselwirkungen der Akustik mit den Schwankungen der
Warmefreisetzungsrate iiber die experimentell bestimmte Flammen-
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Abbildung B.10: Experimentell bestimmte Flammentransferfunktion. Oben: Be-
trag, skaliert mit ¢/up. Unten: Phase.

transferfunktion miteinzubeziehen. Fiir die untersuchte Brennerkon-
figuration ist diese Transferfunktion in Abbildung B.10 zu sehen. Da
sie keine ortlich aufgeldsten Informationen sondern nur einen integra-
len Wert liefert, wird in der Simulation die Warmefreisetzungsrate
als gleichméfig iiber die Lénge der Flamme verteilt angenommen.
Das ist natiirlich eine Vereinfachung, die aber auf der Besonderheit
des Beispiels beruht. Grundsétzlich erlaubt das Verfahren durchaus
die Verwendung ortsabhéngiger Transferfunktionen.

In Abbildung B.11 ist die daraus resultierende Transfermatrix dar-
gestellt, die das Verhalten des Brenners zusammen mit der Flamme
beinhaltet. Auf Grund der weiter oben gemachten Beobachtungen
ist lediglich die Darstellungsform in Riemann-Invarianten wiederge-
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Abbildung B.11: Transfermatrix des Brenners bei reagierender Stromung mit
Flamme, Darstellung in Riemann-Invarianten. — Betrag, — — Phase des experi-
mentellen Ergebnisses. O Betrag, O Phase der numerischen Losung.

geben. Dennoch fallt zunéchst die grofle Streuung in den experimen-
tellen Daten auf, die wesentlich grofler als fiir den kalten Fall ist.
Fischer [125] erlautert die vielfiiltigen Probleme, die sich bei der Mes-
sung der Transfermatrix in der heilen Umgebung und unter Einfluss
des turbulenten Verbrennungsldrms ergeben. Diese Ergebnisse sol-
len hier daher weniger zur Validierung des numerischen Verfahrens
dienen als vielmehr die Motivation fiir den Einsatz dieser Berech-
nungsmethode verdeutlichen.

Das Simulationsverfahren fithrt zu deutlich glatteren Daten. Die
Streuung ist lediglich von der Groflenordnung, die bereits in den
Daten der Flammentransferfunktion vorhanden ist. In gewissen Be-
reichen der Transfermatrix-Elemente ist sogar trotz der fraglichen
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Datenbasis eine qualitative Ubereinstimmung zwischen Experiment
und Simulation erkennbar.

B.4 Schlussfolgerungen

Die vorgestellten Beispiele zeigen die Tauglichkeit des Simulations-
verfahrens fiir die Berechnung von Transfermatrizen. Fiir rein passive
akustische Fille ist die Methode durch Vergleich mit experimentel-
len Daten validiert. Eine gewisse systematische Abweichung ist auf
die Vernachlassigung dédmpfender Effekte zuriickzufiihren. Hier bie-
tet sich ein wesentlicher Ansatzpunkt fiir Weiterentwicklungen und
Verbesserungen.

Denkbar ist beispielsweise, die Wellengleichung um einen Damp-
fungsterm (erste Zeitableitung) zu erweitern. Der Dampfungsfaktor
miisste lokal so variiert werden, dass die Verluste akustischer Ener-
gie an den richtigen Stellen im richtigen Mafl wiedergegeben werden.
Die Ermittlung der hierfiir geeigneten Verteilung des Dampfungs-
faktors konnte allerdings sehr problematisch und wahrscheinlich nur
empirisch 16sbar sein.

Abzukldren wére auch, ob die Umwandlung akustischer Energie in
Vorticity-Fluktuationen durch Einbeziehung der Gleichung (2.20)
in einer Formulierung im Frequenzbereich moglich ist. Dann konn-
ten die relevanten Effekte nach einer Berechnung des mittleren Ge-
schwindigkeitsfelds mit einem Navier-Stokes-Verfahren sehr genau er-
fasst werden. Schwer abschétzbar ist allerdings, welche numerischen
Schwierigkeiten sich gegebenfalls durch eine gekoppelte Losung der
Gleichungen fiir die akustische Mode und die Vorticity-Mode erge-
ben.

Eine befriedigende Validierung des Transfermatrizen-Simulations-
verfahrens war wegen der nicht ausreichenden Qualititat der bisher
vorliegenden experimentellen Daten nicht moéglich. In Bezug auf die
Einbindung der Flammentransferfunktion ist die korrekte Implemen-
tierung aber anhand einer analytischen Losung verifiziert. Gleichzei-
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tig verlief die Validierung der Berechnung der Tansfermatrizen fiir
den kalten Fall ohne Verbrennung positiv. Aus diesen beiden Ergeb-
nissen darf der Schluss gezogen werden, dass der Ansatz auch bei der
Simulation der Transfermatrizen von Brennern zusammen mit ihrer
Flamme richtige Resultate liefern wird.

Das numerische Berechnungsverfahren fiir Transfermatrizen kann im
Wesentlichen zwei Dinge leisten:

e Bestimmung von Transfermatrizen mehr oder weniger beliebiger
akustischer Elemente ohne experimentellen Aufwand.

e Bestimmung von Flammentransfermatrizen mit Verwendung
experimentell verhéltnisméfig leicht messbarer Flammentrans-
ferfunktionen unter Vermeidung des fehleranfélligen direkten
Messverfahrens.

Die Methode stellt damit ein niitzliches Hilfsmittel in vielen Berei-
chen der Akustik im Allgemeinen und der Thermoakustik im Beson-
deren dar, in denen Ansétze mit Transfermatrizen eine Rolle spielen.
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Anhang C

Parametrisiertes Flammenmodell

C.1 Vorbemerkung

Im Kapitel 4 im Abschnitt 4.2.4 auf den Seiten 107 ff. wurde ein
Verfahren zur Identifizierung von Flammenmodellen aus gemessenen
Flammentransferfunktionen und zur nachfolgenden Umsetzung im
Zeitbereich vorgestellt. Auch wenn ein derartiges Flammenmodell in
den Simulationsrechnungen dieser Arbeit nicht eingesetzt wurde, ist
diesem Ansatz grundsétzlich eine hohe Bedeutung beizumessen. In
diesem Anhang sollen deshalb die vorgestellten Methoden anhand
eines konkreten Beispiels verdeutlicht und validiert werden.

C.2 Identifizierung des Modells

Grundlage der Untersuchungen ist eine der Flammentransferfunktio-
nen eines extern vollstdndig vorgemischt betriebenen Experimental-
Drallbrenners, die Fischer [125] im Rahmen seiner Arbeit gemessen
hat%. Diese Transferfunktion weist den in Abbildung C.1 durch die
Messpunkte wiedergegebenen Verlauf auf, wobei der Betrag mit dem
Mittelwert des Verhéltnisses von Warmefreisetzungsrate und Bren-
neraustrittsgeschwindigkeit ¢y /% normiert ist. In dieser Abbildung
ist auch bereits der durch die Anpassung eines parametrisierten Mo-
dells erzeugte Frequenzgang zu sehen, der eine hervorragende Uber-
einstimmung mit den experimentellen Daten zeigt.

Ausgangspunkt fiir die Modellidentifizierung sind die Gleichun-
gen (4.23) bis (4.26). Dabei sind nachfolgend genannte Uberlegungen

64Betrachtet wird eine Konfiguration mit einer Nennleistung von 60 kW bei einer Luftzahl von
1.25. Die geometrischen Brenner-Parameter sind durch einen Austrittsdiisendurchmesser von 40
mm und eine offene Schlitzlinge von 16 mm gegeben, siche Fischer [125].
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abs(F)

0 50 100 150 200 250 300 350
f [Hz]

Abbildung C.1: Gemessene Flammentransferfunktion eines Experimentalbren-
ners (V), darauf angepasstes parametrisiertes Modell (—) und aus der Zeitbe-
reichssimulation rekonstruierte Werte der Flammentransferfunktion (O). Betrag
der Flammentransferfunktion normiert mit ¢y /uz.

zielfithrend. Die Flammentransferfunktion zeigt zwei deutliche Re-
sonanziiberhéhungen. Es ist naheliegend, jede dieser Uberhthungen
durch jeweils ein Verzogerungsglied zweiter Ordnung zu modellieren,
also M = 2 zu wéhlen und in den beiden gebrochen-rationalen Funk-
tionen Fp,, die Ordnung des Nennerpolynoms durch N, = 2 fest-
zulegen. Bereits mit Zahlerpolynomen erster Ordnung, Ng = 1, und
zusétzlicher Beriicksichtigung der Totzeitverteilungen in den Termen
F; p 18sst sich dann durch eine Parameteroptimierung die gewiinschte
Ubereinstimmung zwischen Modell und gemessenen Daten erzielen.



202 C  Parametrisiertes Flammenmodell

v 0954 [ v 0.046 [ ]

71 1.36 [ms] T 2.84  [ms]
A7 0.238 [ms] Aty 0.363 [ms]
a;p 3.54  [ms] ars 0.229 [ms]
g1 9.37  [ms?] ago  0.690 [ms?]
P11 6.06  [ms] P2 1.96  [ms]

Tabelle C.1: Werte der Parameter im Flammenmodell.

Die Modell-Flammentransferfunktion hat demnach folgende Form:

Flw)=v-F.1-Fpi1+y-Fra Fpas=

i TwEWATL e AT Briiw + 1
=y-e . - — : +
2A T (iw)? a21(iw)? + agqiw + 1 (C.1)
n iwny iwewhT — e WAT B iw + 1
e . .
k& 2A7’2(’é0ﬁ))2 04272(2'(,(})2 + Oél’giw +1

Die Parameter dieses Modells nehmen dabei die in Tabelle C.1 ge-
gebenen Werte an, wenn F(w) in der mit ¢y /g normierten Form
dargestellt wird.

C.3 Verwendung im Zeitbereich

Um das identifizierte Flammenmodell fiir eine Simulation im Zeit-
bereich verwenden zu konnen, wird nun das im Abschnitt 4.2.4.2
beschriebene Verfahren angewendet. Dazu sind zunéchst die dynami-
schen Anteile Fp; und Fp» in den Bildbereich der z-Transformation
zu iibertragen, um daraus eine zeitdiskrete Signalfolge ableiten zu
konnen. Dies geschieht rein formal, unter Anwendung der Diskreti-
sierungsformel von Tustin, durch die Substitution

2 z—1
H_
Atz +1

in den entsprechenden Termen aus Gleichung (C.1), wobei At den
Zeitschritt in der zu generierenden Signalfolge darstellt. Durch alge-

(C.2)

w
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braische Umformung ergibt sich dann

bO,m + bl,mz_1 + b2,mz_2
L+ aymzt +agme2

) (C.3)

Dm,z

wobei sich die Koeffizienten dieser Darstellung in folgender Weise aus
den Parametern des Flammenmodells berechnen:

2(At2 — 4042,m)

m — s C.A4
a, At? + QAtOsz + 4042,m ( )
At? + 2Atog ,, + 4ag o,
a2,m — 2 L 2 ) (C5)
At + 2At0&17m + 4042,m
At? + 28, At
O,m - 2 ﬂl’ 9 (C6)
At? + QAtOzl,m + 4042,m
2AL?
1m — y (C?)
’ At? + QAtOzl,m + 4042,m
t* — 201 At
2m = al (C.8)

A2 4 2Atay  + 4oy

Soll nun die Warmefreisetzungsschwankung cj{,’ ; zum Zeitpunkt ¢;
bestimmt werden, und sind die Signalfolgen der Warmefreisetzungs-
schwankung der Schnelle im Brenner bis zum Zeitpunkt t;_; =
t; — At; bekannt, gilt nach Gleichung (4.36)

q’{/d-’l = bo’lyB(tj — 7'1) + bl’lyB(tj — At]’ — 7'1) +
+ by 1@3@’ —2At* —7'1)‘|‘ (Cg)

und

q.{/,j,2 = bt/ B(t] — T9) + by 2u B(t — At; — 1)+
+ byt p(t; — 2At; — 72) + (C.10)
+ a1 24y (t; — At;) + a2y, (t; — 2At;)
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und nach Gleichung (4.25)

q.{/,j = 71q'{/,j,1 + ’724{/4',2 - (C.11)
Die iiber die Totzeitverteilung gemittelten Schnelleschwankungen

T +AT,
1 * *
= AT up(t; — kAt; — 77) dr* (C.12)

Tn—ATp,

UB@]' — kAtj — Tm)

sind dabei vorab aus der Signalfolge fiir u; durch numerische Qua-
dratur zu berechnen.

Die dargestellten Schritte zeigen, dass sich eine im Prinzip beliebige
Flammentransferfunktion fiir die Simulation im Zeitbereich durch ei-
ne einfache Abfolge algebraischer Berechnungen repréisentieren lésst.
Um den Ansatz zu validieren, wurde die Flammentransferfunkti-
on aus Gleichung (C.1) mit den Parametern nach Tabelle C.1 ent-
sprechend dem vorgestellten Schema diskretisiert. Als Eingangssi-
gnal wurden sodann aus reinen Sinusschwingungen mit Frequenzen
zwischen 0 Hz und 350 Hz diskrete Wertefolgen fiir u/; generiert.
Die Stiitzstellen auf der Zeitachse wurden innerhalb eines gewissen
Bereichs in zufilligen Abstédnden festgelegt, um eine variable Zeit-
schrittweite vorzugeben. Aus den berechneten Zeitreihen der Warme-
freisetzungsschwankungen lassen sich iiber eine Fourier-Analyse Be-
trag und Phase von ¢{, bestimmen und zu den entsprechenden Gréfien
der Schnelleschwankungen in Beziehung setzen. Damit ist ein Ver-
gleich der durch die Simulation im Zeitbereich tatséchlich produzier-
ten Transferfunktion mit dem als Vorgabe hinterlegten parametrisier-
ten Modell und der urspriinglich gemessenen Flammentransferfunkti-
on moglich. Abbildung C.1 zeigt die hervorragende Ubereinstimmung
aller drei Verldufe. Die vorgeschlagene Methode zur Implementierung
von Flammentransferfunktionen im Zeitbereich erweist sich somit als
tragfahig.



LITERATUR 205

Literatur

[1] B. Higgins. On the sound produced by a current of hydrogen
passing through a tube. Journal of natural philosophy, che-
mastry and the arts, 1:129-131, 1802.

[2] P. L. Rijke. Notiz iiber eine neue Art, die in einer an beiden
Enden offenen Rohre enthaltene Luft in Schwingungen zu ver-
setzen. Annalen der Physik und Chemie, 107:339-343, 1859.

[3] C. Sondhauss. Uber die Schallschwingungen der Luft in erhitz-
ten Glasrohren und in gedeckten Pfeifen von ungleicher Weite.
Annalen der Physik und Chemie, 79:1-34, 1850.

[4] K. T. Feldman, Jr. Review of the literature on Rijke thermoa-
coustic phenomena. Journal of Sound and Vibration, 7(1):83—
89, 1968.

[5] J. W. S. Rayleigh. The explanation of certain acoustical phe-
nomena. Nature, 18:319-312, 1878.

(6] J. W. S. Rayleigh. The Theory of Sound. Macmillan, London,
1896.

[7] A. A. Putnam und W. R. Dennis. A study of burner oscillations
of the organ-pipe type. Transactions of the ASME, 75(3):15—
28, 1953.

[8] A. A. Putnam und W. R. Dennis. Burner oscillations of the
gauze-tone type. Journal of the Acoustical Society of America,
26(5):716-725, 1954.

[9] B.-T. Chu. Stability of sytems containing a heat source — the
Rayleigh criterion. NACA Research Memorandum NACA RM
56D27, 1956.

[10] B.-T. Chu. On the energy transfer to small disturbances in
fluid flow (Part I). Acta Mechanica, 1:215-234, 1965.



206

LITERATUR

[11]

[12]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

F. H. Reynst. Pulsating combustion — The collected publicati-
ons. Oxford, 1961.

A. A. Putnam, F. E. Belles und J. A. C. Kentfield. Pulse com-
bustion. Progress in Energy and Combustion Science, 12:43-79,
1986.

B. T. Zinn. Pulse combustion: Recent applications and research

issues. 24th International Symposium on Combustion, Seiten
1297-1305, 1992.

P. K. Barr, M. E. Gunn Jr., J. A. Kezerle, T. T. Bramlette, J. O.
Keller und T. R. Roose. Special issue on pulsating combustion
— preface. Combustion Science and Technology, 94:1-1X, 1993.

A. A. Putnam und W. R. Dennis. Survey of organ-pipe oscilla-
tions in combustion systems. Journal of the Acoustical Society
of America, 28:246-259, 1956.

A. A. Putnam. Combustion Driven Oscillations in Industry.
American Elsevier Publishers, New York, 1971.

L. Crocco und S. I. Cheng. Theory of combustion instability
in liquid propellant rocket motors. AGARD Monograph No. 8,
1956.

V. Yang und W. Anderson, Herausgeber. Liquid Rocket Com-
bustion Instability. ATAA, Cambridge, MA, 1995.

F. E. C. Culick und V. Yang. Overview of combustion insta-
bilities in liquid-propellant rocket engines. In Liquid Rocket
Combustion Instability, Seiten 3-37. ATAA, 1995.

P. J. Langhorne. Reheat buzz: an acoustically coupled combu-
stion instability. Part 1. Experiment. Journal of Fluid Mecha-
nics, 193:417-443, 1988.

G. J. Bloxsidge, A. P. Dowling und P. J. Langhorne. Reheat
buzz: an acoustically coupled combustion instability. Part 2.
Theory. Journal of Fluid Mechanics, 193:445-473, 1988.



LITERATUR 207

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

M. A. Macquisten und A. P. Dowling. Low-frequency com-
bustion oscillations in a model afterburner. Combustion and
Flame, 94:253-264, 1993.

W. Boehm, D. Raake, J. Seume und K. Terjung. Testing the
model V84.3A gas turbine — experimental techniques and re-
sults. ASME Paper No. 96-TA-26, 1996.

T. Scarinci und J. L. Halpin. Industrial Trent combustor —

combustion noise characteristics. Journal of Engineering for
Gas Turbines and Power, 122:280-286, 2000. Urspriinglich
veroffentlicht als ASME Paper No. 99-GT-9.

D. E. Hobson, J. E. Fackrell und G. Hewitt. Combustion insta-
bilities in industrial gas turbines — measurements on operating
plant and thermoacoustic modelling. Journal of Engineering
for Gas Turbines and Power, 122:420-428, 2000. Urspriinglich
veroffentlicht als ASME Paper No. 99-GT-110.

W. Krebs, P. Flohr, B. Prade und S. Hoffmann. Thermoa-
coustic stability chart for high-intensity gas turbine combustor

systems. Combustion Science and Technology, 174(7):99-128,
2002.

W. Konrad, B. Brehm, F. Kameier, C. Freeman und I. J. Day.
Combustion instability investigations on the BR710 jet engine.
ASME Paper No. 96-TA-36, 1996.

C. Hassa, J. Heinze und K. Stursberg. Investigation of the
response of an air blast atomizer combustion chamber configu-

ration on forced modulation of air feed at realistic operation
conditions. ASME Paper No. GT-2002-30059, 2002.

J. Eckstein, E. Freitag, C. Hirsch, T. Sattelmayer, R. von der
Bank und T. Schilling. Forced low-frequency spray characteri-
stics of a generic airblast swirl diffusion burner. ASMFE Paper

No. GT-2003-386406, 2003.



208

LITERATUR

[30]

[31]

[34]

37]

M. A. Heckl. Active control of the noise from a Rijke tube.
Journal of Sound and Vibration, 124(1):117-133, 1988.

S. Gleis, D. Vortmeyer und W. Rau. Experimental investiga-
tions on the transition from stable to unstable combustion by

means of active instability control. AGARD Conference Pro-
ceedings No. 479, 1990.

K. R. McManus, T. Poinsot und S. M. Candel. A review of
active control of combustion instabilities. Progress in Energy
and Combustion Science, 19:1-29, 1992.

J. Hermann, S. Gleis und D. Vortmeyer. Aktive Dampfung
selbsterregter Brennkammerschwingungen (AIC) bei Druck-
zerstduberbrennern durch Modulation der fliissigen Brennstoft-
zufuhr.  16. Deutscher Flammentag, 1993. VDI-Bericht Nr.
1090, pp. 615-624.

J. Hermann, S. Gleis und D. Vortmeyer. Active instability
control (AIC) of spray combustors by modulation of the liquid
fuel flow rate. Combustion Science and Technology, 118:1-25,
1996.

C.-C. Hantschk, J. Hermann und D. Vortmeyer. Active in-
stability control with direct-drive servo valves in liquid-fueled

combustion systems. 26th International Symposium on Com-
bustion, Seiten 2835-2841, 1996.

J.  Hermann. Anrequngsmechanismen — und  aktive
Dédampfung  selbsterregter — Verbrennungsschwingungen  in
Fliissigkraftstoffsystemen. Nr. 364 in Fortschritt-Berichte VDI
Reihe 6. VDI-Verlag, 1997.

J. M. Cohen, N. M. Rey, C. A. Jacobson und T. J. Anderson.
Active control of combustion instability in a liquid-fueled low-
nox-combustor. ASME Paper No. 98-GT-267, 1998.



LITERATUR 209

[38] C. O. Paschereit, E. Gutmark und W. Weisenstein. Control of
combustion driven oscillations by equivalence ratio modulati-
ons. ASME Paper No. 99-GT-118, 1999.

[39] J. R. Hibshman, J. M. Cohen, A. Banaszuk, T. J. Anderson
und H. A. Alholm. Active control of combustion instability in
a liquid-fueled sector combustor. ASME Paper No. 99-GT-215,
1999.

[40] A. M. Annaswamy, O. M. El Rifai, M. Fleifil, J. P. Hathout
und A. F. Ghoniem. A model-based self-tuning controller for

thermoacoustic instability. Combustion Science and Technolo-
gy, 135:213-240, 1998.

[41] S. S. Sattinger, Y. Neumeier, A. Nabi, B. T. Zinn, D. J. Amos
und D. D. Darling. Sub-scale demonstration of the active feed-
back control of gas-turbine combustion instabilities. Journal of

Engineering for Gas Turbines and Power, 122:262-268, 2000.

[42] J. Hermann, C.-C. Hantschk, P. Zangl, S. Gleis, D. Vortmeyer,
J. Seume, N. Vortmeyer, W. Krause und A. Orthmann. Aktive
Stabilitdtskontrolle an einer 170 MW Gasturbine. 18. Deutsch-
Niederlindischer Flammentag, 1997. VDI-Bericht Nr. 1313, pp.
337-344.

[43] D. L. Gysling, G. S. Copeland, D. C. McCormick und W. M.
Proscia. Combustion system damping augmentation with
Helmholtz resonators. Journal of Engineering for Gas Turbines
and Power, 122:269-274, 2000.

[44] V. Bellucci, C. O. Paschereit, P. Flohr und F. Magni. On the
use of Helmholtz resonators for damping acoustic pulsations in
industrial gas turbines. ASME Paper No. 2001-GT-0059, 2001.

[45] G. J. M. Sims, R. W. Copplestone und J. R. Tilston. Perfor-
mance studies fo passive damping techniques used to suppress

combustion oscillations in LPP combustors. ASME Paper No.
GT-2003-38194, 2003.



210

LITERATUR

[40]

[47]

[48]

[52]

[53]

[54]

R. C. Steele, L. H. Cowell, S. M. Cannon und C. E. Smith.
Passive control of combustion instability in lean premixed com-

bustors. Journal of Engineering for Gas Turbines and Power,
122:412-419, 2000.

H. J. Merk. Analysis of heat-driven oscillations of gas flows.
I. General considerations. Applied Scientific Research, A6:317—
336, 1956/57.

H. J. Merk. Analysis of heat-driven oscillations of gas flows.
IT. On the mechanism of the Rijke-tube phenomenon. Applied
Scientific Research, A6:402-420, 1956/57.

H. J. Merk. Analysis of heat-driven oscillations of gas flows.
ITI. Characteristic equation for flame-driven oscillations of the
organ-pipe type. Applied Scientific Research, AT7:175-191,
1957/58.

H. J. Merk. Analysis of heat-driven oscillations of gas flows. IV.
Discussion of the theoretical results concerning flame-driven
oscillations. Applied Scientific Research, A7:192-204, 1957 /58.

H. J. Merk. Analysis of heat-driven oscillations of gas flows. V.
Influence of heat transfer in the burner ports on the stability

of combustion of premixed gases. Applied Scientific Research,
A8:1-27, 1958 /59.

C. C. Jahnke und F. E. C. Culick. Application of dynamical
systems theory to nonlinear combustion instabilites. Journal
of Propulsion and Power, 10(4):508-517, 1994.

F. E. C. Culick, V. Burnley und G. Swenson. Pulsed insta-
bilities in solid-propellant rockets. Journal of Propulsion and
Power, 11(4):657-665, 1995.

F. E. C. Culick. Some recent results for nonlinear acoustics in
combustion chambers. AIAA Journal, 32(1):146-169, 1994.



LITERATUR 211

[55] J. J. Keller. Nonlinear self-excited acoustic oscillations within
fixed boundaries. Journal of Fluid Mechanics, 123:267-281,
1982.

[56] A. P. Dowling. The calculation of thermoacoustic oscillations.
Journal of Sound and Vibration, 180(4):557-581, 1995.

[57] O. M. Umurhan. Exploration of fundamental matters of acou-
stic instabilities in combustion chambers. Annual Research
Briefs, Center for Turbulence Research, 1999.

[58] S. Akamatsu und A. P. Dowling. Three dimensional thermoa-
coustic oscillation in a premix combustor. ASME Paper No.
2001-GT-0034, 2001.

[59] J. E. Garcia-Schéfer und A. Linfidn. Longitudinal acoustic in-
stabilities in slender propellant rockets: linear analysis. Journal
of Fluid Mechanics, 437:229-254, 2001.

[60] M. L. Munjal. Acoustics of Ducts and Mufflers. Wiley-
Interscience, New York, 1987.

[61] E. Deuker. Ein Beitrag zur Vorausberechnung des akustischen
Stabilitdtsverhaltens von Gasturbinen-Brennkammern mittels
theoretischer und experimenteller Analyse von Brennkammer-
schwingungen. Nr. 317 in Fortschritt-Berichte VDI Reihe 6.
VDI-Verlag, 1995.

[62] W. Polifke, C. O. Paschereit und T. Sattelmayer. A universally
applicable stability criterion for complex thermo-acoustic sys-
tems. 18. Deutsch-Niederlindischer Flammentag, 1997. VDI-
Bericht Nr. 1313, pp. 455-460.

[63] T. Sattelmayer und W. Polifke. A novel method for the compu-

tation of the linear stability of combustors. Combustion Science
and Technology, 175(3):477-497, 2003.

[64] S. Hubbard und A. P. Dowling. Acoustic instabilities in premix
burners. AIAA Paper No. AIAA-98-2272, 1998.



212

LITERATUR

[65]

[66]

67]

[68]

[71]

[72]

73]

J. A. Lovett und K. T. Uznanski. Prediction of combustion
dynamics in a staged premixed combustor. ASMFE Paper No.
G'T-2002-30646, 2002.

W. Polifke, C. O. Paschereit und K. Débbeling. Constructive
and destructive interference of acoustic and entropy waves in a

premixed combustor with a choked exit. International Journal
of Acoustics and Vibration, 6(3):135-146, 2001.

T. Sattelmayer. Influence of the combustor aerodynamics on
combustion instabilities from equivalence ratio fluctuations.
Journal of Engineering for Gas Turbines and Power, 125:11-19,
2003. Urspriinglich verdffentlicht als ASME Paper No. 2000-
GT-0082.

W. Politke und C. O. Paschereit. Determination of thermo-
acoustic transfer matrices by experiment and computational
fluid dynamics. ERCOFTAC Bulletin, 38, 1998.

C. O. Paschereit und W. Polifke. Investigation of the thermoa-
coustic characteristics of a lean premixed gas turbine burner.
ASME Paper No. 98-GT-582, 1998.

C. O. Paschereit, B. Schuermans, W. Polifke und O. Mattson.
Measurement of transfer matrices and source terms of premixed
flames. Journal of Engineering for Gas Turbines and Power,
124:239-247,2002. Urspriinglich verdffentlicht als ASME Paper
No. 99-GT-133.

B. Schuermans und W. Polifke. Modeling transfer matrices

of premixed flames and comparison with experimental results.
ASME Paper No. 99-GT-132, 1999.

S. A. Klein und J. B. W. Kok. Acoustic instabilities in syn-
gas fired combustion chambers. ASME Paper No. 99-GT-355,
1999.

D. L. Straub, G. A. Richards, W. T. Baumann und W. R.
Saunders. Measurement of dynamic flame response in a lean



LITERATUR 213

[74]

[79]

[30]

[31]

82]

premixed single-can combustor. ASME Paper No. 2001-GT-
0038, 2001.

B. Varoquié, J. P. Légier, F. Lacas, D. Veynante und T. Poinsot.
Experimental analysis and large eddy simulation to determine
the response of a non premixed flame submitted to acoustic
forcing. 21st Symposium on Combustion, Sapporo, 2002.

W. S. Cheung, G. J. M. Sims, R. W. Copplestone, J. R. Tilston,
C. W. Wilson, S. R. Stow und A. P. Dowling. Measurement and
analysis of flame transfer function in a sector combustor under
high pressure conditions. ASME Paper No. 2003-GT-38219,
2003.

M. Lohrmann, H. Biichner, N. Zarzalis und W. Krebs. Flame
transfer function characteristics of swirl flames for gas turbine
applications. ASME Paper No. GT-2003-38113, 2003.

M. Zhu, A. P. Dowling und K. N. C. Bray. Study of flame
transfer function with three dimensional calculations. ASME
Paper No. GT-2003-38409, 2003.

K. Truffin, B. Varoquie und T. Poinsot. Measurements of trans-
fer functions using large eddy simulations: Theoretical frame-
work and first tests. In Tenth International Congress on Sound
and Vibration, Seiten 785-793, Stockholm, Sweden, 2003.

A. P. Dowling. A kinematic model of a ducted flame. Journal
of Fluid Mechanics, 394:51-72, 1999.

T. C. Lieuwen. Theoretical investigation of unsteady flow in-
teractions with a premixed planar flame. Journal of Fluid Me-
chanics, 435:289-303, 2001.

A. P. Dowling. Nonlinear self-excited oscillations of a ducted
flame. Journal of Fluid Mechanics, 346:271-290, 1997.

A. A. Peracchio und W. M. Proscia. = Nonlinear heat-
release/acoustic model for thermoacoustic instability in lean



214

LITERATUR

[85]

[36]

premix combustors. Journal of Engineering for Gas Turbines
and Power, 121(3), 1999. Urspriinglich vercffentlicht als ASME
Paper No. 98-G'T-269.

T. Murota und M. Ohtsuka. Large-eddy simulation of combu-
stion oscillation in the premixed combustor. ASMFE Paper No.
99-GT-27/4, 1999.

S. J. Brookes, R. S. Cant und A. P. Dowling. Modelling combu-
stion instabilities using computational fluid dynamics. ASMFE
Paper No. 99-G'T-112, 1999.

M. Zhu, A. P. Dowling und K. N. C. Bray. Self-excited oscillati-
ons in combustors with spray atomizers. Journal of Engineering
for Gas Turbines and Power, 123:779-786, 2001.

S. J. Brookes, R. S. Cant, 1. D. J. Dupere und A. P. Dowling.
Computational modelling of self-excited combustion instabi-
lities. Journal of Engineering for Gas Turbines and Power,
123(1):322-326, 2001. Urspriinglich veroffentlicht als ASME
Paper No. 2000-GT-0104.

C.-C. Hantschk und D. Vortmeyer. Numerical simulation of
self-excited combustion oscillations in a non-premixed burner.
Combustion Science and Technology, 174:189-204, 2002.

C.-C. Hantschk. Numerische Simulation selbsterregter ther-
moakustischer Schwingungen. Nr. 441 in Fortschritt-Berichte
VDI Reihe 6. VDI-Verlag, 2000.

P. J. M. Cronemyr, C. J. Hulme und C. Toger. Coupled
acoustic-structure analysis of an annular DLE combustor.
ASME Paper No. 98-GT-502, 1998.

G. Walz, W. Krebs, S. Hoffmann und H. Judith. Detailed ana-
lysis of the acoustic mode shapes of an annular combustion
chamber. Journal of Engineering for Gas Turbines and Power,
124(3), 2002. Urspriinglich veroffentlicht als ASME Paper No.
99-GT-113.



LITERATUR 215

[91]

92]

93]

[94]

[95]

98]

9]

G. Walz, W. Krebs, P. Flohr und S. Hoffmann. Modal analysis
of annular combustors: Effect of burner impedance. ASME
Paper No. 2001-GT-0042, 2001.

U. Kriiger, J. Hiiren, S. Hoffmann, W. Krebs und D. Bohn.
Prediction of thermoacoustic instabilities with focus on the dy-

namic flame behavior of the 3A-series gas turbine of Siemens
KWU. ASME Paper No. 99-GT-111, 1999.

U. Kriiger, J. Hiiren, S. Hoffmann, W. Krebs, P. Flohr und
D. Bohn. Prediction and measurement of thermoacoustic im-
provements in gas turbines with annular combustion systems.
Journal of Engineering for Gas Turbines and Power, 123:557—
566, 2001. Urspriinglich verdffentlicht als ASME Paper No.
00-GT-095.

S. R. Stow und A. P. Dowling. Thermoacoustic oscillations in
an annular combustor. ASME Paper No. 2001-GT-0037, 2001.

S. R. Stow und A. P. Dowling. Modelling circumferential modal
coupling due to helmholtz resonators. ASME Paper No. 2005-
GT-38168, 2003.

S. Evesque und W. Polifke. Validation of low-order acoustic
modelling for annular combustors. ASME Paper No. GT-2002-
30064, 2002.

B. Schuermans, V. Bellucci, D. Nowak und C. O. Paschereit.
Modelling of complex thermoacoustic systems: a state-space

approach. Ninth International Congress on Sound and Vibra-
tion, 2002.

B. Schuermans, V. Bellucci und C. O. Paschereit. Thermoacou-

stic modeling and control of multi burner combustion systems.
ASME Paper No. 2003-GT-38688, 2003.

W. Krebs, G. Walz und S. Hoffmann. Thermoacoustic analysis
of annular combustor. ATAA Paper No. AIAA-99-1971, 1999.



216

LITERATUR

[100]

[101]

102]

[103]

104]

[105]

106]

107]

108]

[109]

B.-T. Chu und L. S. G. Kovasznay. Non-linear interactions in
a viscous heat-conducting compressible gas. Journal of Fluid

Mechanics, 3:494-514, 1957/58.

T. Poinsot und D. Veynante. Theoretical and Numerical Com-
bustion. Edwards, 2001.

A. D. Pierce. Acoustics. McGraw-Hill Book Company, 1981.

R. Ewert und W. Schréder. Acoustic perturbation equations
based on flow decomposition via source filtering. Journal of
Computational Physics, 188:365—-398, 2003.

R. Ewert, Q. Zhang, W. Schréder und J. Delfs. Computation
of trailing edge noise of a 3d lifting airfoil in turbulent subsonic
flow. ATAA Paper No. AIAA-2003-5114, 2003.

A. D. Pierce. Wave equation for sound in fluids with unstea-
dy inhomogeneous flow. Journal of the Acoustical Society of
America, 87(6):2292-2299, 1990.

F. E. Marble und S. M. Candel. Acoustic disturbance from gas
non-uniformities convected through a nozzle. Journal of Sound
and Vibration, 55(2):225-243, 1977.

J. Eckstein, E. Freitag, C. Hirsch und T. Sattelmayer. Expe-
rimental study on the role of entropy waves in low-frequency
oscillations for a diffusion burner. ASME Paper No. GT2004-
54163, 2004.

M. J. Lighthill. On sound generated aerodynamically. Procee-
dings of the Royal Society of London, Series a, 211:564-587,
1952.

C. Pankiewitz, A. Fischer, C. Hirsch und T. Sattelmayer. Com-
putation of transfer matrices for gas turbine combustors inclu-
ding acoustics/flame interaction. AIAA Paper No. AIAA-2003-
3295, 2003.



LITERATUR 217

[110] C. Pankiewitz und T. Sattelmayer. Hybrid methods for model-
ling combustion instabilities. Tenth International Congress on
Sound and Vibration, Seiten 727734, 2003.

[111] M. Abom. Modal decomposition in ducts based on transfer
function measurements between microphone pairs. Journal of
Sound and Vibration, 135(1):95-114, 1989.

[112] M. Salikuddin und R. Ramakrishnan. Acoustic power mea-
surement, for single and annular stream duct-nozzle systems
utilizing a modal decomposition scheme. Journal of Sound and

Vibration, 113(3):441-472, 1987.

[113] S. Evesque, W. Polifke und C. Pankiewitz. Spinning and
azimuthally standing acoustic modes in annular combustors.
ATAA Paper No. ATAA-2003-3182, 2003.

[114] M. Thme. Computational aeroacoustics at low mach number
using LES. Master’s thesis, Lehrstuhl fiir Stromungsmechanik,
Friedrich-Alexander-Universitit Erlangen-Niirnberg, 2002.

[115] COMSOL AB. FEMLAB Reference Manual, Version 2.2, 2001.

[116] C. Johnson. Numerical Solution of Partial Differential Equati-
ons by the Finite Element Method. Cambridge University Press,
1990.

[117] R. Ashino, M. Nagase und R. Vaillancourt. Behind and beyond
the MATLAB ODE suite. Technical Report CRM-2651, Centre
de recherches mathématiques (CRM), Université de Montral,
2000.

[118] I. N. Bronstein und K. A. Semendjajew. Taschenbuch der Ma-
thematik. B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Stuttgart, 1991.

[119] L. E. Kinsler und A. R. Frey. Fundamentals of Acoustics. John
Wiley, New York, 1982.

[120] Y. Ozyoriik und L. N. Long. A time-domain implementation
of surface acoustic impedance condition with and without flow.
Journal of Computational Acoustics, 5(3):277-296, 1997.



218

LITERATUR

[121]

122]

123]

[124]

[125]

[126]
127]

128]

[129]

130]

M. Fleifil, A. M. Annaswamy, Z. A. Ghoniem und A. F. Gho-
niem. Response of a laminar premixed flame to flow oscillati-
ons: A kinematic model and thermoacoustic instability results.
Combustion and Flame, 106:487-510, 1996.

M. Ohtsuka, S. Yoshida, S. Inage und N. Kobayashi. Combusti-
on oscillation analysis of premixed flames at elevated pressures.
ASME Paper No. 98-GT-581, 1998.

J. H. Cho und T. C. Lieuwen. Modeling the response of premi-
xed flames to mixture ratio perturbations. ASMFE Paper No.
GT-2003-38089, 2003.

J. Harper, C. Johnson, Y. Neumeier, T. C. Lieuwen und B. T.
Zinn. Experimental investigation of the nonlinear flame re-
sponse to flow disturbances in a gas turbine combustor. AIAA
Paper No. AIAA-01-0486, 2001.

A. Fischer. Hybride, thermoakustische Charakterisierung von
Drallbrennern. Dissertation, Technische Universitat Miinchen,

2004.
L. Ljung. System identification. Prentice-Hall, 1987.

K. J. Astrom und B. Wittenmark. Computer controlled sys-
tems: theory and design. Prentice-Hall, 1990.

C. Pankiewitz und T. Sattelmayer. Time domain simulation of
combustion instabilities in annular combustors. Journal of En-
gineering for Gas Turbines and Power, 125:677-685, 2003. Ur-
spriinglich veroffentlicht als ASME Paper No. 2002-GT-30063.

C. Pankiewitz, S. Evesque, W. Polifke und T. Sattelmayer.
Stability analysis of annular gas turbine combustors. LECT

Workshop on Instabilities in Aero-Engine Combustors, Stutt-
gart, 2001.

K. Kunze. Untersuchung des thermoakustischen Flam-
meniibertragungsverhaltens in einer Ringbrennkammer. Disser-
tation, Technische Universitdt Miinchen, 2004.



LITERATUR 219

[131] K. Kunze. Personliche Mitteilungen, 2001. Technische Univer-
sitdt Miinchen.

[132] C. W. S. To und A. G. Doige. A transient testing technique for
the determination of matrix parameters of acoustic systems,

[. Theory and principles. Journal of Sound and Vibration,
62(2):207-222, 1979.

[133] C. W. S. To und A. G. Doige. A transient testing technique for
the determination of matrix parameters of acoustic systems,
II: Experimental procedures and results. Journal of Sound and

Vibration, 62(2):223-233, 1979.

[134] C. W. S. To und A. G. Doige. The application of a transient
testing method to the determination of acoustic properties of

unknown systems. Journal of Sound and Vibration, 71(4):545—
554, 1980.

[135] J. Y. Chung und D. A. Blaser. Transfer function method of
measuring in-duct acoustic properties. I. Theory. Journal of
the Acoustical Society of America, 68(3):907-913, 1980.

[136] J. Y. Chung und D. A. Blaser. Transfer function method of
measuring in-duct acoustic properties. II. Experiment. Journal
of the Acoustical Society of America, 68(3):914-921, 1980.

[137] M. L. Munjal und A. G. Doige. Theory of a two source-location
method for direct experimental evaluation of the four pole pa-

rameters of an aeroacoustic element. Journal of Sound and
Vibration, 141(2):323-333, 1990.

[138] M. Abom. A note on the experimental determination of acou-

stical two-port matrices. Journal of Sound and Vibration,
155(1):185-188, 1992.



