Technische Universitdt Miinchen
Institut fiir Energietechnik

Lehrstuhl fiir Thermodynamik

Modellierung der akustischen Wellenausbreitung in
Raketenschubkammern unter Verwendung
nichtlinearer Storungsgleichungen

Stefan Max Koglmeier

Vollstdndiger Abdruck der von der Fakultét fiir Maschinenwesen der Technischen Universitét
Miinchen zur Erlangung des akademischen Grades eines

DOKTOR-INGENIEURS

genehmigten Dissertation.

Vorsitzender:
Univ.-Prof. Dr. rer. nat. Ulrich Walter
Prufer der Dissertation:

1. Univ.-Prof. Dr.-Ing. Thomas Sattelmayer
2. Univ.-Prof. Dr.-Ing. Klaus Hannemann
Justus-Liebig-Universitit GielSen

Die Dissertation wurde am 13.10.2016 bei der Technischen Universitdt Miinchen eingereicht und durch
die Fakultit fiir Maschinenwesen am 05.02.2017 angenommen.






Vorwort

Die vorliegende Arbeit entstand wihrend meiner Tatigkeit als wissenschaftlicher Mitarbeiter
am Lehrstuhl fiir Thermodynamik der Technischen Universitdt Miinchen. Einen GroRteil der
Zeit verbrachte ich dabei im Rahmen einer Kooperation bei Airbus Safran Launchers (ASL)
in Ottobrunn bei Miinchen. Die Arbeit wurde durch die Raumfahrt-Agentur des Deutschen
Zentrums fiir Luft- und Raumfahrt (DLR) mit Mitteln des Bundesministeriums fiir Wirtschaft
und Technologie aufgrund eines Beschlusses des Deutschen Bundestages (Kennzeichen 50
RL 1040) gefordert.

Mein ganz besonderer Dank gilt zundchst meinem Doktorvater Prof. Dr.-Ing Thomas Sattel-
mayer, der es mir gestattet hat, die Arbeit anwendungsbezogen bei ASL in Ottobrunn ausar-
beiten zu konnen. Ich bedanke mich dariiber hinaus fiir das mir entgegengebrachte Vertrau-
en, die Geduld, sowie fiir die gewdhrten wissenschaftlichen Freirdaume wédhrend der Bearbei-
tung des Forschungsprojekts. Fiir die freundliche Ubernahme des Zweitgutachtens danke ich
Prof. Dr.-Ing. Klaus Hannemann ebenso wie Prof. Dr. rer. nat. Ulrich Walter fiir den Vorsitz bei
meiner miindlichen Priifung.

Weiterhin mdéchte ich Dr.-Ing. Oliver Knab und Roland Behr von ASL einen besonderen Dank
aussprechen. Beide haben es mir bis zuletzt ermdglicht, die Dissertation neben meiner be-
ruflichen Tétigkeit bei ASL fertigzustellen.

Fiir die gute und angenehme Zusammenarbeit mochte ich mich bei allen ehemaligen und
aktuellen Kollegen am Lehrstuhl und bei ASL bedanken. Besonders hervorzuheben ist hier
Dr.-Ing. Roland Kaess mit dem ich bis heute ein gemeinsames Biiro in Ottobrunn teile. Er hat
durch seine fachliche und freundschaftliche Unterstiitzung wesentlich zum Gelingen der Ar-
beit beigetragen. Ebenso sei Dr.-Ing. Daniel Morgenweck, meinem ehemaligen Mitstreiter in
Sachen PIANGO, fiir die wertvollen fachlichen Diskussionen und die entgegengebrachte Hilfs-
bereitschaft gedankt.

Ein herzliches Dankeschon fiir die Unterstiitzung in organisatorischen Angelegenheiten geht
an das Sekreteriat des Lehrstuhls fiir Thermodynamik. Vor allem sei an dieser Stelle Frau Hel-
ga Bassett erwdhnt, die auch bei kurzfristigen Problemen und Schwierigkeiten immer noch
eine Losung fand.

Abschliefend mdéchte ich mich bei meinen Eltern ganz besonders herzlich bedanken. Oh-
ne ihre fortwdhrende und bedingungslose Unterstiitzung wahrend meiner gesamten Ausbil-
dungszeit wire diese Arbeit nicht denkbar gewesen. Ihnen widme ich diese Arbeit.

Miinchen, im Februar 2017 Stefan Koglmeier

iii



Teile dieser Dissertation wurden vom Autor bereits vorab veroffentlicht [65, 71-74, 115]. Alle
Vorveréffentlichungen sind entsprechend der giiltigen Promotionsordnung ordnungsgemaf3
gemeldet. Sie sind deshalb nicht zwangsldufig im Detail einzeln referenziert. Vielmehr wurde
bei der Referenzierung eigener Veroffentlichungen Wert auf Verstdandlichkeit und inhaltlichen
Bezug gelegt.

iv



Kurzfassung

Trotz intensiver Forschung stellen Verbrennungsinstabilitdten nach wie vor ein schwer ein-
schétzbares Risko fiir die Entwicklung chemischer Raketenantriebssysteme dar. Um diesem
Problem zu begegnen, ist man bestrebt, die wellendynamischen Vorgédnge innerhalb einer
Raketenbrennkammer theoretisch zu beschreiben und schlieflich zu berechnen. Dazu wur-
dein der Vergangenheit vor allem auflineare Modellgleichungen zuriickgegriffen. Im Rahmen
der vorliegenden Arbeit wird jedoch ein Ansatz auf Basis nichtlinearer Storungsgleichungen
vorgestellt. Zur Losung der Gleichungen wird dabei ein numerisches Zeitbereichsverfahren
hoher Ordnung verwendet. Die Bertiicksichtigung komplexer Teilaspekte, wie Verbrennungs-
einfluss und akustische Dissipation, erfolgt durch spezielle Modellierungsansétze. Wie an-
hand unterschiedlicher Validierungsfille gezeigt werden kann ist das Verfahren grundsitzlich
in der Lage, die Ausbreitung akustischer Wellen innerhalb einer Raketenschubkammer auch
quantitativ richtig zu beschreiben. Durch die Verwendung nichtlinearer Stérungsgleichungen
kann die Methode auch in gradientenbehafteten Stromungsfeldern stabil eingesetzt werden.
Dartiiber hinaus ist der verwendete Ansatz auch im Bereich erh6hter Schwingungsamplitu-
den giiltig. Letzteres ist vor allem im Anwendungsbereich chemischer Raketenantriebssyste-
me von Bedeutung, da das Auftreten instabiler Verbrennungsvorgédnge hier meist mit grolen
Storungsamplituden verbunden ist.

Abstract

Despite intensive research, combustion instabilities still imply a risk for the development of
chemical rocket propulsion systems that is difficult to estimate. To address this problem, ef-
forts are made to describe and simulate the processes related to the wave dynamics within
the combustion chamber. In the past linear model equations have been used extensively. In
the scope of this thesis, however, an approach based on nonlinear perturbation equations is
presented. In this context the governing equations are solved with a high order time domain
method. Complex processes such as the combustion response and the dissipation of acoustic
energy are included by means of special modelling approaches. Within several test cases it
is shown that the method is capable of quantitatively describing the dynamical behaviour of
acoustic disturbances within the combustion chamber. By using nonlinear equations, nume-
rically stable solutions are attained for configurations with intense flow gradients. Further-
more, the method is valid for disturbances of increased amplitude. This is especially relevant
for applications related to rocket propulsion systems where the appearance of combustion
instabilities is often linked with high disturbance amplitudes.
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1 Einfiihrung

Die Erforschung und Nutzung des Weltraums erfordert die stetige Entwicklung leistungsfa-
higer Raumtransportsysteme. Herzstiick eines jeden Raumtransportsystems ist der Antrieb,
wobei hier meist chemische Raketenantriebe mit fliissigen Treibstoffen verwendet werden.
Fliissigkeitsraketenantriebe gelten im Allgemeinen als dullerst komplexe sowie hoch belaste-
te Konstruktionen. Der Betrieb erfolgt hdufig an der Grenze des technisch Machbaren.

Seit den Anfdangen der Raumfahrt kam es deshalb immer wieder zu technischen Problemen,
die sehr oft in einer vollstdndigen Zerstorung der Antriebssysteme endeten. Viele der an-
fanglichen Probleme sind inzwischen weitestgehend verstanden und gel6st. Eine Ausnahme
bilden sogenannte Verbrennungsinstabilitdten, ein Phdnomen, gekennzeichnet durch star-
ke Brennkammerdruckschwingungen, mechanische Vibrationen sowie oft massiv erh6htem
Wairmeiibergang.

1.1 Instabile Verbrennungsvorginge

Die Thematik instabiler Verbrennungsvorgédnge in Fliissigkeitsraketenantrieben ist eng mit
der Geschichte der Grofirakete verbunden. So schreibt etwa Walter Dornberger [31] {iber die
Entwicklung der deutschen A4 Rakete in Peenemiinde:

»Beim 25-t-Triebwerk gab es immer wieder heftige, sich aufschaukelnde Brumm-
erscheinungen, Leistungsabfall und schwere Vibrationen des Ofens bei Standver-
suchen. Wir waren daher gezwungen, trotz aller Herstellungsschwierigkeiten fiir
die Fertigung, zundichst beim 18-Topf-Ofen zu bleiben. “

Nach dem zweiten Weltkrieg wurde die Entwicklung chemischer Raketenantriebe in den USA
sowie in der Sowjetunion intensiv vorangetrieben. Dabei stellte sich die Beherrschung von
Verbrennungsinstabilititen immer mehr als ein zentrales Problem der Triebwerksentwick-
lung heraus. Tabelle 1.1 gibt einen groben Uberblick iiber bekannte, auf Verbrennungsinstabi-
litdten zuriickfiihrbare Triebwerksprobleme innerhalb des US-amerikanischen Weltraumpro-
gramms. Demnach war beinahe jedes groere Entwicklungsprogramm von Verbrennungsin-
stabilitdten betroffen.

Ein zweifelsfrei abschreckendes Beispiel fiir den mitunter erforderlichen Aufwand zur Besei-
tigung von Instabilitdtsproblemen ist die Entwicklung des F-1 Triebwerks fiir die Saturn V
Unterstufe [93, 132]. Die Schwierigkeiten waren hier so gewaltig, dass man entschied, ein ei-
genstdndiges Programm (,,Project First“) zur Untersuchung und Behebung der Instabilitéts-
probleme ins Leben zu rufen. Letztendlich konnte nur durch extremen Testaufwand mit bis
zu 2000 zusédtzlichen Triebwerkstests eine stabile Konfiguration gefunden werden.



Einfiihrung

Tragersystem / Motor Treibstoffe Schub [kN] Druck [MPa] Instabilitét Stabilisierung Injektortechnologie
Redstone Ethanol 347 2.2 verursacht durch Ziindsequenz- Impingement
A-6 LOX? Fordersystem anpassung

Atlas D Kerosin 735 4.0 nur ohne Baffle Impingement
LR-89 LOX Baffle

Titan II - 1. Stufe Aerozin 50° 1050 5.4 Pogo Pogo-Suppressor Impingement
LR-87 N,O, auf N,O, Seite

Titan II - 2. Stufe Aerozin 50 445 5.7 getriggert Baffle Impingement
LR-91 N,0,

Saturn I/1B Kerosin 910 4.9 getriggert Baffle Impingement
H-1 LOX

Saturn IB/V LH2°¢ 1020 4.7 spontan und Injektor- koaxial

J-2 LOX getriggert modifikation

Saturn V Kerosin 6900 7.8 spontan und Baffle Impingement
F-1 LOX getriggert

Apollo Lunar Module Aerozin 50 16 0.8 spontan und Baffle Impingement
LMAE N,0, getriggert

& Fliissigsauerstoff (Liquid Oxygen)

b 1,1-Dimethylhydrazin (UDMH) und Hydrazin im Massenverhéltnis 50:50

¢ Fliissigwasserstoff (Liquid Hydrogen)

Tabelle 1.1: Zusammenstellung einiger bekannter, auf Instabilitdten zuriickfithrbare Triebwerksprobleme innerhalb des US-
amerikanischen Weltraumprogramms (nach [131] mit eigenen Ergdnzungen und Anpassungen).



1.1 Instabile Verbrennungsvorgidnge

Auch die Geschichte des amerikanischen Atlas D Tragersystems ist in hohem Maf3e durch das
Thema Verbrennungsschwingungen gepragt. Obwohl auf Basis ausgedehnter Test- und Qua-
lifikationsprogramme die Stabilitdt des Triebwerks ausreichend nachgewiesen erschien, kam
es hier in zwei aufeinander folgenden Testfliigen zu unerwarteten Verbrennungsschwingun-
gen [51]. Ein vollstdndiger Missionsverlust war jeweils die Folge, wobei nicht nur der Trager
zerstort, sondern auch die zugehorigen Startanlagen erheblich beschddigt wurden. Als Konse-
quenz musste das Antriebssystem wédhrend der eigentlichen Flugerprobungsphase nochmals
vollstdndig tiberarbeitet werden.

Ahnliche Beispiele finden sich auch in verschiedenen sowjetischen Programmen. So berichtet
beispielsweise Rubinsky [112] von Instabilitdtsproblemen bei der Entwicklung und Abnahme
des RD-0110 Triebwerks fiir die dritte Stufe (Block I) des Molniya-M/Soyuz Trégersystems.

Auf europdischer Seite stehen im Wesentlichen zwei bekannte Ereignisse mit dem Auftre-
ten unerwarteter Verbrennungsinstabilitdten in Verbindung. So kann der Verlust des zwei-
ten Flugs der Ariane 1 Rakete auf Verbrennungsinstabilitdten in einem der vier SEP Viking 5
Triebwerke zuriickgefiihrt werden [27,50]. Ebenso werden Verbrennungsinstabilitdten fiir die
verminderte Leistung sowie den vorzeitigen Brennschluss des Aestus Triebwerks im Rahmen
des Ariane 5 Flugs 142 verantwortlich gemacht [50].

Zur grundlegenden Einordnung instabiler Betriebszustdnde in Fliissigkeitsraketenantrieben
wird iiblicherweise die Oszillationsfrequenz der auftretenden Schwingungsphdnomene her-
angezogen. Fiir die unterschiedlichen Bereiche sind in der englischsprachigen Fachliteratur
verschiedene Spezialausdriicke zu finden [51]. Man unterscheidet demnach die Phinomene
Pogo, Chugging, Buzz sowie Screeching.

Instabile Betriebszustdnde mit sehr niedrigen Schwingungsfrequenzen kénnen héufig auf so-
genannte Pogo-Instabilitdten zuriickgefiihrt werden. Dabei handelt es sich um eine Resonan-
zerscheinung zwischen dem Treibstoffférdersystem, der Brennkammer sowie der mechani-
schen Struktur des Trdgersystems. Chugging und Buzz sind hingegen mit deutlich hoheren
Schwingungsfrequenzen verbunden, iiblicherweise im Bereich mehrerer hundert Hertz. Die
Wellenldnge der Schwingungen ist aber nach wie vor deutlich grof3er als die charakteristi-
schen Abmessungen der Brennkammer. Chugging und Buzz beinhalten im Wesentlichen hy-
draulische Schwingungen innerhalb des Treibstoffférdersystems und damit verbunden ei-
ne sich selbst verstarkende Modulation der Verbrennung innerhalb der Schubkammer. Ne-
ben der fluiddynamischen , Steifigkeit“ des Treibstoffférdersystems stellt der Ziindverzug der
eingespritzten Treibstoffe hier eine malgebliche Einflussgrofie dar. Die Unterscheidung zwi-
schen Chugging und Buzz ist meist flieBend, wobei Chugging hdufig den unteren Frequenz-
bereich und Buzz den oberen Frequenzbereich dieses Instabilititsphdnomens charakterisiert.
Pogo, Chugging und Buzz werden zur Gruppe der niederfrequenten Instabilitdten gezihlt.
Letztere sind inzwischen soweit erforscht, dass gréere Probleme nur noch sehr selten beob-
achtet werden. Im Gegensatz dazu stellen hochfrequente Instabilitdten, auch als Screeching
bezeichnet, nach wie vor eine grofe Herausforderung fiir ein Entwicklungsprogramm dar.
Charakteristisch fiir diesen Instabilititstyp ist eine direkte Interaktion der Verbrennung mit
der Akustik des Brennkammervolumens. Die Frequenzen der auftretenden Oszillationen ent-
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sprechen deshalb auch den akustischen Resonanzfrequenzen der Brennkammer und liegen
typischerweise jenseits der 1000Hz-Grenze. Hochfrequente Instabilitdten besitzen normaler-
weise das grolite Gefahrenpotential. Anders als bei niederfrequenten Schwingungen sind bei
hochfrequenten Instabilitdten Beschddigungen bereits nach wenigen hundert Millisekunden
moglich.

Hochfrequente Verbrennungsinstabilitdten, wie sie in Raketenbrennkammern auftreten, kon-
nen prinzipiell als eine Sonderform thermoakustischer Instabilitdten aufgefasst werden. Letz-
tere beruhen allgemein auf einer resonanten Umwandlung thermischer Energie in akusti-
sche Schwingungsenergie. Im Falle von Verbrennungsinstabilitdten stellt die Verbrennung die
thermische Energiequelle dar. Der (turbulente) Verbrennungsvorgang an sich ist stets mehr
oder weniger grollen Schwankungen unterworfen. Die damit verbundene thermische Expan-
sion des Fluids fiihrt unter anderem zur Entstehung von Druckstérungen, welche sich als
Schallwellen innerhalb des Brennkammervolumens ausbreiten. Ein Teil dieser akustischen
Energie geht anschlief3end {iber Systemgrenzen sowie aufgrund verschiedener Dissipations-
prozesse verloren. Der verbliebene Rest ist hingegen in der Lage, die Verbrennung auf unter-
schiedliche Art und Weise zu beeinflussen. Steht die anschlieende Reaktion der Verbrennung
in einer ungiinstigen Phasenlage zur ursdchlichen Druckschwankung, so besteht die Gefahr
einer positiven Riickkopplung. Die Konsequenz ist eine exponentiell anwachsende Schwan-
kungsamplitude, die erst durch das Einsetzen nichtlinearer Effekte begrenzt wird.

A

Kritischer Bereich o~

Betrag

Y

Frequenz

Abbildung 1.1: Bewertung der thermoakustischen Stabilitdt durch Bilanzierung anfachender
und ddmpfender Effekte.

Der hier beschriebene Grundmechanismus fiir die Entstehung themoakustischer Instabili-
tdten wurde bereits sehr friih erkannt. Erste Ansétze einer theoretischen Erklarung wurden
1878 von Rayleigh [104] erbracht. Hervorzuheben ist dabei ein auf ihn zuriickgehendes Krite-
rium, wonach fiir eine positive lokale Riickkopplung das Produkt aus Druckschwankung und
Wirmefreisetzungsschwankung im zeitlichen Mittel einen positiven Wert annehmen muss.
Das Rayleigh-Kriterium stellt dabei eine notwendige, aber keinesfalls hinreichende Bedin-
gung fiir das Auftreten thermoakustischer Instabilititen dar. Vielmehr muss die zugefiihrte
Schwingungsenergie die Summe aller akustischen Verluste tibersteigen (Abbildung 1.1).
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Auf Basis dieser Zusammenhénge ergeben sich prinzipiell drei Moglichkeiten, das Auftreten
von Instabilitdten zu unterbinden. Der erste Ansatz besteht darin, den Grad der positiven
Riickkopplung zu reduzieren. Praktisch kann dies zum Beispiel durch eine Modifikation der
Treibstoffeinspritzung erreicht werden, wodurch der Aufbereitungsprozess sowie die Durch-
mischung der Treibstoffe beeinflusst wird. Allerdings ist die Gestaltung der Treibstoffeinsprit-
zung hiufig mit anderen Auslegungsparametern verkniipft. Die Moglichkeiten der diesbe-
ziiglichen Einflussnahme sind somit meist relativ begrenzt. Es ist deshalb oft giinstiger auf
die zweite Moglichkeit zuriickzugreifen. Diese sieht vor, die akustische Dampfung zu erho-
hen. Um dies zu erreichen, ist im Bereich der Schubkammerentwicklung der Einsatz akusti-
scher Absorber relativ weit verbreitet. Dabei handelt es sich um spezielle Hohlrdume inner-
halb der Brennkammer (in der englischsprachigen Fachliteratur auch als Cavities bezeich-
net), welche zu Resonanzschwingungen angeregt werden und aufgrund von Wirbelbildung
und viskoser Verluste eine Zunahme der akustischen Gesamtddmpfung verursachen. Eine
dritte MaBnahme basiert auf einer Beeinflussung der akustischen Resonanzfrequenzen der
Brennkammer. Wie Abbildung 1.1 verdeutlicht, sind die erforderlichen Voraussetzungen fiir
thermoakustische Instabilitdten hdufig auf einen gewissen Frequenzbereich beschriankt. Es
besteht daher die Méglichkeit, durch Anderung der Brennkammerabmessungen die akusti-
schen Eigenschaften soweit zu vertrimmen, dass die Ausbildung von Resonanzen im poten-
tiell gefdhrdeten Frequenzbereich nicht mehr méglich ist. Allerdings ist die Brennkammer-
geometrie meist sehr grolen Einschrankungen unterworfen, weshalb dieser Ansatz nur sehr
begrenzt eine praktische Bedeutung besitzt.

1.2 Modellierung

Aufgrund des groen Gefahrenpotentials hochfrequenter Verbrennungsinstabilitdten wurde
bereits friih eine theoretische Vorhersage erwogen. Dabei zeigte sich, dass die theoretische
Analyse eine gro8e Herausforderung darstellt. Die Schwierigkeit resultiert dabei vor allem aus
der groBen Anzahl von Einzelprozessen, welche an der Entstehung beteiligt sind und zum Teil
betrdchtliche Komplexitdt besitzen. Dies betrifft insbesondere den Vorgang der Verbrennung
fliissiger Raketentreibstoffe. Die Dynamik dieses Vorgangs wird tiblicherweise durch ein Zu-
sammenspiel unterschiedlicher Einzelprozesse wie Einspritzung, Treibstoffaufbereitung, Ver-
dampfung, Durchmischung und chemische Reaktion bestimmt. Jeder dieser Prozesse stellt an
sich einen komplexen Vorgang dar. Eine brauchbare Modellierung wird aber meist erst dann
moglich, wenn alle relevanten Vorgdnge mit ausreichender Genauigkeit berticksichtigt sind.

Aufgrund dieser Komplexitit ist man im Rahmen einer Modellierung gezwungen, mehr oder
weniger gro8e Vereinfachungen vorzunehmen. Ein Beispiel hierfiir ist der Ansatz von Croc-
co und Cheng [24], die Dynamik der Verbrennung durch ein einfaches Zeitverzugsmodell mit
lediglich zwei Parametern zu beschreiben. Damit war es gegen Mitte der 1950er Jahre erst-
mals moglich, auch ohne nennenswerte Rechenkapazitdten eine qualitative Modellierung
hochfrequenter Instabilitdten vorzunehmen. Auf Basis dieser und @hnlicher Vereinfachun-
gen entstanden bis Ende der 1960er Jahre verschiedene theoretischer Ansitze [51], deren De-
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taillierungsgrad und Aussagekraft aufgrund der damals fehlenden Rechenkapazitidten jedoch
sehr beschréankt ist. Erst mit dem Aufkommen leistungsfdahiger Rechenmaschinen konnte die
Komplexitdat der Modelle weiter erh6ht werden. Dariiber hinaus wurde auch zunehmend da-
mit begonnen, das Rechengebiet zu diskretisieren und die fluidmechanischen Erhaltungs-
gleichungen numerisch zu 16sen [46, 49, 103]. Die Entwicklung dieser Instabilitdtsmodelle ist
dabei eng mit dem Aufkommen der numerischen Stromungsmechanik (Computational Fluid
Dynamics - CFD) verkniipft und setzt sich bis in die heutige Zeit fort [52, 126]. Allerdings ist
man trotz deutlicher Fortschritte nach wie vor nicht in der Lage, die Entstehung hochfrequen-
ter Verbrennungsschwingungen verldsslich vorherzusagen. Die erforderliche Rechenleistung
zur Auflésung und Berticksichtigung aller beteiligten Effekte innerhalb einer Raketenschub-
kammer mit zum Teil mehreren hundert Einspritzelementen steht auch heute - insbesondere
im industriellen Umfeld - noch nicht zur Verfiigung. Man ist deshalb bis auf Weiteres auf ver-
einfachende Modelle angewiesen.

Zur effizienten Berechnung und Analyse hochfrequenter Verbrennungsinstabilitdten wird am
Lehrstuhl fiir Thermodynamik der Technischen Universitdt Miinchen der Ansatz verfolgt, die
Bereiche Akustik und Verbrennung getrennt voneinander zu untersuchen [115]. Dies sieht
vor, die Dynamik der Verbrennung zunédchst mithilfe konventioneller CFD-Verfahren zu ana-
lysieren und die Ergebnisse zur Ableitung eines Riickkopplungsmodells zu verwenden. Letz-
teres stellt einen funktionalen Zusammenhang zwischen der Reaktion der Verbrennung und
den ursédchlichen Schwankungsgroflen des Fluids her. Das gewonnene Riickkopplungsmodell
wird anschliel3end in ein akustisches Simulationsverfahren eingebunden, mit dem Ziel, die
thermoakustische Stabilitdt des betrachteten Systems zu bewerten. Grundlage fiir das akus-
tische Simulationsverfahren bildet dabei der Zeitbereichsakustikldser PIANO'. Die Verwen-
dung des Zeitbereichs besitzt hier unter anderem den Vorteil, dass auch sehr anspruchsvolle
Problemstellungen mit hoher Gitterknotenanzahl effizient analysiert werden kénnen®. Wie
spéter gezeigt wird, bringt eine Simulation im Zeitbereich aber auch spezielle Probleme mit
sich.

1.3 Inhalt und Zielsetzung der Arbeit

Das akustische Simulationsverfahren PIANO stellt eine Entwicklung des Instituts fiir Aero-
dynamik und Stromungstechnik des Deutschen Zentrums fiir Luft- und Raumfahrt dar [28].
Der Anwendungsbereich des Losers erstreckte sich urspriinglich auf die Ausbreitung aero-
dynamisch erzeugten Larms (Aeroakustik). Pieringer [101] konnte jedoch zeigen, dass das
Verfahren im Wesentlichen auch zur Analyse der akustischen Wellenausbreitung in Raketen-
schubkammern geeignet ist. Die vorliegende Arbeit kniipft an die Ergebnisse von Pieringer

Perturbation Investigation of Aerodynamic NOise

’Im Gegensatz dazu sind Losungsverfahren im Frequenzbereich hinsichtlich der maximalen Problemgro-
Be meist stark limitiert. Die Ursache hierfiir liegt im Speicherbedarf, welcher mit zunehmender Problemgrée
enorm anwdachst [2].



1.3 Inhalt und Zielsetzung der Arbeit

an. Der Schwerpunkt liegt dabei auf einer Weiterentwicklung des akustischen Zeitbereichs-
verfahrens mit dem Ziel einer quantitativ richtigen Modellierung der akustischen Dampfung.
Wie im vorherigen Abschnitt erldutert wurde, ist dies eine entscheidende Voraussetzung fiir
eine aussagekriftige Analyse hochfrequenter Verbrennungsinstabilitdten.

Dabei muss zundchst das Problem der numerischen Dissipation angegangen werden. Ohne
eine Optimierung des Losungsverfahrens wiirde die thermoakustische Stabilitét iberschitzt
bzw. verfdlscht werden. PIANO basiert zwar auf einem Ansatz hoher Ordnung. Dennoch zei-
gen die Ergebnisse von Pieringer im Allgemeinen eine deutliche Uberschétzung der Damp-
fungseigenschaften. Um das Verfahren auch fiir eine quantitative Stabilitdtsanalyse nutzbar
zu machen, soll deshalb zunéchst der Einfluss der numerischen Dampfung dahingehend re-
duziert werden.

Im Zentrum der Arbeit steht allerdings die Verwendung sogenannter nichtlinearer Storungs-
gleichungen. Wie im Rahmen der nachfolgenden Ausfiihrungen gezeigt wird, ist dieser Mo-
dellgleichungstyp in der Lage, die akustische Wellenausbreitung auch unter stark inhomoge-
nen Stromungsverhéltnissen prizise und numerisch stabil im Zeitbereich abzubilden. Dar-
iiber hinaus entsteht zusitzlich die Moglichkeit, auch Effekte nichtlinearer Wellendynamik
zu erfassen. Damit ersetzen die nichtlinearen Stérungsgleichungen die urspriinglich von Pie-
ringer verwendeten akustischen Storungsgleichungen [101]. Letztere konnen zwar ebenfalls
problemlos in hydrodynamisch instabilen Strémungen eingesetzt werden. Wie Morgenweck
unter anderem zeigen konnte, ist die Verwendung aus numerischen Griinden jedoch nur im
subsonischen Bereich moglich, wodurch eine breite Anwendung in Raketenschubkammen
somit ausscheidet [88].

Um die Dadmpfung realer Brennkammergeometrien richtig zu erfassen, ist mitunter die Mo-
dellierung komplexer Baugruppen wie Einspritzplatten oder Mischgitter erforderlich. Eine di-
rekte Vernetzung dieser Komponenten ist jedoch aufgrund der geometrischen Komplexitat
praktisch nicht moéglich. Um diese Einbauten dennoch zu beriicksichtigen, wird eine spezi-
elle Verlustmodellierung vorgestellt. Der verfolgte Ansatz erlaubt auch hier die Beriicksich-
tigung nichtlinearen Verhaltens und ist damit konsistent mit der Verwendung nichtlinearer
Storungsgleichungen.

Die nachfolgenden Ausfiihrungen sind wie folgt untergliedert: Zunidchst werden in Kapitel 2
die theoretischen Grundlagen der akustischen Wellenausbreitung in Raketenschubkammern
diskutiert. Den Ausgangspunkt bilden hierfiir die Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls
und Energie. Darauf aufbauend wird die Ausbreitung der unterschiedlichen Lésungsbestand-
teile besprochen und die Grundlagen der akustischen Energieerhaltung skizziert. Abschlie-
Bend wird eine akustische Analogiebetrachtung vorgestellt. Letztere ermoglicht eine ganz-
heitliche Betrachtung der Interaktionsprozesse zwischen den akustischen Storungen und der
Grundstromung. Kapitel 3beschéftigt sich mit der Numerik des verwendeten Simulationsver-
fahrens. Im Zuge dessen werden die Punkte Diskretisierung, Zeitintegration, numerische Sta-
bilisierung und verfiigbare Randbedigungen betrachtet. Kapitel 4 enthilt die theoretischen
Grundlagen zur Einbindung der thermoakustischen Riickkopplung. Auerdem wird die be-
reits erwdhnte Verlustmodellierung vorgestellt. In Kapitel 5 steht das Problem hydrodynami-
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scher Instabilitdten im Zentrum der Diskussion. Die Validierung der nichtlinearen Stérungs-
gleichungen findet in Kapitel 6 statt. Demonstriert wird das Verfahren am Beispiel einer tur-
bulent durchstromten Querschnittserweiterung, welche im Rahmen der Untersuchung akus-
tisch charakterisiert wird. In Kapitel 7 wird der Ubergang zur Brennkammeranwendung voll-
zogen. Im Fokus steht dabei ein von Kathan [68] durchgefiihrtes Experiment zur akustischen
Dampfung in Raketenbrennkammern. Es wird versucht, den experimentellen Aufbau erst-
mals vollstdndig in PIANO ohne Zuhilfenahme externer Messdaten zu modellieren. Kapitel 8
gibt schlielllich einen kurzen Ausblick auf die Moéglichkeiten des Losungsverfahrens im Be-
reich grofler Stérungsamplituden, bevor in Kapitel 9 die Ergebnisse zusammengefasst und
Vorschlége fiir die zukiinftige Weiterentwicklung aufgezeigt werden.



2 Grundlagen der akustischen
Wellenausbreitung in
Raketenbrennkammern

Die Berechnung und Simulation hochfrequenter Verbrennungsinstabilitdten in Fliissigkeits-
raketenantrieben erfordert eine detaillierte Beschreibung der wellendynamischen Vorgiange
innerhalb der Brennkammer. In diesem Kapitel sollen die dafiir erforderlichen Grundlagen
vorgestellt und diskutiert werden. Dabei werden zunéchst unterschiedliche Modellgleichun-
gen als Ausgangspunkt fiir das in dieser Arbeit verwendete Simulationsverfahren diskutiert.
Besonderes Augenmerk wird auf die zu erwartenden charakteristischen Losungsbestandteile
und die damit verbundenen Konsequenzen gelegt. Als Basis fiir das Verstdndnis der akusti-
schen Wellenausbreitung in Raketenschubkammern wird das harmonische Losungsfeld einer
Zylindergeometrie betrachtet. Im Zuge der anschlielenden Diskussion akustischer Randbe-
dingungen, werden dariiber hinaus die Grundlagen der akustischen Energiebetrachtung skiz-
ziert. AbschlieBend wird eine akustische Analogiebetrachtung vorgestellt, die eine geschlos-
sene Betrachtung der Interaktionsprozesse zwischen den akustischen Storungen, den Quell-
termen sowie der Grundstromung ermoglicht.

2.1 Modellgleichungen

Ausgangsbasis zur theoretischen Beschreibung instabiler Verbrennungsvorgéinge ist eine Bi-
lanzierung von Masse, Impuls und Energie. Das Fluid innerhalb einer Fliissigkeitsraketen-
brennkammer besteht im Allgemeinen aus einer Gasphase sowie aus einer oder mehreren
dispersen Phasen. Fiir die Gasphase ergeben sich dabei folgende instantane Erhaltungsglei-
chungen:

oo O
E+0_xj(9“f) =50 (2.12)
oou; O
atl+a—xj(0uiu]‘+p6ij—'[l‘j):Sl‘+ul‘SQ» (21b)
0
S + — (Qujet+ u]p+ 6]] - uiTij) = Se + ul'Sl' + U; ul'SQ , (210)

wobei es sich bei den Groflen SQ, S;und S, um allgemeine, an dieser Stelle nicht ndher spezi-
fizierte Massen-, Impuls- und Energiequellterme aufgrund der Stoffiibergangs- und Verbren-
nungsprozesse innerhalb der Brennkammer handelt und p die Dichte, p den Druck, u; den
Vektor der Stromungsgeschwindigkeit und e, = e + u; u; /2 die spezifische totale innere Ener-
gie der Gasphase bezeichnet. Dariiber hinaus kennzeichnet §,; den Einheitstensor und 7;;
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den viskosen Schubspannungstensor. Fiir ein Newtonsches Fluid mit der dynamischen Vis-
kositét p gilt:

rmry = 2 2 20Uks ) 2.2
ij =i = H dx; Ox; 30x; " (2-2)
Dartiiber hinaus kann tiber das Fouriersche Gesetz
oT
q;=-K— 2.3)
J ax]

der Vektor der konduktiven Wéarmestromdichte g; in Abhéngigkeit der Wirmeleitfahigkeit x
und des lokalen Temperaturgradienten dargestellt werden.

Zur Schliefung des Gleichungssystems 2.1 ist eine Beschreibung des thermodynamischen
Zustands der Gasphase erforderlich. Dabei wird der Zusammenhang zwischen Druck, Dichte
und Temperatur durch eine thermische Zustandsgleichung beschrieben. Fiir die Verhiltnisse
in einer Flissigkeitsraketenbrennkammer gilt hier allgemein der Zusammenhang

p

2 2.4
oRT ~ °F (24)

wobei R die spezifische Gaskonstante bezeichnet und der dimensionslose Realgas- bzw. Kom-
pressibilitdtsfaktor z, die Abweichung des Verhaltens von dem eines idealen Gases mit zz = 1
beschreibt. Innerhalb einer Fliissigkeitsraketenbrennkammer ist der Realgasfaktor iiblicher-
weise deutlichen Variationen unterworfen. So ergeben sich vor allem im Bereich der Einspritz-
und Treibstoffaufbereitungszone meist deutliche Abweichungen vom Idealgasverhalten.

Die spezifische innere Energie der Gasphase e wird durch eine kalorische Zustandsgleichung
charakterisiert. Fiir die hier betrachtete Gasphase® ist e im Allgemeinen eine Funktion der
Temperatur T sowie des spezifischen Volumens v, d.h. e = e(T, v). Unter Beriicksichtigung
dieser Abhéngigkeit gilt fiir das totale Differential der inneren Energie der Ausdruck:

0
de:(—e) d:r+(@) dv
OT v 61} T

=c,(T,v)dT - [p— T(a—p)
v

. 2.
3T dv (2.5)

Dabei bezeichnet ¢, (T, v) = (0e/0T), die spezifische Warmekapazitit der Gasphase bei kon-
stantem Volumen. Die partielle Ableitung (0p/07T), wiederum l&sst sich aus der thermischen
Zustandsgleichung gewinnen, d.h (0p/0T), = pRzpr + pRT(0z/0T),. Unter der Annahme
(0zp/0T), = 0 ldsst sich der zweite Term auf der rechten Seite von Gleichung 2.5 eliminieren.

3Die innere Energie reaktiver Mehrstoffsysteme ist im Allgemeinen auch eine Funktion der Stoffzusammen-
setzung. Im hier vorliegenden Fall wird die Wirkung chemischer Reaktionen jedoch durch den Energiequellterm
S, abgebildet, wodurch eine Beriicksichtigung der chemischen Energie in Gleichung 2.5 entfillt.
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Wird dariiber hinaus die Temperaturabhédngigkeit der spezifischen Warmekapazitét c, ver-
nachléssigt, so gilt fiir die innere Energie der Gasphase e = ¢, T bzw. unter Berticksichtigung
der thermischen Zustandsgleichung 2.4

p
e=——, 2.6
% y-1 (2.6)
wobei y = 1+ Rzp/c,. An dieser Stelle sei erwdhnt, dass die hier getroffenen Vereinfachun-
gen nicht zwangsldufig zp = const. bzw. ¢, = const. bedeuten. Die Modellierung erlaubt bei-

spielsweise weiterhin eine rdumliche Variation der genannten Gréen.

2.1.1 Nichtlineare Storungsgleichungen

Fiir eine Modellierung der dynamischen Vorgédnge ist es von Vorteil, die Vorgdnge in der Gas-
phase in einen quasistationiren Anteil () sowie einen diesbeziiglichen Stérungsanteil (-)’
aufzuspalten. Demnach ergibt sich fiir eine generische Variable ¢ die Zerlegung:

(P:(ﬁq_(b' , (27)

wobei an die Grollenordnung der Stérungen an dieser Stelle keine weiteren Anforderungen
gestellt werden. Angewandt auf die instantanen Grofen des Gleichungssystems 2.1 erhilt
man unter Beriicksichtigung von d¢/dt = 0 ein System nichtlinearer Stérungsgleichungen,
welche nach Morris et al. [89] auch als Nonlinear Disturbance Equations (NLDE bzw. NDE)
bezeichnet werden:

0 0 (_
o ", (0 Q) = Hor S, 2
0 0 (__ i}
a—t(Qui)'+a—xj(Quiu}+9u§uj+9'uiuj
0 ;0 _
E(Qet) +a—xj(9uje;+gu}et+g’ujet
+L_tjp,+ulj-p+q}—ﬂi‘[;—j—u;‘[i]~):He+S;+uiS;-+u;5i+L_tiL_tiS;
+it;1; Sp + U U; S, (2.8¢)
mit
0 (__ _
Ho= 3 o))+, (2.92)
o [ ) -
HIZ_T(Quluj+p5ij Tij)+81+ulsg’ (2.9b)
j
o [ S -
He:—T Qujet+u]p+qj_uiTij)+Se+uisl+ulul89’ (2.90)
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Grundlagen der akustischen Wellenausbreitung in Raketenbrennkammern

sowie dem Storungsanteil der Erhaltungsgrofen,

(ou;) =pui+o'u;,  (0e) =pe,+0'e; . 2.10)

Gegeniiber der instantanen Form der Erhaltungsgleichungen besitzt das NLDE-System kei-
nerlei Vereinfachungen und es gelten bzgl. einer Anwendung in Raketenbrennkammern die
gleichen Vorraussetzungen wie fiir die Erhaltungsgleichungen 2.1. Dariiber hinaus werden
an das verwendete quasi-stationdre Stromungsfeld zundchst keine weiteren Bedingungen ge-
stellt. Es ist somit prinzipiell frei wéahlbar. Einen Sonderfall erhélt man fiir ein Strémungsfeld,
das aus einer zeitlichen Mittelung der instantanen Grof3en resultiert

. 1 (Ta

¢ = Tilinoo T ddr . 2.11)
In diesem Fall besitzt die Losung der Stéorungsgleichungen keinen Gleichanteil, d.h das zeitli-
che Mittel des Storungsanteils verschwindet [75]. Allerdings ist dieser Sonderfall nicht weiter
von Bedeutung, da zur Ableitung eines mittleren Stromungsfelds, entsprechend Gleichung
2.11, die Losung des Problems bereits im Vorfeld bekannt sein miisste. Wird stattdessen z.B.
ein mittleres Stromungsfeld auf Basis einer separaten Losung der Reynolds-gemittelten Navier-
Stokes-Gleichungen (RANS) herangezogen, so enthilt die Losung der Storungsgleichungen
unter Umstidnden einen mehr oder weniger stark ausgeprégten stationdren Anteil [22,75]. Die
Ursache fiir dieses Verhalten kann auf eine unterschiedliche Beriicksichtigung der turbulen-
ten Fliisse zuriickgefiihrt werden, welche im Rahmen einer RANS-Modellierung durch Turbu-
lenzmodelle abgebildet werden. Da aber die turbulenten Fliisse der Stérungsgleichungen im
Allgemeinen nicht mit den turbulenten Fliissen der RANS-Losung iibereinstimmen, werden
dahingehende Unterschiede durch einen zusitzlichen Gleichanteil in den Stérungsgréen
ausgeglichen. Wird dieser Gleichanteil zu dem verwendeten quasistationdren Stromungsfeld
addiert, so ergibt sich eine stationdre Losung, die mit einer zeitlich gemittelten Losung des
Gleichungssystems 2.1 identisch ist. In dieser Hinsicht ist die Losung des NLDE-Systems un-
abhidngig bzgl. des verwendeten quasistationdren Strémungsfelds [22].

Gleichungssysteme auf NLDE-Basis wurden bisher fiir verschiedene Anwendungen im Be-
reich der numerischen Stromungsmechanik (CFD) und der numerischen Aeroakustik (Com-
putational Aeroacoustics - CAA) eingesetzt. Besonders hervorzuheben ist hier die Simulation
akustischer Schallausbreitung [79, 105, 107] und Schallentstehung in turbulenten Stromun-
gen [33, 89, 90]. Ferner gibt es Anwendungen im Rahmen einer Kombination von RANS und
LES (Large Eddy Simulation) - auch als hybride RANS-LES Verfahren bezeichnet [75,123]. Hier
ermoglicht der NLDE-Gleichungstyp eine lokal begrenzte Rekonstruktion des instationdren
Stromungsfelds auf Grundlage einer zuvor durchgefiihrten RANS-Simulation.

Mit der Fokusierung auf eine Berechnung akustischer Storungsausbreitung wird im Folgen-
den vereinfachend davon ausgegangen, dass das quasistationdre Stromungsfeld die Bedin-
gung H, =0,H; =0,H, =0 erfiillt*. Dariiber hinaus wird auf Grundlage der Beziehung 2.6

*Fiir laminare Strémungen ist diese Bedingung ohne Einschréankungen erfiillt. Fiir turbulente Stromungsver-
hiltnisse entspricht diese Annahme einer Vernachldssigung der turbulenten Viskositét [89].
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2.1 Modellgleichungen

die innere Energie aus Gleichung 2.8c eliminiert und der Einfluss der molekularen Viskositét
sowie der Warmeleitung Vernachléissigt5. Auf Basis dieser Vereinfachungen kénnen die NLDE
in ein System nichtlinearer Stérungsgleichungen tiberfiihrt werden (siehe dazu auch Anhang
A), welches nach Long [80] auch als Perturbed Nonconservative Nonlinear Euler (PENNE) be-
zeichnet wird:

o' 00 00 0wy 0@
o, tuig —tu + o—+ —=S,, 2.12
ar Mgy, Yiox, T Cax, T Cox, T e (2-122)
ou'; ou'; 0u; 1(ap’ o ap) 1
G R A P R S
ot "0x; ox;  p\ox; pox;) o
op’' op' ,0p du' O0u; 1 (_ 0y oy
Fr z—l+uz—+ﬂ70 Yiﬂa E(Pu;a—xlﬂﬂrula )
+(y-1S,. (2.12¢)

Wie bereits das Gleichungssystem 2.8 enthdlt auch dieser Modellgleichungssatz eine Reihe
instantaner Grol3en, die sich entsprechend der Beziehung 2.7 aus dem quasistationdren An-
teil der Grundstromung und einem zugehdrigen Storungsanteil bestimmen lassen. Gegen-
iiber den NLDE sind anstelle der Erhaltungsgroflen pu; (Impulsdichte) und pe, (innere To-
talenergiedichte) nun die primitiven Variablen Druck p und Geschwindigkeit u; getreten.
Zusétzlich wurden die konvektiven Terme durch Anwendung der Produktregel in mathema-
tisch dquivalente Ausdriicke iiberfiihrt. Die daraus resultierende nichtkonservative Form ist
im Bereich stetiger Losungen mathematisch dquivalent zur urspriinglich konservativen For-
mulerung der NLDE. Unstetige Losungen, wie sie beispielsweise Stosswellen enthalten, kon-
nen allerdings ausschliellich auf Grundlage einer konservativen Formulierung erfasst wer-
den. Eine nichtkonservative Form fiihrt im Rahmen einer Diskretisierung allgemein zu nicht-
konsistenten Darstellungen. Diese gewédhrleisten die Erhaltungseigenschaft der Differenti-
algleichung lediglich bis zu einer Genauigkeit, die dem Abbruchfehler der Diskretisierung
entspricht. Im Bereich von Unstetigkeiten wird die Erhaltungseigenschaft meist intolerabel
verletzt, was beispielsweise mit falschen Stossgeschwindigkeiten bzw. falschen Sprungbedin-
gungen einhergeht. Eine konservative Formulierung hingegen ist dieser Problematik nicht
unterworfen. Dennoch besitzt eine nichtkonservative Formulierung aber auch gewisse Vor-
ziige. So erleichtert insbesondere der Ubergang zur primitiven Variable p die Anbindung akus-

®Betrachtet man die Ausbreitung einer ebenen Welle v’ (x, t) ~ exp(ikx— iwt), wobei i = v/—=1 und k = w/c die
Wellenzahl bezeichnet, so gilt fiir das Verhéltnis von Tragheits- zu Zdhigkeitskraften [110]:

P2~

Mit der Wellenldnge A = 27/ k als charakteristisches Lingenmal} kann der Ausdruck pcA/u als Reynoldszahl Re
aufgefasst werden. Unter Verwendung typischer Eigenschaften der Gasphase ergeben sich fiir Re Werte in der
GroRenordnung O(107), wodurch die Zihigkeitskrifte gegeniiber den Trigheitskriften als verschwindend gering
einzuschétzen sind. Im Rahmen einer Simulation akustischer Wellausbreitungseffekte kann damit der Einfluss
der Viskositit in guter Ndherung vernachldssigt werden.
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tischer Randbedingungen. Uberdies ergeben sich meist effizientere numerische Losungsme-
thoden, da eine Rekonstruktion der primitiven Variablen aus den konservativen Erhaltungs-
grolen entfallt.

Im Rahmen einer Diskussion der NLDE wurde darauf hingewiesen, dass prinzipiell ein be-
liebiges Grundstromungsfeld innerhalb des Gleichungssystems 2.8 verwendet werden kann.
Zur Ableitung der PENNE Modellgleichungen wird jedoch die Annahme H, =0, H; =0,H, =0
getroffen. Neben einer Beschrankung auf stetige Losungen stellt das PENNE System demnach
auch Anforderungen an das verwendete Grundstrémungsfeld und ist damit im Gegensatz zu
den NLDE nicht mehr frei wéhlbar.

2.1.2 Lineare Storungsgleichungen

Betrachtet man lediglich kleine Stérungen des mittlere Zustands, d.h. ¢'/¢ < 1, so kénnen
Produkte aus mehreren Stérungsgrofen in erster Naherung als verschwindend klein angese-
hen werden. Beschriankt man sich dartiber hinaus auf den Bereich kleiner Wellenzahlen, kon-
nen aullerdem Produkte aus Stérungsgréfen und rdumlichen Ableitungen von Storungsgro-
Ben vernachlédssigt werden. Unter diesen Umstdnden ist es mdéglich, das Gleichungssystem
2.12 nochmals zu vereinfachen:

9" _ 0p , 00 - au;' /Ol /
— 4t U;:—+u.— + + —_— = S , 213
ar Mgy, TMiox, T CPax, T Chx, T e (2.132)
ou' ou ol 1(op’ op) 1
N i, Iy ul J __T(_P_Q_P) =S, (2.13b)
ot 0x; 0x; o\ox; p o0x;) ¢
019’ _0p 7 _au; ;01 1 (- ) 0y - 67’)
—_— — 4+ — + = _— . — R
or  '0x; Hi X; Ypdx,- Ypdl y-1 p”laxi p '0x;
+(y-18,. (2.13¢)

Gegeniiber den nichtlinearen PENNE besitzt das Gleichungssystem 2.13 keine instantanen
GroBen mehr. Die resultierenden Gleichungen enthalten nunmehr ausschlief$lich lineare St6-
rungsterme und werden deshalb allgemein als linearisierte Eulergleichungen bzw. englisch als
Linearized Euler Equations - LEE bezeichnet.

Im Gegensatz zu den PENNE zeigen die LEE aufgrund ihres linearen Charakters grundsétzlich
keine Amplitudenabhéngigkeit, d.h. die Losung der LEE wird durch den Betrag der Storungs-
amplituden nicht beeinflusst. Dariiber hinaus ist die Giiltigkeit der linearisierten Eulerglei-
chungen lediglich auf kleine Stérungsamplituden beschrankt. Wellenausbreitungseffekte im
Bereich erhohter Storungsamplituden kénnen somit nicht erfasst werden. Dies ist vor allem
im Anwendungsbereich chemischer Raketenantriebe ein bedeutender Nachteil, da die hier
beobachteten Verbrennungsinstabilititen hdufig auf betrachtliche Amplituden anwachsen
und deutliche Anzeichen einer nichtlinearen bzw. amplitudenabhidngigen Wellenausbreitung
zeigen.
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2.2 Ausbreitung von Stérungen

Wie bereits das PENNE-System ist auch der Gleichungssatz 2.13 in nichtkonservativer Form
geschrieben. Im Gegensatz zu nichtlinearen Stérungsgleichungen sind linearisierte Modell-
ansitze jedoch grundsitzlich nicht in der Lage, unstetige Losungen aus einem zunéchst steti-
gen Anfangszustand auszubilden. Die Erhaltungseigenschaft des Gleichungssystems 2.13 ist
damit trotz nichtkonservativer Form zu jeder Zeit sichergestellt und es ergeben sich keine
weiteren Einschrdnkungen fiir die Anwendbarkeit der Modellierung.

2.2 Ausbreitung von Storungen

Zur Analyse der speziellen Eigenschaften der linearisierten Eulergleichungen werden im Fol-
genden einige Vereinfachungen getroffen. Zunédchst wird von einem parallelen Grundstro-
mungsfeld i; = (U ,0,0)” mit U = const. und Y = const. ausgegangen. Gilt dariiber hinaus
S, =0,S;=0und S, =0, so ldsst sich die Ausbreitung der Stérungen mit Hilfe des folgenden

0
Gleichungssystems beschreiben:

a0’ a0’ ou’
_Q+U_Q+ A ul_o

—i-p, 2.14
ar ~ ox  ox (2.142)
ou'; ou;  1op
oyt _1or (2.14b)
ot 0x 0 0x;
ap’ ap’ ou’
Pyl iy, (2.14¢)

ot 0x 0x;

Im Weiteren wird analog zum Vorgehen von Ewert et al. [37] bzw. Pankiewitz [98] die Dichte-
schwankung g in einen isentropen Anteil p” sowie einen Restanteil p° aufgespalten:

o' =o"+0°, (2.15)

wobei der isentrope Anteil der Dichteschwankung iiber die Schallgeschwindigkeit ¢ an die
Druckschwankung p' = C‘ng gekoppelt ist. Fiir die Geschwindigkeitschwankungen wird eine
sogenannte Helmholtz-Zerlegung durchgefiihrt [37,98]. Dabei l4sst sich allgemein u} in einen
rotationsfreien Anteil uf’ sowie einen divergenzfreien Anteil u} aufspalten:

Pruf . (2.16)

!/
Ferner ist es zweckmifig, den rotationsfreien Anteil der Geschwindigkeitsschwankung als
Gradient eines Potentials ¢ auszudriicken:
p_0p

u.

= . 2.17
=5, (2.17)

Mit der Definition der Druckschwankung p’ auf Basis der substantiellen Ableitung des Poten-
tials [98], d.h.

_(0¢ 6(p)
"= p|l=Z=+U—L], 2.18
P Q(6t+ ox (2.18)
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ergeben sich nach Einsetzen der Ausdriicke 2.15 bis 2.18 in das Gleichungssystem 2.14 schlief3-
lich drei von einander entkoppelte partielle Differentialgleichungen fiir die Ausbreitung der
Stérungen p°, u{ und ¢:

8p° 90°
a—Qt+U aﬁzo, (2.19a)
X
ou? ouy
~tU =0, (2.19b)
X
d 0\ 0%
—tU—| p-*"L 0. 2.19
(6t+U6x) © ox? (2199

Betrachtet man das Ergebnis, so fillt sofort auf, dass es sich bei Gleichung 2.19a und Glei-
chung 2.19b jeweils um eine einfache lineare Transportgleichung, genauer gesagt um eine
lineare Advektionsgleichung mit konstanten Koeffizienten handelt. Die allgemeine Losung
dieser partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung lautet jeweils:

Qs:QO(t_%) , u;f’:u?(t—%) , (2.20)

Man kann diese Lésung als Storungen der Form p° bzw. u? auffassen, die sich mit der konstan-
ten Stromungsgeschwindigkeit U in positive x-Richtung ausbreiten. Die Form der Stérungen
bleibt dabei widhrend des Transports unverdandert. Eine besondere Bedeutung besitzen in die-
sem Zusammenhang Geraden, welche durch die Bestimmungsgleichung x— Ut = const. defi-
niert sind. Man spricht hier von den sogenannten Charakteristiken, da die Lésung langs dieser
Geraden konstant ist.

oA A

X

Abbildung 2.1: Ausbreitung der charakteristischen Losungsbestandteile der linearisierten
Eulergleichungen in einem parallelen, gradientenfreien Grundstrémungsfeld.
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2.2 Ausbreitung von Stérungen

Gleichung 2.19c wiederum stellt eine konvektive Wellengleichung fiir das Potential ¢ dar. Fiir
Storungen, welche sich parallel zur mittleren Stromung ausbreiten, ergibt sich folgende allge-
meine Losung:

(p:(p+(t—é+U)+<p_(t+é_U) ) (2.21)
Gleichung 2.21 lisst sich als Uberlagerung zweier Stérungen ¢ und ¢~ interpretieren, wobei
erstere die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢+ U besitzt und in positive x-Richtung fortschreitet.
¢ hingegen breitet sich mit der Geschwindigkeit ¢ — U in die entgegengesetzte Richtung aus.
Die Charakteristiken dieser Stérungsausbreitung sind somit durch die Geradengleichungen
x—(C+U)t=const.bzw. x + (¢ — U)t = const. definiert (Abbildung 2.1). Damit wird deut-
lich, dass das Gleichungssystem 2.14 insgesamt drei charakteristische Losungen enthilt, wel-
che auch als sogenannte Moden bezeichnet werden. Diese besitzen demnach die folgenden

grundlegenden Eigenschaften [21]:

* Die Entropiemode ist durch nicht-isentrope Dichtestorungen p° charakterisiert. Diese
breiten sich konvektiv mit der Grundstréomung U aus.

* Die Wirbelmode beschreibt die Ausbreitung bzw. den Transport divergenzfreier, also
quellfreier Geschwindigkeitsstérungen u; in bis zu drei Raumrichtungen. Ebenso wie
die Entropiemode wird auch die Wirbelmode mit der Grundstréomung U konvektiv trans-
portiert.

e Die Akustikmode schlieBlich ldsst sich auf ein Potential ¢ zuriickfithren, welches des-
halb auch akustisches Potential genannt wird. Mit ihr sind zum einen Druckstérun-
gen p', aber auch isentrope Dichteschwankungen p” sowie rotationsfreie Geschwin-
digkeitsstorungen uf verbunden.

Diese Ergebnisse lassen sich grundsétzlich auch auf das vollstindige Gleichungssystem 2.13
iibertragen. Hier ist allerdings zu beriicksichtigen, dass sich lediglich fiir den untersuchten
Spezialfall einer parallelen Grundstromung ohne Gradienten vollstdndig entkoppelte Moden
ergeben. Fiir ein inhomogenes Stromungsfeld tritt im Allgemeinen eine Wechselwirkung zwi-
schen den einzelnen Moden bzw. eine Interaktion mit dem Grundstrémungsfeld auf [37,98].
Damit verbunden ist auch ein gegenseitiger Energieaustausch zwischen den einzelnen L6-
sungsbestandteilen. Im Hinblick auf thermoakustische Instabilitdten sind insbesondere die
Energieaustauschprozesse zwischen der akustischen Mode und den beiden konvektiven Mo-
den von Bedeutung. Um diese Zusammenhénge ndher zu beleuchten, wird in Abschnitt 2.6
eine akustische Analogiebetrachtung vorgestellt. Dariiber hinaus ergeben sich auch Auswir-
kungen auf die Stabilitdt des numerischen Zeitbereichsverfahrens. Dahingehende Details wer-
den spdter in Kapitel 5 behandelt.
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2.3 Analytische Losung in Zylindergeometrien

Die Ausbreitung akustischer Storungen innerhalb einer Fliissigkeitsraketenbrennkammer ist
grundsétzlich in alle drei Raumrichtungen moglich. Eine eindimensionale Betrachtung ent-
sprechend Gleichung 2.21 ist fiir eine klassische Raketenschubkammer, bestehend aus einem
zylinderformigen Brennkammersegment und einer anschliefender Lavaldiise, jedoch meist
nicht ausreichend. Um ein grundlegendes Verstdndnis liber die akustische Storungsausbrei-
tung in Raketenschubkammern zu erlangen, wird nachfolgend die dreidimensionale Akustik
einer einfachen Zylindergeometrie betrachtet.

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass sich die Ausbreitung akustischer Stérungen in ei-
nem homogenen Stromungsfeld durch eine konvektive Wellengleichung fiir das Potential ¢
beschreiben ldsst. Unter Verwendung von Gleichung 2.18 sowie einer erneuten Anwendung
der substantiellen Ableitung ldsst sich das Potential ¢ eliminieren und durch die Drucksto-
rung p’ ersetzen:

1 (24_ 0 )2 , azp/
ot 0x

— -—=0. (2.22)
¢? ox?

Fiir die effiziente Betrachtung der Wellenausbreitung in eimem zylindrischen Brennkammer-
volumen ist es angebracht, Zylinderkoordinaten (r, 9, x) einzufiihren. Auf Grundlage der Be-
ziehungen

y=rcosd, z=rsind (2.23)

lasst sich der Laplace-Operator in Gleichung 2.22 in eine Zylinderkoordinatendarstellung tiber-
fithren [32]. Damit gilt:

1(6 Ua)z, 1a(ra_p’) 10°p" 0°p

_ _+ - —_—
2 \ot 0x ror\ or

—=0, (2.24)
2 09>  0x®

wobei r den radialen Abstand von der x-Achse und 9 den Polarwinkel bezeichnet. Unter der
Annahme harmonischer Zeitabhingigkeit ldsst sich eine analytische Losung der Form

P~ p,(r) po(0) p,(x) expiowt) (2.25)

finden [26, 32, 110]. Dabei bezeichnen p,(r), py(9) und p,(x) allgemeine Ansatzfunktionen
zur Beschreibung der Losungsabhingigkeit in der jeweiligen Koordinatenrichtung. Die An-
satzfunktion in Umfangsrichtung p(9) besitzt unter Einbeziehung der Konsistenzbedingung
Po(0) = pg(0 +2m) die allgemeine Form [32]:

pg = Egexp(—im9) + Ggexp(im?) , (2.26)

wobei m € Z. Das Ergebnis kann als Uberlagerung zweier gegenlidufiger Lésungsbestandteile
interpretiert werden. Durch Anpassung der beiden Konstanten Fy und Gy ist es unter ande-
rem moglich, das zeitliche Verhalten der Losung entscheidend zu beeinflussen. Fiir Fy = 0,
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Gg # 0 bzw. Fy # 0, G4 = 0 rotiert die Druckverteilung bei gleichbleibender Amplitude mit
der konstanten Winkelgeschwindigkeit dd/dt = + w/m in positive bzw. negative 9-Richtung.
Man spricht hier von einer reinen Rotationsmode. Fiir Fy = Gy # 0 hingegen erhilt man ei-
ne Uberlagerung zweier Losungsbestandteile mit identischer Amplitude. Daraus resultiert ei-
ne Druckverteilung, welche zwar zeitlich schwankt, sich dabei aber nicht dreht. Man spricht
dann von einer (in Umfangsrichtung) stehenden Mode. Folgerichtig erhilt man mit Fy # 0,
Gg #0und Fy # Gy eine Kombination aus rotierender und stehender Mode.

Die Bestimmung der Ansatzfunktion p, (r) fithrt im Rahmen einer Separation der Variablen
auf eine Besselsche Differentialgleichung der Ordnung m. Diese besitzt die allgemeine Lo-
sung [32]:

p,=CJ,(ar)+C,Y,, (ar) (2.27)

mit den Konstanten « sowie C; und C,. Bei J,, und Y,, handelt es sich um Besselfunktio-
nen erster bzw. zweiter Art. Letztere werden auch als Neumann- bzw. Weberfunktionen be-
zeichnet. Da Y,,(0) = —oo kann fiir ein physikalisch korrektes Verhalten nur C, = 0 gelten.
Dariiber hinaus muss unter der Annahme schallharter Wande der radiale Anteil der akusti-
schen Geschwindigkeitfluktuation am Ort r = D /2 verschwinden. Dies ist gleichbedeutend
mitdp'/dr(r = D,/2) =0bzw. dJ,,(ar)/dr(r = D,/2) = 0. Um diese Randbedingung zu erfiil-
len, muss fiir die Konstante « als Bestandteil der allgemeinen Lésung die Bedingung

2
o= Nmn

D (2.28)

[

gelten. Dabei bezeichnet n,,,,, die n-te Nullstelle der ersten Ableitung der Besselfunktion m-
ter Ordnung, d.h. dJ,,,(n,,,)/dr = 0. Eine Auflistung der Nullstellen n,,,,, bis zur Ordnung m =
0, n=2istin Tabelle 2.1 enthalten.

m n 1n,, Bezeichnung
1 0 1.8413 T1
2 0 3.0543 T2
0 1 3.8317 R1
3 0 4.2012 T3
4 0 53175 T4
1 1 5.3313 T1R1
5 0 6.4154 T5
2 1 6.7060 T2R1
0 2 7.0156 R2

Tabelle 2.1: Nullstellen der ersten Ableitung der Besselfunktion /,,, d.h.dJ,,(n,,,,)/dr = 0und
zugehorige Modenbezeichnungen.
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Mit den getroffenen Einschrdnkungen und Randbedingungen erhélt man schlieflich fiir die
Losung in radialer Richtung den Ausdruck

an”r) ) (2.29)

ﬁrzcljm( D

c

An die Konstante C; werden keine weiteren Einschrinkungen gestellt. Sie ist somit frei wéhl-
bar und ermdéglicht lediglich eine Skalierung der Amplitude. Mit den Ausdriicken 2.26 und
2.29 ist die Losung in Umfangs- und radialer Richtung bestimmt. Abbildung 2.2 zeigt die mo-
mentane Druckverteilung in einer Querschnittebene fiir unterschiedliche Moden. Zur Kenn-
zeichnung der Moden wird die im Bereich der Akustik tibliche Notation T(m)R(n) verwendet.
Demnach besitzt z.B. der Schwingungszustand mit m = 1 und n = 0 die Bezeichnung T1R0

oder kurz T1.
T1 T2 R1
mn=(1,0) mn=(2,0) mn=(0,1)
T3 T1R1

“a» 4"
b 4 v o (06

QPF YW

mn=(3,0) mn = (4,0) mn=(1,1)

Abbildung 2.2: Momentane Druckverteilung in einer Querschnittebene fiir unterschiedliche
Zylindermoden. Die Farben rot und blau kennzeichnen Bereiche erhdhten bzw. verminderten
akustischen Drucks.

Bisher wurde lediglich die Lésung der Wellenausbreitung in der Querschnittsebene bestimmt.
Fiir die Ansatzfunktion in axialer Richtung p,(x) erhdlt man nach [32, 110] den folgenden
Zusammenhang

p.=F.exp(-ik} x)+ G exp(=ik,,,x) (2.30)
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2.3 Analytische Losung in Zylindergeometrien

wobei

N —Mki\/kz—(ann/Dc)z(l—Mz)
ki = — (2.31)

mit k = w/¢ sowie der Machzahl M = U/¢. Analog zur Ansatzfunktion in Umfangsrichtung
handelt es sich auch hier um eine Uberlagerung zweier gegenliufiger Teillosungen®. Inter-
pretiert man diese Teillssungen als Wellen, so bezeichnet k,, die Wellenzahl der stromab
bzw. stromauf laufenden Welle mit zugehoriger Amplitude F, bzw. G,. Verglichen mit den
Konstanten der Ansatzfunktion pgy bestimmen F, und G, in analoger Weise das zeitliche
Verhalten der Losung. So erhilt man beispielsweise unter der Annahme G, = 0 und F, # 0
eine Druckverteilung, welche sich bei gleichbleibender Amplitude mit der Geschwindigkeit
dx/dt = w/k},, in positive x-Richtung bewegt. Fiir £, = 0 und G, # 0 hingegen verschiebt
sich die Druckverteilung mit dx/dt = w/k,,, in negative x-Richtung. In beiden Féllen bleibt
die Form der Druckverteilung wihrend der Ausbreitung unveriandert. Mit £, = G, # 0 und
k., = k,,, ergibt sich wiederum eine Uberlagerung zweier gegenldufiger Wellen, wodurch
eine stehende Welle resultiert.

Abschliel3end soll noch auf die Bedeutung von Gleichung 2.31 ndher eingegangen werden.
Diese, auch als Dispersionsrelation bekannte Beziehung, stellt einen Zusammenhang zwi-
schen den axialen Wellenzahlen k,,,, der Konstanten a = 21,,,,/D,, die auch als radiale Wel-
lenzahl bezeichnet werden kann, sowie der Gesamtwellenzahl k = w/¢ und der Machzahl
M = U/ ¢ her. Wie aus Gleichung 2.31 hervorgeht, sind fiir M = 0 die axialen Wellenzahlen k;,,,,
vom Betrag her identisch. Mit steigender Machzahl tritt allerdings eine zunehmende Asym-
metrie in Erscheinung. Demnach nimmt der Betrag der Wellenzahl in Strémungsrichtung zu,
die entgegen der Stromung gerichtete Wellenzahl betragsméf3ig hingegen ab. Dariiber hinaus
ergeben sich fiir

c _Eznmn

= 1— M? 2.32
mn D ( )

w<w
c

komplexe axiale Wellenzahlen, wodurch die Amplitude der Druckverteilung in ihrer axialen
Ausbreitungsrichtung exponentiell abgeschwicht wird, d.h. p,. ~ exp[S(kZ,,,) x]. Erst mit dem
Erreichen der sogenannten Cut-On-Winkelgeschwindigkeit w$,,, ist somit eine ungehemmte
Ausbreitung moglich. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von einer reguldren Wel-
lenausbreitung [32]. Aufgrund des exponentiellen Abklingverhaltens sind Moden unterhalb

6Prinzipiell ldsst sich auch die Losung in radialer Richtung als Uberlagerung gegenldufiger Teillésungen inter-
pretieren [32]. Dazu wihlt man eine zu Gleichung 2.29 identische Formulierung auf Basis der Hankelfunktionen
erster und zweiter Art

pr= ﬁrH,%)(ar) + GrHﬁ,ll)(a’r) ,
wobei fiir ar > m néherungsweise Hﬁ,ll) ~exp(iar)/v/mar und H,(,%) ~exp(—iar)/y/mar. Damit beschreibt H,%)

eine konvergierende, d.h. entgegen der r-Richtung nach innen laufende Welle. H,(ﬁ) hingegen beschreibt eine
divergierende, also nach auen laufende Welle.
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Grundlagen der akustischen Wellenausbreitung in Raketenbrennkammern

der Cut-On-Bedingung im Allgemeinen nicht ausbreitungsfahig. Sie besitzen deshalb prak-
tisch keine Bedeutung. Eine besondere Rolle nehmen jedoch rein longitudinale Moden ein.
Da hier 1,,,,, = 0 ist, gilt w},,, = 0. Somit besteht fiir longitudinale Moden keine Ausbreitungs-
beschrankung.

2.4 Impedanz, Admittanz, Reflexionsfaktor

Im vorangegangenen Abschnitt wurde zur Diskussion der Wellenausbreitung in Zylindergeo-
metrien bereits kurz auf das akustische Verhalten an schallharten Wanden eingegangen. Da-
bei wurde lediglich ein Sonderfall behandelt. Im Folgenden sollen zur allgemeinen Beschrei-
bung akustischer Randbedingungen die Begriffe Impedanz, Admittanz und Reflexionsfaktor
eingefiihrt sowie deren Bedeutung niher erldutert werden.

Die akustische Impedanz Z ist eine im Bereich der klassischen Akustik weit verbreitete Gro-
Be. Sie ist definiert als das lokale Verhdltnis aus akustischer Druck- und Geschwindigkeitssto-
rung, wobei lediglich der Normalenanteil der Geschwindigkeitsstorung zur Bezugsfldche in
die Definition miteinflief3t:

A

P

in;

7 =

(2.33)

<

Die akustische Impedanz ist im Allgemeinen eine komplexe GréRe. Der Realteil J3(Z) wird
{iblicherweise als Resistanz, der Imaginirteil $(2) als Reaktanz bezeichnet. Fiir den Kehrwert
der akustischen Impedanz hingegen ist die Bezeichnung akustische Admittanz ¥ geldufig. Es
gilt die Definition:

i} _ un;

(2.34)

A ’

p

wobei sich die akustische Admittanz aus der Konduktanz Si(Y) sowie der Suszeptanz (V)
zusammensetzt. Das Produkt aus mittlerer Dichte ¢ und zugehoriger Schallgeschwindigkeit
¢ wird als spezifische akustische Impedanz bzw. auch als Wellenwiderstand eines Fluids be-
zeichnet. Diese charakteristische Grof3e ldsst sich nutzen, um eine dimensionslose Darstel-
lung der akustischen Impedanz bzw. Admittanz zu erhalten:

1 p S

Y =pc . (2.35)

A ) A

Z* = -
eC U;n; p

Mit Hilfe der akustischen Impedanz bzw. Admittanz ist es moglich, das lokale akustische Ver-
halten an Berandungen und Grenzfldchen eindeutig zu charakterisieren. Dennoch handelt es
sich bei diesen Groflen um relativ abstrakte Formulierungen. Eine anschaulichere Beschrei-
bung akustischer Randbedingungen ist anhand von Reflexionsfaktoren moéglich. Wie die Be-
zeichnung bereits erkennen ldsst, handelt es sich hier um das Amplitudenverhéltnis aus re-
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2.5 Energiebetrachtung

flektierter und einlaufender Welle. Mathematisch ausdriicken ldsst sich dieser Zusammen-
hang als

h= (2.36)

g
f

mit f als der in Normalenrichtung einlaufenden Welle und £ als der sich entgegensetzt aus-
breitenden reflektierten Welle. f und g sind iiber die Beziehungen
f=

+in;, g§=—<-;n; (2.37)

S
S

mit der lokalen akustischen Druckstérung sowie der zugehorigen akustischen Schnelle ver-
kniipft. Ebenso wie die akustische Impedanz bzw. Admittanz ist auch der Reflektionsfaktor
im Allgemeinen eine komplexe Gro8e, wodurch nicht nur eine Skalierung der Amplitude,
sondern auch eine Anderung der Phasenlage zwischen einlaufender und reflektierter Welle
beschrieben werden kann. Abgesehen davon sind Reflektionsfaktoren per Definition dimen-
sionslos.

Unter Verwendung der Beziehungen 2.35 - 2.37 lassen sich akustische Impedanz, akustische
Admittanz und Reflektionsfaktor direkt ineinander tiberfiihren. Demnach gilt u.a.

R=

Z¥-1 1-v*
———— = ) (2.38)
Z*+1

2.5 Energiebetrachtung

Im Rahmen der nachfolgenden Abschnitte soll die Erhaltung der thermoakustischen St6-
rungsenergie ndher betrachtet werden. Die dabei gewonnenen Erkenntnisse iiber die Wir-
kung von Quelltermen und den Transport von thermoakustischer Energie bilden die Grund-
lage fiir das Verstdndnis von Anfachung und Ddmpfung. Letztere stellt einen wesentlichen
Diskussionspunkt der verfassten Arbeit dar.

0Q

Abbildung 2.3: Kontrollvolumen Q zur Bi-
I lanzierung der Storungsenergie
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Grundlagen der akustischen Wellenausbreitung in Raketenbrennkammern

Zur Diskussion der thermoakustischen Energiebilanz wird ein Kontrollvolumen entsprechend
Abbildung 2.3 betrachtet. Bezeichnet E die volumenspezifische Energiedichte der Storungen
im Kontrollvolumen €, so ldsst sich allgemein ein Erhaltungsgesetz der Form

fllﬁnEdv+lf mgdA:jf DAV (2.39)
dt JJJa 00 Q

aufstellen. Dabei bezeichnet I; den Vektor der Flussdichte an den Berandungsflachen 0€, n;
den zugehorigen nach aulen gerichteten Flaichennormalenvektor und D die Quellen- bzw.
Senkendichte im Kontrollvolumen. Gleichung 2.39 besagt, dass sich die zeitliche Anderung
der Gesamtenergie des Storungsfelds aus einer Bilanzierung der Fliisse an den Berandungs-
flichen und Quellen bzw. Senken im Kontrollvolumen ergibt. Betrachtet man tiber ein charak-
teristisches Zeitmal? T, gemittelte GroRen, so ldsst sich ein allgemeines Stabilitdtskriterium
definieren:

STABILITAT < fff (D)dV—ff (n;I;)dA <0 (2.40)
Q 0Q

wobei

1 %
<->:?f0 (-)drt. (2.41)

a

Gleichung 2.39 beschreibt die Erhaltung der volumenspezifischen Energiedichte in integra-
ler Form. Durch Anwendung des Gaullschen Integralsatzes kann das Oberflichenintegral in
Gleichung 2.39 in ein entsprechendes Volumenintegral iiberfiihrt werden. Damit erhélt man
ein dquivalentes Erhaltungsgesetz in differentieller Form

0E 0I; 942
ot ox; (242)
Um obige Ansidtze zur Beurteilung bzw. zur Analyse thermoakustischer Problemstellungen
heranziehen zu kénnen, ist eine Definition der Gré8en E, I; sowie D erforderlich. Dazu wird
tiblicherweise auf die klassischen Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie zu-
riickgegriffen. Fiir einfache Stromungsverhdltnisse ist man in der Lage, durch entsprechende
Umformungen ein Erhaltungsgestz der Form 2.39 bzw. 2.42 abzuleiten. Fiir komplexe Stro-
mungen hingegen ist eine eindeutige Definition meist nicht mehr méglich’. Eine Energiebe-
trachtung ist unter diesen Bedingungen somit deutlich erschwert [16,43, 64].

"zur Verdeutlichung dieser Tatsache betrachtet man den folgenden Zusammenhang, wobei f; eine allgemei-
ne differenzierbare Vektorfunktion bezeichnet [39]:

g (E+%)+i(1i—%)—aE o _p

ot \"Tox, ) "o ' T ar ) "ot Tax,

Demnach wird das Erhaltungsgesetz 2.42 ebenso durch den Ausdruck E + 0f;/0x; fiir die Energiedichte sowie
den Ausdruck I; — df;/0¢ fiir den Fluss erfiillt.
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2.5 Energiebetrachtung

2.5.1 Energiebetrachtung im ruhenden Medium

Eine relativ problemlose Bilanzierung der Stérungsenergie, basierend auf einem Erhaltungs-
gesetz der Form 2.42 bzw. 2.39, ldsst sich unter der Annahme eines verschwindenden mittle-
ren Stromungsfelds erzielen. Ausgangspunkt fiir eine Herleitung sind die linearisierte Impuls-
bzw. Energiegleichung. Unter der Annahme von #; = 0 sowie S, =0, S; =0, S, = 0 reduzieren
sich die Gleichungen 2.13b und 2.13b auf

ou; 1op" 1,
S (2.43)
ot 00x; ©
op'  __0uj ,
- —=(-1S,. 2.44
or 1Py, ~ 1S 244

Im Folgenden wird zunichst Gleichung 2.43 mit gu; und Gleichung 2.44 mit p'/ o¢* multipli-
ziert. Anschlieend werden die sich ergebenden Gleichungen addiert, wodurch sich folgender
Zusammenhang ergibt:

a plz é u; u; a .1 ’)/ B ]' I o! I of

il Dl Rt ) = S,+u.S; . 2.45

at (2@52 2 ax (p ul) 52 p e ul 1 ( )

i

Betrachtet man das Ergebnis, so wird klar, dass Gleichung 2.45 ein Erhaltungsgesetz der Form
2.42 darstellt, wobei sich fiir die Stérungsenergie E, die Flussdichte I; sowie den Quellterm D
folgende Definitionen ergeben:

12

-1 _
u:u-
p= P 0%t (2.46)
2p¢° 2
L=pd, 2.47)
~1
D=Y""p's,+us,. (2.48)
QC

Wie aus 2.46 hervorgeht, setzt sich die Energiedichte E aus zwei Termen zusammen, wobei
ersterer als potentieller Anteil und letzterer als kinetischer Anteil der Storungen interpretiert
werden kann. Die Flussdichte I; wiederum ist gemil$ 2.47 durch das Produkt aus Druck- und
Geschwindigkeitsstérung gegeben.

Der Quellterm D besitzt unter anderem einen Term proportional zum Produkt aus p’ und
S.. Je nachdem welche Phasenbeziehung zwischen der akustischen Druckschwankung p'
und der Stérung der Energiezufuhr S, vorliegt, ergibt sich dadurch ein anfachender oder ein
dampfender Beitrag zur Gesamtenergiebilanz. Dies bedeutet, dass einer thermoakustischen
Schwingung fiir

fo<p’s’e>dV>o (2.49)
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Grundlagen der akustischen Wellenausbreitung in Raketenbrennkammern

weitere Energie zugefiihrt wird. Gleichung 2.49 besagt also, dass zur Produktion von akusti-
scher Energie das Produkt aus Druckschwankung und Energiezufuhrschwankung gemittelt
tiber das charakteristische Zeitmal} sowie integriert tiber das Kontrollvolumen einen positi-
ven Wert annehmen muss. Damit entspricht diese Aussage dem von Rayleigh [104] erstmals
1878 formulierten Kriterium zur Entstehung selbsterregter thermoakustischer Schwingun-
gen. Wie bereits zu Beginn dieser Arbeit erwdhnt wurde, ist das Rayleigh Kriterium lediglich
als notwendige aber nicht hinreichende Bedingung fiir thermoakustisch instabiles Verhalten
aufzufassen. Gemdl Gleichung 2.40 ergibt sich die Stabilitdt eines thermakustischen Systems
aus einer Bilanzierung der Storungsenergie. Dies bedeutet, dass zur Ausbildung einer selbs-
terregten Schwingung infolge eines positiven Rayleigh-Integrals die zugefiihrte Energie die
Energieverluste {ibersteigen muss.

Ebenso wie die Fluktuation der Energiezufuhr S, besitzt auch eine zeitlich schwankende Im-
pulsquelle S; das Potential, einer thermoakustischen Schwingung weitere Energie zuzufiihren
bzw. zu entziehen. Auch hier kommt der Phasenbeziehung zwischen u; und S; eine groe Be-
deutung zu. Da es sich bei u; und S; um vektorielle GréRen handelt, spielen hier aber auch
die Richtungsverhéltnisse eine entscheidende Rolle.

Formal besitzen die Energiedichte E sowie die Flussdichte I; gemaR 2.46 bzw. 2.47 die selbe
Definition wie die erstmals von Kirchhoff [99] eingefiihrte akustische Energiedichte. Kirchhoff
geht dabei ebenfalls von einem ruhenden Medium aus, ohne aber den Einfluss von Quellter-
men zu berticksichtigen. Dadurch besitzt das Storungsfeld ausschlieBlich akustischen Cha-
rakter, d.h. u} = uf . Der Ausdruck akustische Energiedichte ist hier somit gerechtfertigt. Dem-
gegeniiber gilt unter Quelltermeinfluss im Allgemeinen u; = uf + uy, wodurch in diesem Fall
lediglich von Sttilrungsenergie8 gesprochen werden kann. Zur besseren Verdeutlichung die-
ses Sachverhalts betrachtet man die Wirbelstiarkegleichung, die man durch Anwendung des

Rotationsoperators rot(-); := €;;.0(+)/0x; auf die Impulsgleichung 2.43 erhilt:

dw; 1 ,
= —rotS;,
ot o

(2.50)

wobei w} = rotu; die Storung der Wirbelstirke bezeichnet. Aus Gleichung 2.50 geht hervor,
dass ein rotationsbehaftetes Impulsquellenfeld zur Anfachung nicht-akustischer Geschwin-
digkeitsstorungen fiihrt. Aus thermoakustischer Sicht ist jedoch nur die Anregung rotations-
freier Geschwindigkeitsstorungen von Bedeutung. Dennoch wiirde ein Anwachsen dieser Ge-
schwindigkeitsstorungen zu einer Zunahme der Energiedichte geméal der Definition 2.46 fiih-
ren. Dies verdeutlicht nochmals die bereits in Abschnitt 2.5 angesprochene Problematik einer
(akustischen) Energiebilanz in komplexen Strémungsverhiltnissen.

8301l die gesamte Storungsenergie betrachtet werden, so ist nach Nicoud und Poinsot [92] eine Definition
der Energiedichte entsprechend 2.46 nicht mehr ausreichend, da hier lediglich der Einfluss von akustischen
Storungen und Wirbelstédrkefluktuationen beriicksichtigt ist. Der Einfluss von Entropiemoden fehlt hingegen.
Um Letztere zu bertiicksichtigen, schlagen Nicoud und Poinsot auf Grundlage der Arbeiten von Chu [20] die
Erweiterung von E um den Term @Ts'zl (2¢,) vor, wobei s’ die Stérung der spezifischen Entropie bezeichnet.
Fiir eine tiefergehende Diskussion dieser Energiedefinition und der damit verbundenen Konsequenzen sei an
dieser Stelle auf [92], [43] und [16] verwiesen.
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2.5 Energiebetrachtung

2.5.2 Konvektiver Energietransport

Im vorangegangenen Abschnitt wurde davon ausgegangen, dass sich innerhalb des betrach-
teten Kontrollvolumens ein im zeitlichen Mittel ruhendes, gradientenfreies Medium befindet.
Beziiglich einer Anwendung in Raketenbrennkammern ist diese Vereinfachung spétestens
im Einflussbereich der Diise nicht mehr gerechtfertigt. Die Beschrankung auf ein ruhendes
Medium wird im Rahmen dieses Abschnitts fallen gelassen. Um allerdings eine Diskussion
iiber die Bedeutung unterschiedlicher, d.h. akustischer bzw. hydrodynamischer Storgréo8en
von vornherein ausschliefSen zu konnen, wird stattdessen der Einfluss sdmtlicher Quellter-
me vernachldssigt und ein homentropes Grundstromungsfeld betrachtet. Unter diesen Vor-
raussetzungen ldsst sich auf Grundlage der Arbeiten von Morfey [87] die volumenspezifische
Energiedichte und der dazugehorige Fluss wie folgt definieren:

OU; U
= 19__2 ij i 1_72 _i”;’ (2.51)
20c¢ c
p/ pIZ
I; = p'u; +puii;u; + g’f_‘i’f_‘j”} + ﬁi? ) (2.52)

wobei der Quellen- bzw. Senkenterm D = 0. Mit der Beschrdnkung auf isentrope Potenti-
alstromungen wird davon ausgegangen, dass das Stromungsfeld ausschlief3lich von akusti-
schen Stérungen tiberlagert ist. In diesem Fall ist E als akustische Energie und I; als zugeho-
riger akustischer Fluss aufzufassen.

Vergleicht man die akustische Energie bzw. Flussdichte gemal 2.51 bzw. 2.52 mit den ent-
sprechenden Definitionen im ruhenden Medium, so stellt man fest, dass sich insbesondere
fiir die Flussdichte mehrere Zusatzterme ergeben. Zur besseren Interpretation schldgt Mor-
genweck [88] vor, Gleichung 2.52 wie folgt zu faktorisieren:

!/ !/

I = (@u;+%ﬁ,~) (%+ aju}) = mih, . (2.53)
Dabei bezeichnen m; und h}, die bis zur ersten Ordnung genauen Schwankungen der Massen-
stromdichte bzw. der spezifischen Totalenthalpie fiir jeweils isentrope Storungen [87,91]. Die
Flussdichte I; ldsst sich demnach allgemein als Schwankung der Totalenthalpiestromdichte
auffassen. Durch die Anwesenheit einer mittleren Stromung wird sowohl die Schwankung der
Massenstromdichte, als auch der Totalenthalpie beeinflusst, was letztendlich in drei Zusatz-
termen fiir die Definition der Flussdichte resultiert.

Zur Beurteilung des energetischen Verhaltens akustischer Randbedingungen ist es von Vor-
teil, den Zusammenhang zwischen der zeitlich gemittelten Flussdichte (n;I;) und der akusti-
schen Impedanz bzw. Admittanz ndher zu betrachten. Unter der Annahme einer konstanten
mittleren Stromung in Normalenrichtung n; ldsst sich Gleichung 2.52 auf die Gestalt

12

n;I; = (1+M2)p'niuﬁ-+M@5 (niu;)2+M% (2.54)
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A 3(}?)

»anfachend“ |R| >

»dampfend“

nichtrefl.

Abbildung 2.4: Darstellung des Reflexionsfaktors R in der komplexen Ebene.

bringen. M bezeichnet dabei die Machzahl der mittleren Stromung in Normalenrichtung. Um
eine Verbindung mit den komplexen Grolen Impedanz und Admittanz herzustellen, wird {ib-
licherweise ein harmonischer Ansatz fiir die Druckschwankung p’ und die Geschwindigkeits-
schwankung in Normalenrichtung n; u; getroffen:

p'=Ripexplint)], n;u:=NRIn;i; explint)] . (2.55)

1

Durch Einsetzen in Gleichung 2.54 und anschlieBender Anwendung des Mittelungsopera-
tors 2.41 gelangt man schlielllich auf folgende Beziehung zwischen der dimensionslosen Ad-
mittanz Y™ und der zeitlich gemittelten Flussdichte [18]:

1 ok ok
(nili>:T|ﬁ|2[(1+M2)fﬁ(Y )+ MY |2+M] . (2.56)
20c¢
Analog erhilt man eine gleichwertige Beziehung fiir die dimensionslose Impedanz Z*:

(nil;) = gl (1+ M?)RZ) + MIZ* P+ M| . (2.57)

1
2
Gleichung 2.56 bzw. 2.57 ldsst sich u.a. dazu nutzen, um eine energieneutrale Randbedingung,
d.h. (n;I;) = 0 zu definieren. Mit der Einschrinkung $(¥*) = 0 erhilt man beispielsweise fiir
die Admittanz die Bedingungen Y* = —M sowie Y* = —1/M. Dabei entspricht erstere einer
verschwindenden Massenstromdichtenschwankung n;m; = 0 und letztere einer verschwin-
denden Stérung der spezifischen Totalenthalpie i, = 0. Verwendet man den Reflexionsfaktor
R, so lassen sich die Verhiltnisse in der komplexen Ebene besonders anschaulich darstellen.
Hier gilt fiir energetisch neutrales Verhalten allgemein die Bedingung |R| = (1+ M)/(1-M).In
der komplexen Ebene entspricht dies einem Kreis um den Ursprung. Fiir [R| < (1+M)/(1-M)

28



2.6 Akustische Analogie

gilt im Allgemeinen (n;I;) > 0. Der akustische Fluss ist somit nach aullen gerichtet und das
System verliert Energie (,dampfende“ Wirkung). Fiir |R| > (1 + M)/ (1 — M) hingegen ist (n; I;)
nach innen gerichtet, dem System wird also akustische Energie zugefiihrt (,anfachende® Wir-
kung). Die bereits angesprochenen Sonderfille n; m; = 0 bzw. h, = 0 ergeben sich als Schnitt-
punkte des energieneutralen Zustands mit der reellen Achse.

2.6 Akustische Analogie

Wie bereits erwdhnt, wird im Rahmen der vorliegenden Arbeit eine quantitativ richtige Si-
mulation der akustischen Ddmpfung einer Raketenschubkammer angestrebt. Dazu ist ein
grundlegendes Verstdndnis iiber die zu erwartenden Verlustmechanismen erforderlich. In
Abschnitt 2.5.1 wurde die anfachende bzw. ddmpfende Wirkung allgemeiner Quellterme auf
Basis einer Energiebetrachtung diskutiert. Aufgrund der Uberlagerung akustischer und nicht-
akustischer Storungsanteile sowie der generellen Schwierigkeit eine geeignete Definition fiir
die GréBen E, I; sowie D zu finden (Abschnitt 2.5), ist eine Energiebetrachtung nur bedingt
dazu geeignet akustische Dampfungsmechanismen in einer Raketenschubkammer zu iden-
tifizieren.

Einen Ausweg bietet die Betrachtung einer akustischen Analogie. Dabei wird, ausgehend von
den bekannten Erhaltungsgleichungen, versucht, durch entsprechende Umformungen bzw.
Vereinfachungen zu einer Formulierung zu gelangen, die den Charakter einer inhomogenen
akustischen Wellengleichung besitzt. Innerhalb dieser beschreibt die rechte Seite die zu iden-
tifizierenden akustischen Quellen bzw. Senken. Im Folgenden wird ein Ansatz zur Identifika-
tion potentieller Verlustmechanismen vorgestellt. Ziel ist es, eine theoretische Grundlage fiir
die in dieser Arbeit beobachteten Dampfungsprozesse zu legen.

Um eine fiir thermoakustische Instabilitdten geeignete Form einer akustischen Analogie her-
zuleiten®, werden zunichst die instantanen Erhaltungsgleichungen fiir Impuls und Energie
herangezogen. Nach Erweiterung der Impulserhaltung mit ¢*/ (yp) 0p/dx; und unter Verwen-
dung des allgemeinen Zusammenhangs dn(x)/dx = 1/x gilt:

Du; c¢*dl 1 2 1)o
uj ¢ oln(p) _ R __) or (2.58)
Dt 'y 0x; Yp ©)0x;

1 D1 du; 1 ol -1
np) Ao 1, o Yol (2.59)
y-1"7 0x; yp

wobei hier D(-)/Dt =0(-)/0t+ u;0(-)/0x; den Operator der substantiellen Ableitung be-
zeichnet. Anschlieffend wird 0(-)/0x; auf 2.58 und D(-)/Dt auf 2.59 angewandt und die sich

9Eine ausfiihrliche Herleitung findet sich im Anhang B.
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ergebenden Gleichungen voneinander subtrahiert, wodurch schlieflich

_y 0x; Dt\y Dt

axi
1 S|
i(_si)+i (C___)G_P
0x; \p ox; [\Yyp o) 0x;

D( 1 oy y-1 Ou;ou;
Dt{y-1"7 odx; yp ¢) O0x; 0x;

9 (_M) D (1%)_

(2.60)

resultiert. Betrachtet man Gleichung 2.60, so ldsst sich die linke Seite formal als eine kon-
vektive Wellengleichung fiir die Variable In(p) auffassen [102]. Die Ausbreitungsgeschwindig-
keit der Wellen c ist dabei rdumlich variabel. Die rechte Seite beschreibt den Einfluss ver-
schiedener Interaktionsmechanismen auf die Wellenausbreitung. Wie bereits im Rahmen ei-
ner Energiebetrachtung gezeigt wurde, ist die akustische Storungsausbreitung durch Energie-
und Impulsquellen beeinflusst. Dieses Ergebnis wird hier ebenso bestétigt. Gleichung 2.60 er-
laubt aber auch dariiber hinaus gehende Aussagen. So beschreibt der zweite Term der rechten
Seite einen Quellenmechanismus, basierend auf einer Interaktion zwischen nicht-isentropen
Dichtestorungen bzw. Entropiemoden und rdumlichen Druckgradienten. In einer Raketen-
schubkammer ist dieser Term vor allem im Einflussbereich der Diise von Bedeutung. Entro-
piemoden, welche durch turbulente Verbrennungsprozesse generiert werden, erfahren hier
(infolge des Druckgradienten) eine starke Beschleunigung, wodurch eine Kopplung und so-
mit ein Energieaustausch mit den akustischen Storungen einhergeht. Akustische Energie, wel-
che auf diese Weise generiert wird, wird iiblicherweise als indirekter Verbrennungsldrm, Entro
pielirm oder auch als sogenannte ,,akustische Bremsstrahlung“'® [40] bezeichnet.

Gleichung 2.60 wurde bisher nicht linearisiert. Fiir kleine Druckstérungen, d.h. p'/ p < 1 lsst
sich In(p) in eine Taylorreihe um p entwickeln, welche nach dem ersten Reihenglied abge-
brochen wird. Beschrdankt man sich dariiber hinaus auf den Bereich kleiner Machzahlen (wie
beispielsweise innerhalb der Einpritz- und Verbrennungszone), so kann in erster Ndherung
D(-)/Dt durch 0(-)/dt approximiert und p als konstant betrachtet werden [102]. Unter der
Annahme y = const. reduziert sich damit die linke Seite von Gleichung 2.60 auf die klassische
Form der Wellengleichung mit 6rtlich variabler Ausbreitungsgeschwindigkeit:

0 zﬁp') *p 0 (1 )
— (A —yp— | =S.
0X; (C 0x;) o2 Ypdxi o '
b2 [(1-P)s [ 0 Ot 261
-(y— )E[( —E) e]—YP Gxid_xj : (2.61)

101 Analogie zur (elektromagnetischen) Bremsstrahlung, die durch Impulsdnderung (Beschleunigung bzw.
Verzogerung) geladener Teilchen entsteht.
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2.6 Akustische Analogie

Zum besseren Verstiandnis ist es von Vorteil, den letzten Term auf der rechten Seite von Glei-
chung 2.61 weiter aufzuspalten. Es gilt:
0o (1 _
(17

0x; \2

aujau,- Kl G x )+ o
_— X ) -—
0x; 0x; Ox; ' 0x;

_ui(%) . (2.62)
Tox; \dx;

Fiir kleine Mach- bzw. Helmholtzzahlen dominiert vor allem der erste Term auf der rechten
Seite von 2.62. Vergleicht man Gleichung 2.62 mit 2.61, so ldsst sich der dominierende Term
als dquivalente Impulsquelle der Form

Sy’ =—p(@x 1I); (2.63)

ausdriicken. Damit dullert sich die primédre Wirkung des letzten Terms auf der rechten Sei-
te von Gleichung 2.61 durch ein Coriolis-Kraftdichtefeld, welches durch Rotation des Fluids
entsteht.

Gleichung 2.63 ldsst sich nutzen, um die akustische Quellen- bzw. Senkenleistung des Coriolis-
Kraftdichtefelds in einem Kontrollvolumen Q zu bestimmen. Aus Abschnitt 2.5.1 ist bekannt,
dass das Produkt aus Impulsquelle (in diesem Falle S;’) und akustischer Schnelle uf eine
Quelle bzw. Senke akustischer Energie darstellt. Somit gilt unter der Annahme p = p fiir die
im zeitlichen Mittel umgesetzte akustische Leistungsdichte:

(D) =—p((@ = ii), ul’) . (2.64)

Gleichung 2.64 entspricht in dieser Form dem von Howe [55-57] formulierten Ausdruck zur
Bestimmung der akustischen Dissipation in rotationsbehafteten Stromungen. Es sei darauf
hingewiesen, dass die Interaktion zwischen akustischen Storungen und Wirbelstdarkeschwan-
kungen nicht zwangsldufig dissipativen Charakter besitzen muss. Wie in Abschnitt 2.5.1 all-
gemein fiir Impulsquellen diskutiert wurde, spielen hier sowohl die Phasenbeziehung, als
auch die Richtungsverhéltnisse zwischen dem Coriolis-Kraftdichtefeld und der akustischen
Schnelle eine entscheidende Rolle. Im Falle von (D®) > 0 fiihrt die Interaktion zwischen akus-
tischen und hydrodynamischen Fluktuationen zur Produktion zusétzlicher akustischer Ener-
gie. Man spricht in diesem Fall auch von sogenanntem Wirbelschall [57,110].

Betrachtet man die Verhiltnisse in einer Fliissigkeitsraketenschubkammer, so kann davon
ausgegangen werden, dass eine dissipative Wechselwirkung zwischen der akustischen Schnel-
le und den Wirbelstdrkeschwankungen vor allem in unmittelbarer Ndhe zur Einspritzebene
erfolgt. Um dies zu verdeutlichen, sind in Abbildung 2.5a und 2.5b die Verhéltnisse in Injek-
torndhe graphisch dargestellt. Dabei wird davon ausgegangen, dass eine Interaktion zwischen
der Akustik der Brennkammer und der Akustik der Injektoren besteht. Wahrend der positiven
Halbwelle mit 0 < £ < T;/2, wobei Ty die Schwingungsdauer bezeichnet, zeigt die akustische
Schnelle nach aulien, d.h. in positive x-Richtung (Abbildung 2.5a). Damit verbunden ist die
Ablosung einzelner Wirbel, welche anschlieBend aufgrund der Injektorstrémung in postive x-
Richtung transportiert werden. Das Coriolis-Kraftdichtefeld der abgel6sten Wirbel — (@ x #);
ist dabei zur Symmetrieachse der Injektorbohrung hin gerichtet. Das Vektorfeld der akusti-
schen Schnelle uf hingegen besitzt in erster Ndherung die Gestalt einer Potentialstrémung.
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Abbildung 2.5: Interaktion zwischen der akustischer Schnelle uf und dem Coriolis-

Kraftdichtefeld — (@ x it);: Dissipative Interaktion (a), anfachende Interaktion (b), energetisch
neutrale Interaktion (c).

In unmittelbarer Ndhe zur Ablosekante zeigt die akustische Schnelle anndhernd singuldres
Verhalten. Dariiber hinaus stehen die Vektorfelder der akustischen Schnelle und des Coriolis-
Kraftdichtefelds in diesem Bereich anndhernd anti-parallel zueinander, wodurch sich eine
maximale Dampfungswirkung (D¥ < 0) ergibt [54, 110]. Wéahrend der negativen Halbwelle
mit Tp/2 < t < Ty zeigt die akustische Schnelle nach innen, d.h. in negative x-Richtung (Ab-
bildung 2.5b). Eine Ablosung von Wirbel ist in diesem Fall nicht zu erwarten. Wie aus Abbil-
dung 2.5b zu entnehmen ist, besitzt die Interaktion der Wirbelstarkeschwankungen mit der
akustischen Schnelle wihrend der negativen Halbwelle eine anfachende Wirkung (D“ > 0).
Allerdings befinden sich die zuvor ausgebildeten Wirbel fiir T¢/2 < ¢ < T deutlich weiter
stromab der Einspritzebene. Die sich dabei ergebenden Richtungsverhiltnisse fiihren des-
halb meist zu einer deutlich reduzierten Interaktionswirkung, sodass die Dampfungswirkung
in der Summe deutlich tiberwiegt [54,110]. Befindet man sich jedoch aulerhalb des Einfluss-
bereichs der Injektorbohrung (x/d > 1), so ist die Wirkung der Interaktion im Allgemeinen
energieneutral (D“ = 0). Abbildung 2.5¢ verdeutlicht die Interaktionsverhiltnisse am Beispiel
einer tangentialen Brennkammerschwingung. Das Vektorfeld der akustischen Schnelle ist in
ausreichender Entfernung zur Einspritzebene nicht langer durch die Akustik der Injektoren
beeinflusst. Unter der Annahme d <« A, wobei A die Wellenldnge der Brennkammerschwin-
gungen bezeichnet bzw. unter der Annahme einer symmetrischen Schwingung'' hebt sich

"1n diesem Fall wiirde sich die Wirkung iiber die gesamte Schwingungsdauer aufheben.
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2.6 Akustische Analogie

deshalb die Interaktionswirkung iiber den gesamten Ringwirbel betrachtet vollstdndig auf.
Dabei gilt diese Aussage nicht nur fiir tangentiale Schwingungsformen, sondern ebenso fiir
longitudinale und kombinierte Brennkammermoden.

Der hier dargestellte Verlustmechanismus ermdoglicht es, die spéter in Abschnitt 6 und 7 be-
obachteten Dadmpfungseffekte konsistent zu erkldren. Dariiber hinaus ergeben sich Auswir-
kungen auf die Modellierung der akustischen Verluste. Da sich die Ddmpfungswirkung durch
Wirbelabl6sung nur sehr lokal duflert, erscheint somit auch eine 6rtlich begrenzte Abbildung
der Verluste im Rahmen einer Simulation gerechtfertigt. Fiir eine weiterfithrende Diskussi-
on zur Modellierung der akustischen Verluste wird an dieser Stelle auf die Ausfithrungen in
Abschnitt 4.2 verwiesen.
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3 Numerisches Simulationsverfahren im
Zeitbereich

Im Mittelpunkt der nédchsten Abschnitte steht das numerische Verfahren zur Losung der un-
terschiedlichen Stérungsgleichungen. Die Simulation der akustischen Wellenausbreitung er-
folgt dabei im Zeitbereich. Grundlage dafiir bildet der bereits zu Beginn dieser Arbeit erwdhn-
te Akustikléser PIANO.

Numerische Fehler sind fiir eine Simulation wellendynamischer Effekte im Zeitbereich be-
sonders kritisch. Breiten sich Stérungen tiber grofe Distanzen aus, so fithren selbst kleine
numerisch bedingte Fehler nach einer gewissen Zeit zu deutlichen Abweichungen im Simula-
tionsergebnis. Die im Bereich der numerischen Stromungsmechanik (CFD) eingesetzten Ver-
fahren niedriger Ordnung besitzen meist nicht die erforderliche Prézision, um damit quanti-
tativ belastbare Analysen durchfiihren zu kénnen. Um diesem Problem zu begegnen, wurden
innerhalb der numerischen Aeroakustik (CAA) Losungsverfahren entwickelt, die eine mog-
lichst unverfilschte Ausbreitung akustischer Storungen sicherstellen. Dabei kommen vor al-
lem numerische Methoden hoher Fehlerordnung zum Einsatz. Letztere zeichnen sich durch
ein geringes Mal$ an kiinstlicher Dispersion und numerischer Dissipation aus, wodurch der
Charakter der Wellenausbreitung weitestgehend erhalten bleibt.

Um den Einfluss des Losungsverfahrens auf das Simulationsergebnis so weit wie méglich zu
minimieren, werden auch in PIANO numerische Methoden mit hoher Fehlerordnung einge-
setzt. In den nachfolgenden Ausfiihrungen sollen die verwendeten Ansétze vorgestellt und
diskutiert werden. Dies betrifft zundchst die Teilaspekte der Ortsdiskretisierung und Zeitin-
tegration. Besonderes Augenmerk gilt den raumlichen Tiefpassfiltern zur Stabilisierung des
Verfahrens. Dabei wird deutlich, dass vor allem die urspriinglich in PIANO eingesetzten Rand-
filter sehr ungiinstige Eigenschaften besitzen, welche eine Modifikation bzw. Anpassung des
Filterverfahrens erforderlich machen.

Die Leistungsfahigkeit des Simulationsverfahrens wird erheblich durch die Eigenschaften und
die Umsetzung der verschiedenen Randbedingungen beeinflusst. Neben der Diskretisierung
der Grundgleichungen soll im Rahmen des vorliegenden Kapitels deshalb auch auf die in PIA-
NO verfiigbaren Randbedingungen eingegangen werden.

3.1 Ortsdiskretisierung

Die numerische Losung der unterschiedlichen Storungsgleichungen im Zeitbereich erfordert
den Einsatz spezieller Diskretisierungsschemata hoher Ordnung. Im Folgenden soll zunédchst
auf die in PIANO umgesetzte Ortsdiskretisierung eingegangen werden.
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Numerisches Simulationsverfahren im Zeitbereich

3.1.1 Finite Differenzen

Rdumliche Ableitungen werden in PIANO mittels expliziter finiter Differenzen approximiert.
Gegeniiber den gidngigen Verfahren der numerischen Stromungsmechanik, wie beispielswei-
se dem finiten Volumen Verfahren'?, sind finite Differenzen sehr einfach auf hohe Fehler-
ordnung erweiterbar. Die maximal erreichbare Genauigkeit ist lediglich durch die Anzahl der
diskreten Punkte bregrenzt, aus denen die Ableitung approximiert wird. Die allgemeine For-
mulierung dieser Approximation kann wie folgt geschrieben werden:

o
0x

1 M

NM
~ M., .. 3.1)
1 Ax]:_N J b

Dabei bezeichnet ¢ eine allgemeine skalare Grolle, x die Ortskoordinate nach der die Ablei-
tung gebildet werden soll und Ax die konstante Schrittweite zwischen den diskreten Punk-
ten. Ist die Anzahl diskreter Punkte vor und nach dem Bezugspunkt der Ableitung gleich, d.h
N = M, so spricht man von einem symmetrischen bzw. zentralen Differenzenqotienten. Dif-
ferenzenquotienten mit N # M hingegen werden als asymmetrisch bezeichnet und tiberwie-
gend zur Bildung der rdiumlichen Ableitungen an Blockgrenzen eingesetzt.

Von entscheidender Bedeutung fiir die formale Genauigkeit des Ableitungsoperators sind die
Koeffizienten aj-v M , welche tiblicherweise mittels einer einfachen Taylorreihenbetrachtung
bestimmt werden. Um eine partielle Ableitung im Rahmen eines formalen Abbruchfehlers
der Ordnung O(Ax)™ *1 zu approximieren, gelten sukzessive folgende Bedingungen:

M

Y j%aiM=o0, (3.2a)
j=—N

M

Y jtaiM=1, (3.2b)
j=—N

M NM

Zijaj =0 (3.2¢)
=

wobeim=2,...,N+ M.

Um die Eigenschaften des finite Differenzen Operators ndher zu untersuchen, ist es zweck-
maiRig, Gleichung 3.1 mittels der Fouriertransformation

o0

Cﬁ(k)=$f¢(x)e_ikxdx 3.3)

—00

12Prinzipiell ist es auch moglich, finite Volumen hoher Ordnung zu formulieren. Entsprechende Ansétze fin-
den sich z.B. bei Barth [8]. Trotz hoher Flexibilitét - insbesondere auf unstrukturierten Rechengittern - sind Ver-
fahren dieser Art verhéltnisméfig rechenintensiv und im Anwendungsbereich der Aeroakustik bis heute nicht
sehr verbreitet.
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3.1 Ortsdiskretisierung

in den Wellenzahlenbereich zu iiberfiihren. Die Transformation der linken und rechten Seite
von Gleichung 3.1 ergibt somit:

. 1 M y .
ikp(o) = | — > aMel T\ pk) . (3.4)
J=N

Unter Einfiihrung der numerischen Wellenzahl k* kann diese als Funktion der physikalischen
Wellenzahl k wie folgt dargestellt werden:

M g
K*Ax = —ij_Z_N aj.V M pijknx (3.5)

Wie aus Gleichung 3.5 hervorgeht, handelt es sich bei der numerischen Wellenzahl k* im all-
gemeinen um eine komplexe Grof3e. Dabei bezeichnet die Differenz zur physikalischen Wel-
lenzahl im Realteil den lokalen Phasenfehler bzw. Dispersionsfehler und der Imaginirteil der
komplexen Wellenzahl den lokalen Amplituden- bzw. Dissipationsfehler.

In PIANO wird zur Bildung von Ortsableitungen das sogenannte DRP-Schema (Dispersion-
Relation-Preserving) nach Tam und Webb [121] eingesetzt. Dabei wird die Fehlerordnung ei-
nes 7-Punkte Operators lediglich auf (Ax)* durch die Beziehungen aus 3.5 festgelegt. Auf Kos-
ten einer hoheren Fehlerordnung haben Tam et al. zur Bestimmung der Koeffizienten a}v M die
Minimierung des kummulativen Fehlers im dimensionslosen Wellenzahlbereich bis n = 1.1
herangezogen:

n 2
min f lk*Ax — kAx|“d(kAx) . (3.6)

af™ J-n

Das Ergebnis dieser Optimierung ist ein im Vergleich zum nicht-optimierten Verfahren zu-
sdtzlicher Gewinn an Auflésung.

Die spektralen Eigenschaften einiger symmetrischer Differenzenschemata sind in Abbildung
3.1 dargestellt. Zunéchst ist festzuhalten, dass die numerische Wellenzahl fiir symmetrische
Verfahren eine rein reelle GroRe ist, also keinen Imaginéranteil aufweist. Fiir symmetrische
Schemata entfillt somit der Dissipationsfehler. Anders ist das Verhalten hinsichtlich der Di-
spersionsfehler. Idealerweise wiirde bis zur theoretischen Obergrenze kAx/m = 1 die nume-
rische Wellenzahl der physikalischen Wellenzahl folgen. Dass dies praktisch nicht méglich
ist, wird durch Abbildung 3.1 verdeutlicht. Man erkennt, dass fiir alle Verfahren eine Grenze
besteht, ab der die numerisch approximierte Wellenzahl vom idealen Verhalten spiirbar ab-
weicht. Diese Grenze wird iiblicherweise in Form einer minimalen Anzahl an Gitterpunkten
pro Wellenldnge PPW = A/Ax ausgedriickt. Definiert man einen maximal tolerierbaren Fehler
€=|k*Ax—-kAx|/m<1- 10_3, so miissen mit einem gewodhnlichen Schema zweiter Ordnung
(Central Differencing Scheme - CDS) alle relevanten Losungsanteile mit mindestens 23.6 PPW
aufgelost werden. Fiir ein Standardverfahren sechster Ordnung kann bei gleichbleibenden
Genauigkeitsanforderungen die Diskretisierung jedoch auf 6.9 PPW reduziert werden. Dies
bedeutet fiir eine dreidimensionale Problemstellung eine durchschnittliche Reduktion der
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bendétigten Gitterpunkte um den Faktor 40. Zwar muss durch die Auswertung von Differen-
zenquotienten hoher Ordnung ein rechentechnischer Zusatzaufwand einkalkuliert werden.
Dennoch ergeben sich durch den Einsatz von Methoden hoher Ordnung tiblicherweise effizi-
entere Berechnungsverfahren [23, 77].

PPW
32 8 4 2
]. T T T R
0.8} :
S 0.6 g
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< z” 9
x A
= 04 N\
0.2} é “s. \ | Abbildung3.1: Vergleich der numerischen
\\, und physikalischen Wellenzahl fiir symme-
0 ‘ ‘ “\ trische Differenzenschemata: 7P-DRP nach

| |
0 02 04 06 08 1 Tam und Webb (—), 7P-Taylor (---), 3P-
kAx/m Taylor/CDS (--:-), ideal (------).

Abbildung 3.1 ermoglicht auch einen Vergleich zwischen dem in PIANO verwendeten DRP-
Schema und einem nicht optimierten 7-Punkte Differenzenquotienten. Man erkennt, dass
durch die Optimierung eine leichte Verbesserung des Auflosungsvermogens erzielt wird. Fiir
€ < 1-107° betrigt die Aufldsungsobergrenze des DRP-Operators 5.6 PPW, wohingegen im
nicht-optimierten Fall 6.9 PPW erforderlich sind.

Schema Ordnung PPW_ i,
7P-DRP (Tam und Webb [121])  (Ax)* 5.6
7P-Taylor (Ax)® 6.9
3P-Taylor (CDS) (Ax)? 23.6

Tabelle 3.1: Theoretische Auflosungsgrenzen in PPW und formale Genauigkeit verschiedener
finiter Differenzen Schemata; Fehlerkriteriume <1 - 1073,

Bisher wurden lediglich die spektralen Eigenschaften symmetrischer Differenzenquotienten
diskutiert. Diese kommen im Inneren des Rechengebiets zum Einsatz. Am Rand hingegen
ist eine direkte Verwendung symmetrischer Operatoren nicht mehr uneingeschrankt mog-
lich. Zwar kdonnen auch in Randndhe symmetrische Differenzenquotienten niedriger Ord-
nung verwendet werden. Allerdings ist damit eine Reduktion der Fehlerordnung bzw. der
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3.1 Ortsdiskretisierung

Genauigkeit verbunden. Spatestens am dulersten Gitterpunkt ist jedoch auch dieser Ansatz
nicht mehr umsetzbar.

Um auch in Randnéhe die Fehlerordnung des Verfahrens beibehalten zu kénnen, werden
in PIANO asymmetrische Differenzenquotienten hoher Ordnung verwendet. Wie bereits im
symmetrischen Fall werden auch im asymmetrischen Fall jeweils sieben Stiitzstellen zur Ap-
proximation der rdumlichen Ableitung herangezogen. Analog zum symmetrischen Schema
wurde auch hier die formale Fehlerordnung durch die Beziehungen 3.2 auf (Ax)* festgelegt.

Alle verbleibenden Freiheitsgrade sind auf eine Maximierung der spektralen Auflosung hin
optimiert.

PPW
32 8 4 2 32
1— T T Al : i 0.2 — :
0.8 Vol !
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Abbildung 3.2: Vergleich der numerischen (Real- und Imaginirteil) und der physikalischen

Wellenzahl fiir in PIANO verwendete asymmetrische Differenzenschemata: N = 2,M = 4
(—)3 N=1,M=5(---); N=0,M=6(---).

Abbildung 3.2 zeigt die spektralen Eigenschaften der in PIANO verwendeten asymmetrischen
Differenzenquotienten. Anders als zuvor fiir symmetrische Differenzenquotienten festgestellt
wurde, ist die numerische Wellenzahl im asymmetrischen Fall eine komplexe Grof3e. Damit
besitzen asymmetrische Approximationen nicht nur Dispersionsfehler, sondern auch Dissi-

pationsfehler. Dies hat zur Konsequenz, dass bestimmte Losungsanteile in Wandndhe eine
kiinstliche Anfachung bzw. Dampfung erfahren.

Aus Abbildung 3.2 wird deutlich, dass sich die spektralen Eigenschaften der Differenzenquo-
tienten mit zunehmender Asymmetrie immer mehr verschlechtern. Die Fihigkeit, die physi-
kalische Wellenzahl iiber einen gewissen Bereich ausreichend zu approximieren, ist hier ge-
geniiber einem symmetrischen DRP-Schema deutlich reduziert. Gliicklicherweise ist dieses
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Numerisches Simulationsverfahren im Zeitbereich

Verhalten auf den randnahen Bereich begrenzt, sodass der Einfluss auf die Gesamtlésung bei
ausreichender Auflésung der Gradienten hédufig vernachldssigt werden kann.

3.1.2 Rechengitter und gekriimmte Koordinaten

Die Diskretisierung der Erhaltungsgleichungen erfolgt in PIANO auf strukturierten zweidi-
mensionalen bzw. dreidimensionalen Rechengittern. Diese sind unter anderem dadurch ge-
kennzeichnet, dass die Logik der Knotenanordnung iiber zwei bzw. drei Indizes (i, j, (k)) ein-
deutig festgelegt ist. Strukturierte Gitter ermoglichen meist eine sehr effiziente Implementie-
rung fluidmechanischer Losungsalgorithmen. Auch ist der Speicherplatzbedarf im Vergleich
zu unstrukturierten Gittern deutlich reduziert.

Um auch fiir komplizierte Geometrien qualitativhochwertige Rechengitter realisieren zu kon-
nen, werden in PIANO korperangepasste blockstrukturierte Rechengitter verwendet. Dabei
wird das Rechengebiet in geometrisch einfache, jeweils strukturiert vernetzte Blocke zerlegt.
Die Blocke wiederum konnen unter Verwendung der standardisierten Kommunikationsbi-
bliothek MPI (Message-Passing Interface [30]) auf verschiedene Prozessoren verteilt und par-
allel gel6st werden. Dieses Vorgehen bietet sich vor allem fiir gro3e dreidimensionale Anwen-
dungsfille mit mehreren Millionen Gitterpunkten an.

Um eine einfache Implementierung von Randbedingungen zu erméglichen, erfolgt die Dis-
kretisierung innerhalb der einzelnen Blécke auf Basis gekriimmter Koordinaten. Das DRP-
Schema aus Abschnitt 3.1.1 setzt zur Approximation der zwei- bzw. dreidimensionalen Erhal-
tungsgleichungen allerdings ein kartesisches Rechengitter mit konstanter Schrittweite vor-
aus. Um diesen Konflikt aufzulésen, wird eine Transformation eingefiihrt, welche die Knoten
des gekriimmten Rechengitters aus dem physikalischen Raum auf ein regelmaRiges kartesi-
sches Ersatzgitter im sogenannten numerischen Raum abbildet (Abbildung 3.3). Der Zusam-
menhang zwischen physikalischen Raum und numerischen Raum kann allgemein formuliert
werden als:

xi = xl(é‘]) ) (37)

wobei x; die Koordinaten im physikalischen Raum und ¢; die zugehorigen Koordinaten im
numerischen Raum bezeichnet. Die Schrittweite des kartesischen Ersatzgitters ist im Prinzip
frei wiahlbar. Ublicherweise wird Aé j = 1 verwendet. Dadurch entsprechen die Koordinaten
des numerischen Raums exakt den Knotenindizes (i, j, (k)).

Unter Anwendung der Kettenregel gilt fiir die partielle Ableitung einer allgemeinen Feldvaria-
ble ¢ im physikalischen Raum:

o0 0%

— = . 3.8
6xl~ GEJ axi ( )

Der numerische Raum erfiillt alle Voraussetzungen zur Anwendung des DRP-Schemas. Ei-
ne Ableitung im numerischen Raum, wie beispielsweise d¢/0¢ I kann somit ohne Probleme
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Abbildung 3.3: Abbildung des gekriimmten Rechengitters im physikalischen Raum auf ein
normiertes Ersatzgitter im numerischen Raum.

bestimmt werden. Um eine Ableitung im physikalischen Raum zu erhalten, ist gemaf3 Glei-
chung 3.9 eine Multiplikation mit der Jakobi-Matrix 0¢;/0x; erforderlich. Diese wiederum
kann durch eine Inversion der Matrix 0x;/0¢ i berechnet werden, d.h:

-1
% = % . (3.9)
Gxi af]

Die Bildung von 0x;/9¢; erfolgt dabei erneut durch Anwendung des DRP-Schemas. Zur Inver-
sion der 2 x 2 bzw. 3 x 3 Matrizen werden bekannte analytische Ausdriicke, wie sie z.B. einer
giangigen mathematischen Formelsammlung [130] entnehmbar sind, herangezogen.

3.2 Zeitintegration

Zur Diskretisierung zeitlicher Ableitungen werden im Bereich der numerischen Akustiksimu-
lation ebenfalls hdufig Verfahren hoher Ordnung verwendet. Dies ist erforderlich, um die ho-
hen Anforderungen hinsichtlich numerischer Dispersions- und Dissipationsfehler erfiillen zu
konnen. Besonders verbreitet sind hier explizite Runge-Kutta Verfahren. Diese besitzen eine
relativ hohe Stabilitdtsgrenze und sind gewohnlich einfach zu handhaben. Besonders her-
vorzuheben ist hier die Eigenschaft, fiir einen Integrationsschritt immer nur den unmittelbar
vorangehenden Zustand zu benétigen. Dadurch sind Runge-Kutta Verfahren generell selbst-
startend.

Die Integration der Erhaltungsgleichungen erfolgt in PIANO ebenfalls durch verschiedene
Runge-Kutta Verfahren. Betrachtet man die allgemeine Differentialgleichung

99 +R($) =0, (3.10)
or
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so lassen sich Runge-Kutta Verfahren auf die Form
Vi=¢"=PiAtR(y;)  i=1,...,p (3.11)

bringen [13], wobei y, = ¢ den Wert der Variable ¢ zum Zeitpunkt ¢ = n At und Vp= ¢"*! den
entsprechenden Wert zum Zeitpunkt ¢ = (n+1) At bezeichnet. Die spezifischen Eigenschaften
der Zeitintegration werden in hohem Maf3e durch die Anzahl der Zwischenschritte p, sowie
durch die Wahl der Koeffizienten f; bestimmt.

Pr B Bs Pa
1/4 1/3 1/2 1

Tabelle 3.2: §;-Koeffizienten des klassischen Runge-Kutta Verfahrens (RK4)

PIANO erlaubt hier die Wahl zwischen einem klassischen vierstufigen (RK4) und einem klas-
sischen sechsstufigen Verfahren (RK6). Dartiber hinaus ist auch die Verwendung sogenannter
LDDRK-Varianten (Low-Dissipation and Low-Dispersion Runge-Kutta) moglich. Dabei han-
delt es sich um optimierte Formulierungen mit reduzierter numerischer Dissipation bzw. Di-
spersion. Untersuchungen von Pieringer [101] haben allerdings ergeben, dass die Unterschie-
de zwischen den einzelnen Verfahren meist sehr gering sind. Zur Berechnung der Wellenaus-
breitung in Raketenschubkammern ist es iiblicherweise ausreichend, mit dem klassischen
Runge-Kutta Schema (RK4) zu arbeiten. Die Koeffizienten fiir dieses Schema sind in Tabelle
3.2 zusammengefasst.

3.3 Numerische Stabilisierung

Trotz einer Optimierung der spektralen Eigenschaften zeigt das in PIANO eingesetzte DRP-
Schema fiir erhohte Wellenzahlen deutliche Abweichungen vom idealen Verhalten. Damit
einher gehen Amplituden- und Phasenfehler, wodurch die Genauigkeit der Berechnungsme-
thode fiir Losungsanteile im oberen Wellenzahlbereich spiirbar abnimmt. Weitaus gravieren-
der ist allerdings der Einfluss dieser Fehler auf die numerische Stabilitdt des Verfahrens. Ohne
zusdtzliche Mallnahmen wiirde es bei einer Anwendung des DRP-Schemas sehr schnell zu
einer Uberlagerung des Rechengebiets mit unphysikalischen Stérungen kommen. Der Wel-
lenzahlbereich dieser Storungen liegt dabei jenseits der Auflésungsgrenze des numerischen
Verfahrens; die Ausbreitung erfolgt zum Teil mit mehrfacher Schallgeschwindigkeit [120].
In der englischsprachigen Fachliteratur werden diese unerwiinschten Losungsbestandteile
meist als sogenannte spurious waves bezeichnet. Im deutschsprachigen Raum ist in diesem
Zusammenhang oft von Gitterschwingungen die Rede.

Das Verhalten, instabile Losungsbestandteile im nicht- bzw unzureichend aufgelosten Wel-
lenzahlbereich auszubilden, betrifft prinzipiell alle finite Differenzenverfahren hoher Ord-
nung [120]. Um dem zu begegnen, haben sich in den letzten Jahren im Wesentlichen zwei
unterschiedliche Methoden etabliert.
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Zunichst wurde von Tam et al. [120] ein Verfahren auf Basis einer kiinstlichen selektiven
Dampfung (englisch Artificial Selective Damping - ASD) vorgeschlagen. Dabei werden die
physikalischen Grundgleichungen durch zusétzliche Dampfungsterme modifiziert, dessen
Wirkung sich insbesondere im nichtaufgelosten Wellenzahlbereich dullert. Es hat sich aller-
dings herausgestellt, dass die Ddmpfung des von Tam et al. entwickelten Quellterms auf den
simulationsrelevanten Wellenzahlbereich oft iiberméfig starken Einfluss besitzt [108].

Ein alternativer Ansatz, welcher auch in PIANO Verwendung findet, ist der Einsatz spezieller
rdumlicher Glattungs- bzw. Tiefpassfilter. Die Grundidee dieser Methode lasst sich als Korrek-
tur A¢; der allgemeinen Feldvariable ¢; darstellen:

b= ;i +aAP;, (3.12)

wobei ¢; die tiefpassgefilterte Feldvariable und o einen Relaxationsparameter zur Anpassung
der Filterwirkung bezeichnet. Damit ist dieses Verfahren, anders als die kiinstliche selektive
Dampfung, von den Grundgleichungen entkoppelt. Die Korrektur A¢; wird im Allgemeinen
aus den Feldgroen im Einflussbereich des Filters bestimmt. Beschrdnkt man sich auf expli-
zite Verfahren,™ so berechnet sich A¢; wie folgt:

M
Api= Y d My (3.13)
j=-N

Darin bezeichnen N und M analog zu Gleichung 3.1 die Anzahl der beteiligten Stiitzstellen
vor und nach dem Bezugspunkt. Entscheidend fiir das Filterverhalten sind die Koeffizien-
ten dj-v M Filter werden iiblicherweise im Spektralbereich charakterisiert. Durch Anwendung
der Fouriertransformation entsprechend Gleichung 3.3 lédsst sich die Ubertragungsfunktion
D(kAx) =1+ oA/ P bestimmen:

M g
D=1l+o .ZNd]NMe”’CAx. (3.14)
i

An das Ubertragungsverhalten des Tiefpassfilters kénnen zunichst zwei grundlegende Be-
dingungen gestellt werden. Sollen hochste Wellenzahlanteile unterdriickt werden, so muss
D(kAx = ) = 1 - o gelten. Fiir die Filterkoeffizienten dj-V M folgt daraus die Bedingung

M .
> aiMe-nl=-1. (3.15)
j=—-N

Andererseits soll fiir kAx = 0 der Dampfungseinfluss verschwinden. Auf Basis einer Taylorrei-
henentwicklung ldsst sich dieses Verhalten auf den Bereich kleiner Wellenzahlen ausdehnen.

13Prinzipiell istauch der Einsatz impliziter Filter in PIANO mdglich. Ndhere Informationen sind der Arbeit von
Morgenweck [88] zu entnehmen. Allerdings besitzen implizite Verfahren die negative Eigenschaft, das ungiins-
tige Filterverhalten asymmetrischer Randfilter ins Feldinnere hineinzutragen. Dartiber hinaus ist eine Optimie-
rung des Filterverfahrens aufgrund der auftretenden Kopplung, vor allem in Randnéhe, deutlich erschwert [63].
Aus diesen Griinden wurde letztendlich auf eine Verwendung impliziter Filtermethoden verzichtet.
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Durch die Forderung D(kAx — 0) = 1+O(kAx™*!) erhilt man m+1 zusitzliche Bedingungen
zur Bestimmung der Koeffizienten d;v M (siehe dazu auch Anhang C):

M
> j"aiM=0, n=0,..,m. (3.16)
j=—N

Unter Einbeziehung von Gleichung 3.15 erhilt man fiir m = N + M — 1 schlielllich ein Glei-
chungssystem, welches eine vollstindige Bestimmung der Filterkoeffizienten d]I-V M ermog-
licht. Die sich daraus ergebenden Filter werden meist als sogenannte Taylorfilter bezeich-
net. Im Inneren des Rechengebiets stehen iiblicherweise ausreichend Stiitzstellen zur Ver-
fiigung. Hier kommt in PIANO ein symmetrischer Taylorfilter zum Einsatz. Die Anzahl der
einflielenden Stiitzstellen ist analog zum verwendeten DRP-Schema auf sieben Punkte fest-
gelegt, d.h. N = M = 3. Der Filter besitzt somit fiir kAx — 0 eine formale Genauigkeit der
Ordnung O (kAx®). Abbildung 3.4 zeigt das DampfungsmaR des verwendeten symmetrischen

1 ;32 ;2
107
1072 F E
Q 1
' N |
107
1074} | Abbildung3.4: Vergleich der Dampfungs-
. 1 eigenschaften unterschiedlicher symmetri-
100 i ‘ ‘ ‘ ‘ | scher Glidttungsfilter fiir ¢ = 1: Taylorfilter
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 sechster Ordnung (—), Taylorfilter zweiter
kAx/m Ordnung (---)

Glattungsfilters fiir o = 1 als Funktion der dimensionslosen Wellenzahl kAx. Es ist hervorzu-
heben, dass die Ubertragungsfunktionen symmetrischer Filter ausschlieBlich reellen Charak-
ter besitzen. Damit sind symmetrische Filteroperationen generell phasentreu.

Neben dem bereits erwihnten Glittungsfilter der Ordnung O (kAx®) ist in Abbildung 3.4 auch
ein symmetrischer Taylorfilter der Ordnung O (kAx?) dargestellt. Dieser Filter beinhaltet le-
diglich drei Stiitzstellen. Man erkennt, dass das Dampfungsverhalten im Bereich kleiner Wel-
lenzahlen deutlich erhoht ist. Eine breite Anwendung dieses Filters wiirde damit zu einer
tibermiBigen Ddmpfung simulationsrelevanter Losungsanteile fiihren. Allerdings besitzt die-
ser Filter die Eigenschaft, auch bei starken rdiumlichen Gradienten stabiles Verhalten zu zei-
gen. Wendet man hingegen Filter hoher Ordnung im Bereich starker Gradienten an, so treten
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zunehmend unphysikalische Oszillationen auf, die auch als Gibbs-Oszillationen bezeichnet
werden. Die Stabilitdt des Verfahrens wire dann nicht mehr gewéhrleistet. Der Einsatz eines
Taylorfilters der Ordnung O(kAx?) ist in PIANO lediglich auf wenige Anwendungen begrenzt,
wie beispielsweise im Rahmen einer Modellierung spezieller Verluste (Abschnitt 4.2). Unter
normalen Bedingungen ist eine Stabilisierung durch den bereits diskutierten Filter der Ord-
nung O (kAx®) ausreichend.

Bisher wurde lediglich die Stabilisierung des Berechnungsverfahrens durch symmetrische
Glattungsfilter im Inneren des Rechengebiets besprochen. In Randnéhe ist eine direkte An-
wendung symmetrischer Filter nicht moglich, da dazu bendtigte Stiitzstellen fehlen. Da aber
die numerischen Fehler des finite Differenzenverfahrens insbesonde in diesem Bereich er-
hoht sind, kann auf eine Filterung im allgemeinen nicht verzichtet werden. Eine Ausnahme
stellen Stiitzstellen dar, welche sich direkt am Rand befinden. Die Variablen an diesen Punk-
ten werden in hohem Mal3e durch die Randbedingungen beeinflusst, sodass unter Umstédn-
den auf eine Filterung verzichtet werden kann [108].

Um das Losungsfeld auch in Randnéhe zu filtern wurde in PIANO urspriinglich der Ansatz
einer Spiegelung verfolgt. Das Vorgehen ist anschaulich in Abbildung 3.5 dargestellt. Die Me-

AmA A

¢YY\‘_K/YYY<:>—
i =3 2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 3.5: Methode der Spiegelung zur Ableitung numerischer Gliattungsfilter fiir den
randnahen Bereich: innere Stiitzstellen i = 0, virtuelle Stiitzstellen i < 0.

thode sieht vor, drei zusétzliche Stiitzstellen aullerhalb des Rechengebiets einzufiihren und
die Feldgrollen der drei randnédchsten Punkte innerhalb des Rechengebiets auf diese zusétz-
lichen Stiitzstellen zu spiegeln. Die Spiegelung ordnet dabei jeder zusédtzlichen Stiitzstelle
in umgekehrter Reihenfolge die entsprechenden Werte im Inneren des Rechengebiets zu.
Durch diese Erweiterung ist es scheinbar méglich, auch in Randndhe symmetrische Filter-
schemata anzuwenden. Allerdings erfolgt die Implementierung dieser Methode tiblicherwei-
se nicht durch zusitzliche reale Stiitzstellen, sondern iiber eine Anpassung der Filterkoeffi-
zienten. Im Zuge dessen ergeben sich aus den urspriinglich symmetrischen Filterschemata
asymmetrische Modifikationen. Diese besitzen eine komplexwertige Ubertragungsfunktion,
d.h (D) # 0. Sie sind damit nicht phasentreu. Praktisch bedeutet dies, dass eine Welle durch
Anwendung eines asymmetrischen Glattungsfilters mehr oder weniger stark raumlich ver-
schoben wird.

Abbildung 3.6 zeigt die Dampfungseigenschaften dieser durch Spiegelung erhaltenen asym-
metrischen Modifikationen. Den dargestellten Filtern liegt der bereits erwdhnte symmetri-
sche Taylorfilter der Ordnung O (kAx®) zugrunde. Aus theoretischer Sicht sollte die Filtercha-
rakteristik in Randndhe mit der Charakteristik der symmetrischen Filter im Feld {ibereinstim-
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| Abbildung3.6: Dampfungseigenschaften

der auf Basis von Spiegelung erhaltenen

‘ ‘ ‘ Randfilterverfahren fiir o = 1: Filterpunkt

0 02 04 06 08 1 =2 (—), Filterpunkt i = 1 (---), Filter-
kAx/m punkt i =0 (----).

men, um den Einfluss auf die Losung moglichst gering zu halten. Wie Abbildung 3.6 erken-
nen ldsst ist dies praktisch allerdings nicht moglich. Durch den Ansatz der Spiegelung ergibt
sich im Durchlassbereich ein sehr ungiinstiges Verhalten. Dies wird insbesondere dadurch
deutlich, dass das Dampfungsmal} fiir zwei der drei Kennlinien im Wellenzahlbereich bis
kAx/m = 0.35 bzw. kAx/m = 0.45 negative Werte annimmt. Losungsanteile werden in diesem
Wellenzahlbereich somit kiinstlich verstarkt. Man spricht von instabilem Filterverhalten [11].

Aus diesen Ergebnissen wird ersichtlich, dass die Methode der Spiegelung keinen leistungs-
fahigen Ansatz zur Ableitung von Randfilterverfahren darstellt. Im Rahmen einer Suche nach
alternativen Ansdtzen ist es zundchst naheliegend, auf die bereits erliuterte Methode zur Ab-
leitung von Taylorfilter zuriickzugreifen. Formal ist dieses Verfahren auch auf asymmetrische
Filter anwendbar. Allerdings besitzen asymmetrische Taylorfilter meist dhnliche Stabilitéts-
probleme wie Filter auf Basis einer Spiegelung [11, 128].

Um dennoch eine zufriedenstellende Filterung der randnahen Gitterpunkte realisieren zu
konnen, wurde im Kontext dieser Arbeit letztendlich auf die von Beland et al. [11] entwi-
ckelten Randfilterverfahren zuriickgegriffen. Der Ansatz zur Ableitung letzterer sieht zunédchst
vor, anhand der Bedingungen D (kAx = 7) = 1-0 sowie D(kAx — 0) = 1+O(kAx?) das grund-
sdtzliche Verhalten fiir einen rdumlichen Tiefpassfilter mit sieben Stiitzstellen festzulegen.
Dartiiber hinaus wird ein stabiles, rein dissipatives Filterverhalten gefordert. Um dies sicher-
zustellen, muss |D(kAx)| < 1 im gesamten Wellenzahlbereich gelten. Unter Beriicksichtigung
dieser Bedingungen wird zur vollstindigen Bestimmung der Koeffizienten dj-v M das Ubertra-
gungsverhalten im Durchlassbereich optimiert. Dazu wird folgendes Minimierungsproblem
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herangezogen:

n . A~
minf ’ [(1-v)|[1-D|+v|arg(D)|] w(kAx) d(kAx) , (3.17)

d;-VM M

wobei im konkreten Fall der Wellenzahlbereich zwischen n; = 7/16 und 1, = 7/2 betrachtet
wird. w(kAx) = 1/(kAx) ldsst sich als eine Gewichtungsfunktion auffassen, die dafiir sorgt,
dass dem Bereich kleiner Wellenzahlen eine groflere Bedeutung zukommt. v ist im Bereich
zwischen 0 und 1 prinzipiell frei wéhlbar. Mit gr6Ber werdenden v gewinnt die Optimierung
des Phasengangs zunehmend an Bedeutung. Umgekehrt erhilt die Optimierung des Ampli-
tudengangs mit kleiner werdenden v eine groere Relevanz. Berland et al. haben zur Bestim-
mung von djl-5 den Wert v = 0.9 gewdhlt. Fiir d]2-4 hingegen den Wert v = 1. Im konkreten Fall
wurde also tiberwiegend bzw. ausschlie8lich eine Optimierung des Phasengangs durchge-
fihrt.
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Abbildung 3.7: Ubertragungseigenschaften der optimierten Randfilterverfahren fiir o = 1:
Filterpunkt i = 2 (—), Filterpunkt i =1 (- - -), Filterpunkt i =0 (----).

Die spektralen Eigenschaften der sich ergebenden Randfilter sind in Abbildung 3.7 gezeigt.
Man erkennt, dass der Amplitudengang im Wesentlichen ein dhnliches Verhalten zeigt wie
die Charakteristik des symmetrischen Filters aus Abbildung 3.4. Eine vollstdndige Vermei-
dung von Phasenabweichungen ist bei asymmetrischen Filtern nicht moglich. Dennoch geht
aus Abbildung 3.7 hervor, dass letztere im Durchlassbereich meist sehr geringe Werte anneh-
men und damit den urspriinglichen, durch Spiegelung erhaltenen Randfilterverfahren deut-
lich tiberlegen sind.

47



Numerisches Simulationsverfahren im Zeitbereich

Abschlief3end soll noch kurz auf den Relaxationsparameter o aus Gleichung 3.12 zur Anpas-
sung der Filterwirkung eingegangen werden. Sdmtliche hier diskutierten Filter sind so ent-
worfen, dass fiir ¢ = 1 eine vollstdndige Unterdriickung der Wellenzahl kAx = 7 innerhalb
einer Filteroperation erreicht wird. Im praktischen Einsatz hat sich allerdings herausgestellt,
dass dies zur Sicherstellung der numerischen Stabilitdt oft nicht erforderlich ist. Dabei ist zu
beachten, dass mit kleiner werdenden o auch der Einfluss des Filters im Durchlassbereich ab-
nimmt. Man ist deshalb bestrebt, den Relaxationsparameter moglichst klein zu wéhlen, um
unndotige Einfliisse im Durchlassbereich zu reduzieren. Fiir eine Anwendung in PIANO hat
sich ein Wert von o = 0.2 fiir Gitterpunkte im Feld und o = 0.02 fiir Gitterpunkte direkt am
Rand bewdhrt [11]. Mit kleineren Werten steigt die Tendenz zu numerisch instabilem Verhal-
ten signifikant an.

3.4 Bewertung der Numerik

Die Grundbausteine des numerischen Verfahrens wurden bereits in den vorherigen Abschnit-
ten im Detail diskutiert. Dabei stellte sich heraus, dass alle Komponenten mehr oder weni-
ger stark ausgeprédgte Abweichungen vom idealen Verhalten zeigen. Um eine Aussage iiber
die zu erwartende Genauigkeit des gesamten Verfahrens treffen zu kénnen, wird nachfol-
gend eine sogenannte von Neumann Analyse durchgefiihrt. Ziel ist es, die Dampfungs- und
Dispersionseigenschaften des in PIANO realisierten numerischen Verfahrens abzuschétzen.
Ausgangspunkt fiir die weitere Analyse ist die bereits aus Abschnitt 2.2 bekannte lineare Ad-
vektionsgleichung d¢/0t + R(¢p) = 0 mit R(¢p) = cd¢p/0x. Diese wird vereinfachend als Modell-
gleichung betrachtet.

Fiir die lineare Advektionsgleichung ldsst sich die Ausbreitung einer einzelnen Fourier Mo-
de mit Wellenzahl k allgemein durch ¢(x, ) = ¢(t) exp(ikx) ausdriicken. ¢ beschreibt dabei
die zeitliche Entwicklung der Lésung. Wird darauf aufbauend R(¢) durch ein numerisches
Verfahren approximiert, so gilt im Wellenzahlbereich:

i = ik S g, )
() =ik xAx(/) (3.18)

wobei k*Ax die dimensionslose numerische Wellenzahl der Ortsdiskretisierung bezeichnet.
Durch Anwendung der Fouriertransformation kann ebenso die Zeitintegration gemal Glei-
chung 3.11 in den Wellenzahlbereich tiberfiihrt werden. Unter Einbeziehung von Gleichung
3.18 ergibt sich

A

=" + i b (—icﬂk*Ax)] ¢" (3.19)
s Ax '
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mit
bl = ﬂp ’
bZ = :Bpﬁp—l ’
by=B,Bp1 - B (3.20)

Der Ausdruck cAt/Ax entspricht dabei der sogenannten Courant-Friedrich-Lewy-Zahl §, wel-
che auch unter der Bezeichnung CFL-Zahl bzw. Courant-Zahl bekannt ist. Auf die Bedeutung
dieser dimensionslosen Gré8e wird spdter noch im Detail eingegangen.

Neben Ortsdiskretisierung und Zeitintegration soll auch der Einfluss der Gldttungsfilter in
eine Gesamtbewertung der Numerik einflieen. Unter Berticksichtigung der Filteriibertra-
gungsfunktion D(kAx) lisst sich das Transferverhalten G*(kAx) = ¢"*'/ ¢" des gesamten nu-
merischen Verfahrens durch

p .
G*=D|1+) b;(-i6k*Ax)’ (3.21)
j=1

ausdriicken. Um die Genauigkeit des numerischen Verfahrens bewerten zu kénnen, ist ein
Vergleich mit dem exakten Transferverhalten G(kAx) erforderlich. Aus Abschnitt 2.2 ist be-
kannt, dass die lineare Advektionsgleichung Storungen beschreibt, die sich mit konstanter
Geschwindigkeit ¢ in positive x-Richtung ausbreiten. Die Form der Storungen bleibt dabei
unverdndert. Im Wellenzahlbereich bedeutet dies ¢(x, t) ~ explik(x — ct)]. Damit gilt fiir das
exakte Transferverhalten:

G =exp(—idkAx) . (3.22)

Im Falle eines idealen numerischen Verfahrens wiirde demnach |G*(kAx)| = 1 gelten, d.h. die
Losung wird im gesamten Wellenzahlbereich weder angefacht noch geddmpft. Abbildung 3.8
zeigt den Betrag der Ubertragungsfunktion |G*(kAx)| sowie den Phasenfehler arg(G*) +8kAx
fiir das in PIANO umgesetzte numerische Verfahren. Man erkennt, dass das gewiinschte idea-
le Verhalten lediglich in einem begrenzten Wellenzahlbereich realisiert wird. Fiir grof3e Wel-
lenzahlen weicht das Ubertragungsverhalten der Numerik spiirbar vom idealen Verhalten ab.
Dabei ist zu beachten, dass dieses Verhalten spiirbar durch die bereits erwdhnte CFL-Zahl be-
einflusst wird. Fiir 6 = 0.2 ist das Ddmpfungsverhalten tiberwiegend durch die Charakteristik
des verwendeten Gladttungsfilters festgelegt. Fiir § = 1 hingegen wird das Auflosungsvermo-
gen des numerischen Verfahrens deutlich durch die Eigenschaften der Zeitintegration mitbe-
stimmt. Im Bereich linearer Dynamik ist es tiblich, Dampfung in Form einer exponentiellen
Abklingrate auszudriicken. Zwischen dem Ubertragungsverhalten der Numerik und der nu-
merischen Abklingrate a™ besteht dabei der allgemeine Zusammenhang |1G*| = exp(—a*A 1).
Definiert man beispielsweise fiir den relevanten Wellenzahlbereich eine zuldssige Obergren-
ze a*At <1-107°, so ist bei § = 0.2 eine Aufldsung von ca. 16 PPW erforderlich. Wiirde man
hingegen mit 6 = 1 arbeiten wire die erforderliche Auflosung 20 PPW.
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Abbildung 3.8: Dampfungs- und Dispersionseigenschaften des in PIANO realisierten nume-
rischen Verfahrens fiir unterschiedliche CFL-Zahlen: § =1 (—), § = 0.2 (---).

Abschlief3end sei noch erwidhnt, dass die hier durchgefiihrte von Neumann Analyse von peri-
odischen Randbedingungen ausgeht. Das durch asymmetrische Differenzen- und Filtersche-
mata bedingte ungiinstige Verhalten der Numerik in Randnédhe wird somit von vornherein
ausgeklammert. Dartiiber hinaus liegt der Analyse durch Verwendung der linearen Advekti-
onsgleichung ein stark vereinfachtes Modellproblem zu Grunde. Eine direkte Ubertragung
der Ergebnisse auf die in PIANO geldsten dreidimensionalen Stérungsgleichungen (insbeson-
dere die nichtlinearen PENNE) ist daher nur sehr eingeschriankt moglich. Nichtsdestotrotz hat
sich im praktischen Einsatz des Losers gezeigt, dass eine erforderliche Auflésung von ca. 20
PPW einen realistischen Wert darstellt, um prizise Aussagen hinsichtlich akustischer Damp-
fungsvorginge treffen zu konnen.

3.5 Randbedingungen

Die in Abschnitt 2.1 diskutierten Erhaltungsgleichungen zur Beschreibung der Wellenausbrei-
tung besitzen im allgemeinen hyperbolischen Charakter. Um diese eindeutig l6sen zu kon-
nen, sind Randbedingungen erforderlich. Die numerische Umsetzung letzterer erfordert im
Bereich der Stromungsakustik spezielle Methoden und Anpassungen. Die Schwierigkeit be-
steht hier darin, eine Implementierung zu finden, welche unerwiinschte Einfliisse auf die L6-
sung (Dampfung sowie Phasenfehler) minimiert und gleichzeitig die Ausbildung bzw. Anfa-
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chung numerischer Instabilitdten unterbindet.

3.5.1 Wandrandbedingung

Die in PIANO implementierten Erhaltungsgleichungen gehen in erster Ndherung von einem
reibungsfreien Fluid aus. Dies bedeutet fiir eine Modellierung akustisch harter Wande, dass
lediglich die Stérung der Geschwindigkeitskomponente in Normalenrichtung verschwinden
muss:

nu;=0. (3.23)

Die Geschwindigkeitskomponenten tangential zur Wand bleiben stattdessen unbeeinflusst.
Eine Haftbedingung u; = 0 wird also nicht gefordert. Zur Realisierung einer Wandrandbedin-
gung wird in PIANO auf den Implementierungsansatz von Tam und Dong [119] zuriickgegrif-
fen. Ausganspunkt der Implementierung ist die Impulsbilanz, die zunéchst mit dem Wand-
normalenvektor n; multipliziert wird. Betrachtet man beispielsweise die nichtlinearen PEN-
NE so gilt:
ou; op'

Qni—t+9niRi(Q,ui,...)—— ia_xi’ (3.24)
wobei R;(p, u;, ...) den Operator der konvektiven Impulsfliisse bezeichnet. Unter Berticksich-
tigung von Gleichung 3.23 verschwindet der erste Term auf der linken Seite von Gleichung
3.24, wodurch sich eine Bedingung fiir den wandnormalen Druckgradienten n,0p’/0x; ergibt.
Der Ansatz von Tam und Dong sieht nun vor, einen zusétzlichen fiktiven Gitterpunkt aul3er-
halb des physischen Rechengebiets einzufiihren. Die Druckstérung an diesem Gitterpunkt (in
der englischsprachigen Fachliteratur auch als ghost point bezeichnet) wird so gewdhlt, dass
Gleichung 3.23 am Randpunkt erfiillt ist.

Abbildung 3.9: Realisierung der Wandrandbedingung
durch fiktive Randpunkte (G).

Abbildung 3.9 zeigt die Verhéltnisse am Beispiel einer {; —¢, Ebene. Aus der bereits erwdhnten
Bedingung fiir den wandnormalen Druckgradienten ldsst sich zundchst der geforderte Wert
fiir dp’/0¢, am Randpunkt (B) bestimmen. Es gilt:

op' 0¢, op' 0¢g0p'
o __|[, %20P , 0¢50P
0¢, 0x; 0¢, 0x; 0¢3

06,17

i— 3.25

+in—Ri(Q, u;, ...)
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Ist dp’/0¢, bekannt, so ergibt sich aus der Berechnungsvorschrift eines asymmetrischen 7-
Punkte Differenzenoperators, welcher den fiktiven Gitterpunkt (G), den Randpunkt (B) sowie
fiinf innere Gitterpunkte zur Approximation des Gradienten beriicksichtigt, die Druckstérung
am fiktiven Gitterpunkt p’ | ;  gemiR:

p/ e L a_l?l — i alsp/ (3 26)
-1,I,m dlfi 651 = k Fk,l,m

Durch die Einbringung der fiktiven Randpunkte wird die Berechnung der Druckgradienten

in Wandnihe korrigiert. Fiir das 7-Punkte DRP Schema betrifft dies die drei duersten Git-

terpunkte. Letztendlich wird dadurch die Aufpragung der Wandrandbedingung iiber mehre-

re Gitterpunkte verteilt. Dies begiinstigt unter anderem die numerische Stabilitdt der Imple-

mentierung.

3.5.2 Energieneutrale Einlassrandbedingung

Eine energieneutrale Einlassrandbedingung ist durch eine lokal verschwindende akustische
Flussdichte definiert. Aus Abschnitt 2.5.2 ist bekannt, dass dies nur dann gewahrleistet ist,
wenn das Produkt aus Massenstromdichteschwankung m; und Totalenthalpieschwankung
h, den Wert Null annimmt. In der Praxis ist vor allem der Fall einer verschwindenden Mas-
senstromdichteschwankung von Bedeutung. Dieser Zustand wird beispielsweise an kritisch
durchstromten Querschnitten realisiert.

In PIANO wurde eine energieneutrale Einlassrandbedingung auf Grundlage der Bedingung
n; mi = 0 erstmals durch Pieringer [101] implementiert. Der Ansatz wurde im Zuge dieser Ar-
beit auf die PENNE Erhaltungsgleichungen erweitert. Die Forderung nach einer verschwin-
denden Massenstromdichteschwankung lautet hier:

on;u;+o'n;it; + o' nju; =0. (3.27)

Zur Realisierung dieser Bedingung in PIANO wird zunéchst die zeitliche Ableitung von Glei-
chung 3.27 gebildet, wodurch folgender Zusammenhang resultiert:

ou; Jey
pniﬁ = _”i“iﬁ , (3.28)
wobei sich die zeitliche Ableitung der Dichtestérung dp'/dt unter Zuhilfenahme der Konti-
nuitdtsgleichung durch o6rtliche Gradienten ausdriicken ldsst. Das Ergebnis kann darauthin
verwendet werden, um zusammen mit Gleichung 3.24 eine Bedingung fiir den wandnorma-
len Gradienten der Druckstérung zu formulieren. Die Aufprdagung dieser Bedingung erfolgt
analog zur Wandrandbedingung durch Einbringung fiktiver Gitterpunkte. Damit ist die Um-
setzung der energieneutralen Randbedingung weitestgehend identisch mit der bereits erldu-
terten Wandrandbedingung. Lediglich die Berechnung der Druckstérung am fiktiven Gitter-
punkt ist durch die Forderung einer verschwindenden Massenstromdichteschwankung mo-

difiziert.
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3.5.3 Nichtreflektierende Randbedingungen

Mochte man erreichen, dass akustische Storungen sowie Storungen der Entropie bzw. der
Wirbelstdrke ungehindert das Rechengebiet verlassen, so ist der Einsatz spezieller nichtreflek-
tierender Randbedingungen erforderlich. In PIANO stehen dazu bereits seit der Grundversion
zwei unterschiedliche Implementierungen zu Verfiigung.

Die Strahlungsrandbedingung ermdglicht ausschlieBlich die freie Abstrahlung akustischer St6-
rungen. Der Verwendungszweck ist damit auf Randflachen beschrédnkt, die entweder nicht

oder mit nach innen gerichtetem Geschwindigkeitsvektor tiberstromt werden. Die in PIANO

ebenfalls verfiigbare Ausstromrandbedingung beriicksichtigt hingegen zusétzlich den kon-

vektiven Transport von Storungen der Entropie bzw. der Wirbelstdrke und wird an Berandun-

gen mit nach aulen gerichtetem Geschwindigkeitsvektor verwendet. Beide Randbedingun-

gen gehen auf die Arbeiten von Tam und Webb [121] zuriick und basieren auf einer Modi-

fikation der linearisierten Eulergleichungen. Diese Modifikation wird anstelle der iiblichen

Grundgleichungen meist an den drei dullersten randnahen Gitterpunkten gelost.

Fiir den speziellen Fall einer kritisch durchstromten Lavaldiise, welche im Normalfall Be-
standteil einer Raketenschubkammer ist, tritt allerdings eine Besonderheit in Erscheinung.
Geht man von einem reibungsfreien Fluid aus (eine Ausbreitung von Stérungen entlang der
Genzschicht wird damit ausgeschlossen) und erstreckt sich das Rechengebiet bis in den di-
vergenten Bereich der Diise, so ist die Spezifikation einer Randbedingung am Auslass des Re-
chengebiets nicht mehr erforderlich. Eine Storung welche den Bereich M > 1 erreicht, ist nicht
mehr in der Lage, entgegen der Stromungsrichtung in das Gebiet M < 1 zu propagieren. Statt-
dessen wird die Storung konvektiv weiter stromab transportiert. Sdmtliche Charakteristiken
der Storungsausbreitung am Uberschallauslass sind damit nach auen gerichtet, wodurch die
Definition einer Randbedingung entféllt.

Abschliellend sei erwdhnt, dass PIANO trotz dieser Gegebenheiten die Festlegung einer (be-
liebigen) Randbedingung am Uberschallauslass erfordert. Untersuchungen haben allerdings
gezeigt [101], dass die Wahl der Randbedingung keinerlei Einfluss auf die Lésung im subsoni-
schen Bereich hat.

3.5.4 Impedanzrandbedingung

Wie bereits erwdhnt, erfolgt die Lésung der Grundgleichungen in PIANO auf blockstruktu-
rierten Rechengittern. Prinzipiell ermdéglichen diese eine Diskretisierung fast beliebiger Geo-
metrien. Fiir geometrisch komplexe Baugruppen, wie beispielsweise Absorberringe [72], ist
eine direkte Vernetzung aber meist nicht praktikabel.

Um dieser Problematik zu begegnen, wurde von Morgenweck [88] eine frequenzabhéngige
Impedanzrandbedingung in PIANO implementiert, wodurch der Aufwand einer direkten Ver-
netzung oft vermieden werden kann. Unter gewissen Vorrausetzungen ist es moglich, das
akustische Verhalten einzelner Komponenten durch den Einsatz einer dquivalenten Impe-
danzrandbedingung abzubilden. Allerdings sei erwdhnt, dass dies unter anderem ein lokal
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reagierendes Verhalten voraussetzt. Lokal reagierend bedeutet in diesem Zusammenhang,
dass die Antwort einer Randbedingung auf eine auftreffende Welle ausschliellich am selben
Ort erfolgt. Ist dies nicht gewéhrleistet, so ist die Verwendung einer Impedanzmodellierung
im Allgemeinen nicht zuléssig.

Bei der Implementierung von Morgenweck handelt es sich um eine Impedanzmodellierung
im Zeitbereich. In der englischsprachigen Fachliteratur ist dieser Randbedingungstyp auch
unter dem Begriff Time Domain Impedance Boundary Condition (TDIBC) bekannt. Grund-
lage der Implementierung ist die Verwendung digitaler Filterverfahren, um die Frequenzab-
hédngigkeit der Impedanz abbilden zu kénnen. Morgenweck verwendet dabei sogenannte IIR-
Filter mit Direktform I Struktur. Wie in Abschnitt 4.1.1 im Rahmen einer frequenzabhéngigen
Quelltermformulierung noch ausfiihrlicher erldutert wird, ist diese Filterstruktur nur fiir ein-
fache Frequenzabhdngigkeiten numerisch stabil. Aus diesem Grund wurde die Formulierung
im Kontext dieser Arbeit nochmals iiberarbeitet und eine wesentlich robustere Filterformu-
lierung (SOS-Kaskadenstruktur) implementiert. Dadurch ist es moglich, auch komplexe Fre-
quenzabhéngigkeiten numerisch stabil abzubilden.

Fiir dariiber hinausgehende Einzelheiten zur Realisierung frequenzabhingiger Impedanz-
randbedingungen in PIANO sei auf die Arbeit von Morgenweck [88] verwiesen.

3.5.5 Anregungs- und Didmpfungszonen

Die in PIANO verfiigbare Formulierung fiir kiinstliche Anregungs- und Ddmpfungszonen geht
auf einen Ansatz von Israeli und Orszag [61] zuriick und ist in der Literatur unter der Bezeich-
nung sponge layer bekannt. Dabei werden in entsprechenden Bereichen des Rechengebiets
zusitzliche Quellterme der Form

(Sp: S8 =0 | (0, ) o — (0 ui, PN (3.29)

eingebracht, wobei 0 ; = 0 4(x;) ein rdumlich verteiltes Ddmpfungsmal und (p, u;, p) rTe f die
Ziellosung innerhalb der Ddmpfungszone bezeichnet.

Fiir (p, u;, p) rTe ;=0 werden samtliche Storungsgrofen ausschliellich gedampft. Die Formu-
lierung verhélt sich in diesem Fall dhnlich einer nichtreflektierenden bzw. absorbierenden
Randbedingung. Ist hingegen (p, u;, p) ;ref # 0, so wird dem Losungsfeld eine vorgegebene
GrolLenverteilung aufgeprdgt. Die Formulierung arbeitet in diesem Fall als Anregungszone.
Héaufig werden als Ziellosung analytische Modenformen verwendet. Dadurch ist es beispiels-
weise moglich, einzelne Schwingungszustdnde innerhalb des Rechengebiets gezielt anzure-
gen.

Eine Besonderheit der hier beschriebenen Ddmpfungszonen ist das unter bestimmten Vor-
aussetzungen auftretende Reflexionsverhalten am Ubergangsbereich zwischen Rechengebiet
und Ddampfungszone. Um dies soweit wie moglich zu minimieren, wird das DdmpfungsmaR
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durch spezielle Verteilungsfunktionen beschrieben. In PIANO gilt fiir das Dampfungsmalfd in-
nerhalb der Zone der Ansatz

04=4,

X
l—cos(—a)] ) (3.30)
L

g

wobei A, = 1... 10° das Dampfungsmaximum, L, die geometrische Ausdehnung bzw. Lange
und x, den Abstand vom dueren Rand der Ddmpfungszone bezeichnet.
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4 Quellterm- und Verlustmodellierung

In Kapitel 3 wurde das numerische Losungsverfahren zur Diskretisierung der verschiedenen
Storungsgleichungen im Detail vorgestellt. Damit ist es prinzipiell moglich, die Ausbreitung
akustischer Storungen in Raketenschubkammern zu berechnen. Im Hinblick auf eine Model-
lierung thermoakustischer Effekte ist aber auch eine Miteinbeziehung der verbrennungsin-
duzierten Quellterme erforderlich. Letztere wurden bisher nicht ndher betrachtet.

Zur Berticksichtigung der Quellterme wurde im Rahmen der vorliegenden Arbeit ein Ansatz
auf Basis digitaler Filterverfahren implementiert. Dieser erméglicht es, Riickkopplungseffekte
infolge transienter Verbrennungsvorginge durch eine frequenzabhingige Ubertragungsfunk-
tion im Zeitbereich abzubilden. Die Methode, welche sich auch als eine Verallgemeinerung
der Impedanzrandbedingung aus Abschnitt 3.5.4 auffassen ldsst, soll nachfolgend im Detail
vorgestellt werden.

Im zweiten Teil des Kapitels steht die Modellierung akustischer Verluste im Zentrum der Dis-
kussion. Es hat sich gezeigt, dass eine direkte Auflésung der dissipativen Vorgdnge oftmals mit
einem enormen Rechenaufwand verbunden ist. Um diesen soweit wie moglich zu begrenzen,
bietet es sich an, lokale Dampfungsprozesse in ihrer Wirkung zu modellieren. In diesem Zu-
sammenhang wird ein moglicher Ansatz vorgestellt, der es erlaubt, den dissipativen Einfluss
komplexer Bauteile ohne Bertiicksichtigung geometrischer Details abzubilden.

4.1 Frequenzabhingige Quelltermmodellierung

Wie bereits zu Beginn dieser Arbeit erldutert, ist der Akustikloser PIANO Teil eines hybriden
Verfahrens zur Simulation hochfrequenter Verbrennungsinstabilitdten. Dabei wird der Ansatz
verfolgt, die Teilbereiche Akustik und Verbrennung getrennt voneinander zu betrachten, wo-
bei die Verbrennung separat mithilfe von CFD Rechnungen charakterisiert wird. Das gewon-
nene Flammenverhalten wird anschliefend durch sogenannte Flammentransferfunktionen
abgebildet, welche einen kausalen Zusammenhang zwischen den fluktuierenden Quellter-
men S, S;, S, und akustischen StérungsgréRen herstellen. Mit der Beschrankung auf lineare
Dynamik kann beispielsweise die Energiefreisetzung im Frequenzbereich durch

Sp(w,x;)18,

¢/
modelliert werden, wobei ¢ eine an dieser Stelle nicht ndher spezifizierte akustische Kopp-
lungsvariable bezeichnet. ]:¢> (w, x;) kennzeichnet die bereits erwdhnte Flammentransferfunk-
tion. Betrachtet man die Verhiltnisse in einer Raketenbrennkammer, so fillt auf, dass die Ver-
brennung im Allgemeinen eine groere Ausdehnung besitzt. Es ist deshalb davon auszuge-

hen, dass die Dynamik der Flamme ortlichen Variationen unterworfen ist, was sich in einer
ortsabhéngige Flammentransferfunktion 4 (w, x;) widerspiegelt.
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Prinzipiell kann das instationdre Flammenverhalten durch jede der akustischen Storungsgro-
Ben mehr oder wenig stark beeinflusst werden. In der Vergangenheit wurde jedoch meist eine
ausgeprdgte Empfindlichkeit gegeniiber akustischen Druck- und Schnelleschwankungen in
Betracht gezogen. Dabei ist zu beachten, dass im Falle einer akustischen Schnellekopplung
auch die entsprechenden Richtungsverhéltnisse der Stérungen eine Einflussgroe darstellen.
Da diese insbesondere durch die akustischen Modenformen beeinflusst werden, wire in die-
sem Fall eine generelle Modenabhéngigkeit zu erwarten. Die Bewertung und Diskussion der
unterschiedlichen Riickkopplungsmechanismen ist allerdings nicht Teil dieser Arbeit. Auf ei-
ne weitere Auseinandersetzung mit diesem sehr umfangreichen Themengebiet wird deshalb
an dieser Stelle verzichtet und stattdessen auf aktuelle Untersuchungen [113,116] verwiesen.
Um jedoch eine grofStmogliche Flexibilitdat zu gewdhrleisten, kann die Kopplungsvariable in
PIANO frei gewdhlt werden. Dartiiber hinaus ist auch eine Superposition mehrerer Flammen-
transferfunktionen moglich.

4.1.1 Digitale Filter

Gleichung 4.1 gibt den Zusammenhang zwischen der KopplungsgroRe ¢ und der verbren-
nungsinduzierten Energiefreisetzung S p im Frequenzbereich wieder. Um diesen Zusammen-
hang in PIANO nutzen zu konnen, wird jedoch eine Formulierung im Zeitbereich benétigt.
Dazu wird analog zum Vorgehen von Pankiewitz [98] und Huber [58] auf digitale Signalfilter
zuriickgegriffen. Letztere lassen sich im Zeitbereich tiblicherweise durch eine Differenzen-
gleichung der Form

M N
ym) =) bx(n-k) - ary(n-k) 4.2)
k=0 k=1

darstellen, wobei x = ¢'/¢ die skalare EingangsgroRe und y = S,/S, die zugehorige skala-
re Ausgangsgrole darstellt. GemaR Gleichung 4.2 berechnet sich demnach die aktuelle Aus-
gangsgrolle y(n) durch eine Linearkombination der konstanten Filterkoeffizienten a; und b,
mit zeitlich verzogerten Ein- und Ausgangsgrofen.

Fiir N = 0 hdngt die Antwort des Filters lediglich von zeitlich verzogerten Eingangsgrof3en ab
und kann explizit aus den Eingangsgréllen berechnet werden. Da sich die Impulsantwort des
Filters in diesem Fall tiber maximal M +1 Zeitschritte erstreckt, wird ein Filter dieses Typs auch
als Filter mit endlicher Impulsantwort (englisch FIR-Filter - Finite Impulse Response Filter)
bezeichnet.

Ist hingegen N # 0, so ist die Antwort des Filters auch durch die Historie der Ausgangsgro8en
mitbestimmt. Der Charakter des Filters ist demnach implizit bzw. rekursiv. Dariiber hinaus ist
die Impulsantwort des Filters zeitlich nicht begrenzt, weshalb diese Filter auch als Filter mit
unendlicher Impulsantwort (englisch IIR-Filter - Infinite Impulse Response Filter) bezeichnet
werden.

Um das Ubertragungsverhalten von Gleichung 4.2 ndher zu untersuchen, muss letztere in den
Spektralbereich iiberfiihrt werden. Fiir zeitkontinuierliche Systeme wird dazu tiblicherweise
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auf die klassische Laplace-Transformation zuriickgegriffen. Fiir zeitdiskrete Systeme tritt an
deren Stelle die z-Transformation

o0
Zixmi=X(@= ) xmz". 4.3)
n=-o00
Zwischen der komplexen s-Ebene der Laplace-Transformation und der komplexen z-Ebene
der z-Transformation gilt allgemein der Zusammenhang
z=exp(Ts), (4.4)

wobei s = a + iw und T, die konstante Abtastzeit des zeitdiskreten Systems bezeichnet. Fiir
die z-Tranformation gelten dhnliche Rechenregeln wie fiir die Laplace-Transformation, wobei
insbesondere die Linearitat

Z{a,x,(n) + ayX,(n)} = a; X, (2) + a, X, (2) (4.5)
sowie die sog. Rechtsverschiebung
Zix(n-k}=z"*X(2) (4.6)

von besonderer Bedeutung fiir die nachfolgenden Ausfithrungen sind. Auf dariiber hinaus
gehende Erlduterungen zur z-Transformation soll an dieser Stelle verzichtet werden. Statt-
dessen sei auf entsprechende Fachliteratur wie beispielsweise [96] verwiesen.

Wird die z-Transformation auf beide Seiten der Differenzengleichung 4.2 angewandt, so ldsst
sich unter Beriicksichtigung der Eigenschaften 4.5 und 4.6 schreiben:

M N
Y2 =X2) bz " -V Y az7F. 4.7)
k=0 k=1

Das allgemeine Ubertragungsverhalten H(z) = Y(z)/X(z) der Differenzengleichung 4.2 be-
sitzt im z-Bereich demnach die Form

M -k
2 =0 brz

1 +Zj,y:1 aiz

A(z) = (4.8)

-
Dabei handelt es sich um eine gebrochen rationale Funktion, bestehend aus einem Zihler-
und einem Nennerpolynom. Aus der Lage der Nullstellen dieser Polynome lassen sich wich-
tige Systemeigenschaften ableiten. Insbesondere die Nullstellen des Nennerpolynoms - auch
Polstellen genannt - besitzen fiir das dynamische Stabilitdtsverhalten des Filters fundamen-
tale Bedeutung.

Fiir zeitkontinuierliche Systeme ist ein stabiles Verhalten dadurch gekennzeichnet, dass samt-
liche Polstellen der Ubertragungsfunktion im zweiten bzw. dritten Quadranten der komple-
xen s-Ebene liegen (Abbildung4.1), d.h @™ < 0, wobei @™ den Realteil einer jeweiligen Polstel-
le bezeichnet. In diesem Fall ist eine zeitlich abklingende Impulsantwort sichergestellt. Aus
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s-Ebene z-Ebene
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Abbildung 4.1: Bewertung der Filterstabilitdt durch Betrachtung der Polstellen in der kom-
plexen s und z-Ebene.

Gleichung 4.4 lasst sich eine dquivalente Bedingung fiir den z-Bereich ableiten. Fiir stabiles
Verhalten muss demnach

2% <1 (4.9)

gelten, wobei z™ die Lage aller Polstellen in der komplexen z-Ebene charakterisiert. Dies be-
deutet, dass ein stabiles Filterverhalten nur dann zu erwarten ist, wenn sich siamtliche Pol-
stellen innerhalb des Einheitskreises befinden.

In der Praxis ist der Abstand der Polstellen zur Stabilitdtsgrenze meist sehr gering. Wird ei-
ne Darstellung der Ubertragungsfunktion entsprechend Gleichung 4.8 gewihlt (Polynomdar-
stellung), so ist fiir die Filterkoeffizienten a; und b;. oft eine enorme Genauigkeit erforderlich,
um fiir Filter hoher Ordnung ein stabiles Verhalten zu gewdhrleisten. Reale Systeme arbeiten
jedoch stets mit einer begrenzten Rechengenauigkeit. Es bietet sich deshalb an, eine alterna-
tive Darstellung zu verwenden, welche wesentlich toleranter gegeniiber einer Arithmetik mit
begrenzter Prézision ist. Eine im Hinblick auf eine Implementierung vorteilhafte Darstellung
der Ubertragungsfunktion ist die sog. SOS-Form (englisch SOS - Second Order Section)

ﬁ bor + bzt +byrz?

2

L
H(z) =[] Hy(2) = (4.10)
k=1

= k=1 1+ alk-Z_l + azkz_

Wie der Name bereits erkennen lédsst, wird hier die Ubertragungsfunktion des Gesamtsystems
durch ein Produkt aus Ubertragungsfunktionen mit maximal zweiter Ordnung gebildet. Die
SOS-Form entspricht damit einer Serienschaltung einzelner Filter mit reduzierter Ordnung.
Letztere zeigen ein deutlich unempfindlicheres Verhalten gegeniiber Quantisierungsfehlern,
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wodurch letztendlich ein robustes Gesamtverhalten resultiert. Der maximale Zdhler- bzw.
Nennergrad einer auf Basis von Gleichung 4.10 dargestellten Ubertragungsfunktion betrégt
2L. Fiir ungerade Zdhler- und Nennerpolynome miissen deshalb einzelne z~% Koeffizienten,
d.h. a,; bzw. b,;. zu Null gesetzt werden. Damit kann im Grunde jede Ubertragungsfunktion
der Form 4.8 in eine dquivalente SOS-Darstellung iiberfiihrt werden kann.

Die Realisierung des Filterverfahrens besitzt fiir die vorgestellte Quelltermmodellierung ei-
ne besondere Bedeutung. Gemif Gleichung 4.1 ist die Modellierung des Riickkopplungsver-
haltens lokal, d.h der Quellterm wird durch lokale Stromungszustdnde beeinflusst. Als Folge
dessen muss der Wert des Quellterms fiir jeden einzelnen Gitterpunkt durch Auswertung ei-
nes Filters berechnet werden. Im Hinblick auf ein effizientes Simulationsverfahren ist es er-
forderlich, eine Implementierung zu wéhlen, welche den dabei erforderlichen Rechen- und
Speicheraufwand so weit wie moglich in Grenzen halt.

Prinzipiell gibt es verschiedene Methoden, digitale Filter zu realisieren. Beschrankt man sich
aufFilter geringer Ordnung, so sind im Wesentlichen die Direktform I und Il von BedeutungM.
Abbildung 4.2 verdeutlicht am Beispiel von Signalflussdiagrammen die Unterschiede der bei-
den Filterstrukturen. Die Direktform I entspricht im Grunde einer unmittelbaren Umsetzung
der Differenzengleichung 4.2. Zur Auswertung der Filters miissen die Zustdnde x(n — k) sowie
y(n— k) jederzeit bekannt sein, wofiir N + M Speicherelemente erforderlich sind.

x(n) y(n) .

(a)

Abbildung 4.2: Blockstruktur unter-
schiedlicher digitaler IIR-Filter wo-
bei N = M = 2: Direktform I (a), Di-
—a rektform II (b).

(b)

14Bei einer Direktform entsprechen die Filterkoeffizienten unmittelbar also direkt den Koeffizienten der Uber-
tragungsfunktion.
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Um den Speicheraufwand zu reduzieren, besteht die Moglichkeit, digitale Filter auf Basis der
Direktform II zu realisieren. Anstelle der Zustdnde x(n — k) sowie y(n — k) wird hier lediglich
die Zeithistorie einer Zwischengrélle w benotigt, wodurch der erforderliche Speicheraufwand
praktisch halbiert werden kann. Das dynamische Verhalten des Filters bleibt hingegen unver-
dndert. Die Differenzengleichung eines digitalen Filters in Direktform II lautet

M
y(m) =) bw(n-k) (4.11)
k=0
wobei
N
wn)=x(n)-) aqwh-=Lk) . (4.12)
k=1

Die Blockstruktur bzw. das Signalflussdiagramm der Direktform II ist ebenfalls in Abbildung
4.2 gezeigt.

Prinzipiell ist es moglich, die hier beschriebenen Direktformen auch zur Realisierung von
Filtern hoherer Ordnung zu verwenden. Nachteilig ist aber die bereits erwdhnte Koeffizien-
tenempfindlichkeit. In der Praxis werden Direktformen deshalb meist nur bis zur Ordnung
M, N < 2 eingesetzt. Um dariiber hinausgehende Ubertragungsverhalten realisieren zu kon-
nen, wird stattdessen hdufig auf eine Serienschaltung von Einzelfiltern gemal Gleichung 4.10
zuriickgegriffen. Die sich dabei ergebenden Filter werden als SOS-Filter bzw. allgemein als
Kaskaden- oder Kettenfilter bezeichnet.

Zur Realisierung frequenzabhidngiger Quellterme in PIANO wird ebenfalls auf eine SOS-Filter-
struktur gesetzt. Abbildung 4.3 verdeutlicht die prinzipielle Blockstruktur am Beispiel einer
Ausfiihrung mit vier Einzelfiltern zweiter Ordnung. Letztere sind aus Griinden der Speicher-
bedarfsoptimierung als Direktform II ausgefiihrt. Dadurch ist es moglich, im Rahmen eines
akzeptablen Rechen- und Speicheraufwands ein komplexes frequenzabhéngiges Quellterm-
verhalten abzubilden.

Das hier beschriebene Filterverfahren kann ohne Einschrankungen auch zur Realisierung
einer komplexen bzw. frequenzabhingigen Randbedingung im Zeitbereich (Time Domain
Impedance Boundary Condition - TDIBC, Abschnitt 3.5.4) verwendet werden. Letztere wur-
de erstmals von Morgenweck [88] in PIANO umgesetzt. Diese urspriingliche Implementie-
rung beinhaltet allerdings die Verwendung einer Direktform I Filterstruktur. Aufgrund der
beschriebenen Stabilitdtsprobleme ist der Einsatz deshalb auf Ubertragungsfunktionen mit
geringer Ordnung beschrinkt. Fiir viele praktische Problemstellungen, wie beispielsweise Ab-
sorberringe mit unterschiedlich abgestimmten Resonatoren, ist zur Abbildung der Frequenz-
abhéngigkeit jedoch eine deutlich hohere Filterordnung erforderlich. Aufgrund dieser Ein-
schrankungen wurde im Rahmen dieser Arbeit das urspriinglich zur Modellierung frequenz-
abhédngiger Quellterme vorgesehene Filterverfahren auch auf die Randbedingungen iibertra-
gen. Somit konnen nun auch komplexe Frequenzabhingigkeiten erfasst und numerisch stabil
wiedergegeben werden.
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x(n) $

—0y3 —lyy

Abbildung 4.3: Prinzipielle Blockstruktur der in PIANO realisierten SOS-Filter am Beispiel ei-
ner Ausfithrung mit vier Einzelfiltern zweiter Ordnung.

4.1.2 Bestimmung der Filterkoeffizienten

Voraussetzung fiir eine Anwendung der frequenzabhédngigen Quelltermmodellierung ist die
Kenntnis der Filterkoeffizienten. Dabei wird davon ausgegangen, dass das Ubertragungsver-
halten der Verbrennung in Form einer Reihe diskreter Datenpunkte vorliegt, welche sowohl
den Betrag, als auch die zugehorige Phasenlage der Flammenantwort beinhalten'. Die Auf-
gabe besteht nun darin, einen Satz Filterkoeffizienten zu bestimmen, der einerseits das durch
die Datenpunkte definierte Ubertragungsverhalten abbildet und andererseits ein stabiles Fil-
terverhalten gewdhrleistet.

Fiir diese Problemstellung bietet das kommerzielle Softwarepaket MATLAB® die vorgefertig-
te Routine invfreqz. Der darin umgesetzte Algorithmus [29, 78] sieht vor, die benétigten Fil-
terkoeffizienten durch Minimierung des Fehlers zwischen gewiinschtem und approximier-
tem Ubertragungsverhalten zu bestimmen. Allerdings hat sich gezeigt, dass dieser Ansatz oft
nichtin der Lage ist, das gewiinschte Ubertragungsverhaltens mit zufriedenstellender Genau-
igkeit wiederzugeben. Die Ursache fiir diese Schwierigkeiten kann mitunter auf die grolen
Unterschiede zwischen der Bandbreite der Transferfunktion und dem aufgelosten Frequenz-

Um den im Zeitbereich operierenden Akustikloser PIANO effektiv nutzen zu konnen, muss die Giiltigkeit der
Transferfunktion F,(w, x;) iiber einen moglichst weiten Frequenzbereich sichergestellt sein. Im Idealfall sollte
der gesamte Frequenzbereich bis zur numerischen Auflésungsgrenze abgedeckt sein.
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bereich der Akustiksimulation zuriickgefiihrt werden. Letzterer reicht aufgrund der erforder-
lichen kleinen Zeitschritte oft in den Bereich mehrerer MHz, wohingegen die Grenzfrequenz
der Transferfunktion die 10kHz-Grenze meist nicht tiberschreitet. Um dahingehende Proble-
me zu iiberwinden, schldgt Morgenweck [88] ein sogenanntes Upsamplingverfahren vor. Da-
bei wird der Zeitschritt des Filters durch Einfiihrung zusétzlicher Filterkoeffizienten an den
Zeitschritt des Simulationsverfahrens angepasst. Problematisch sind hier jedoch die sich er-
gebenden spektralen Wiederholungen, wodurch eine unphysikalische Erweiterung des Uber-
tragungsverhaltens hin zu hoheren Frequenzen resultiert.

Im Kontext der vorliegenden Arbeit wird ein alternativer Ansatz zur Bestimmung der Filter-
koeffizienten verfolgt. Dabei wird aus den verfiigbaren Datenpunkten zunéchst eine zeitkon-
tinuierliche Ubertragungsfunktion der Form

L, (s—s})

H(s)=k
1, (s—sp)

(4.13)

bestimmt, wobei k einen Vorfaktor, sz die Nullstellen und s,j die Polstellen der Ubertragungs-
funktion charakterisiert. Gleichung 4.13 wird allgemein als Pol-Nullstellen-Form (PN-Form)
bezeichnet. Die PN-Form besitzt allgemein ein besonders hohes Maf§ an Robustheit gegen-
tiber Quantisierungsfehlern. Dadurch ist es moglich, den Einfluss letzterer auch im Rahmen
der Filterableitung so weit wie moéglich zu begrenzen. Fiir die praktische Bestimmumg der
zeitkontinuierlichen Ubertragungsfunktion kann wiederum auf vorgefertigte MATLAB® Rou-
tinen (invfreqs) zuriickgegriffen werden. Dariiber hinaus hat sich in diesem Zusammen-
hang auch ein als Vector Fitting bekannter Ansatz von Gustavsen und Semlyen [47, 48] be-
wiihrt'®. Dieser ist iiblicherweise auch fiir komplexe Problemstellungen zuverlissig einsetz-
bar und erméglicht eine prazise Approximation des gewiinschten Ubertragungsverhaltensn.
Die zeitkontinuierliche Darstellung wird anschlieBend in eine diskrete Form tiberfiihrt. Um
dies zu erreichen, kann unter Anderem die bilineare Transformation

21-z1
§=— -
Ts1+2z

(4.14)

verwendet werden. Angewandt auf Gleichung 4.13 erhilt man zunéchst eine diskrete Uber-
tragungsfunktion mit Pol-Nullstellen-Gestalt. Diese wird anschlief$end in die benétigte SOS-
Form tiberfiihrt, wobei fiir diesen finalen Schritt abermals eine vorgerfertigte MATLAB® Rou-
tine (zp2sos) verwendet werden kann.

Abbildung 4.4 zeigt exemplarisch die Qualitdt der somit erzeugten IIR-Filter. Um die Fre-
quenzabhdngigkeit der vorgegebenen Datenpunkte akkurat wiederzugeben, ist im konkreten

'®Eine Implementierung fiir MATLAB® steht unter http://www.sintef .no/projectweb/vectfit frei zur
Verfiigung (abgerufen am 26.05.2016).

""Das Verhalten der Ubertragungsfunktion auRerhalb des durch Stiitzstellen festgelegten Bereichs ist im All-
gemeinen keinen weiteren Bedingungen unterworfen. Um ein unkontrolliertes Verhalten zu vermeiden, besteht
prinzipiell die Méglichkeit, H(s) vor der Uberfiihrung in eine zeitdiskrete Form mit der Ubertragungsfunktion
eines Tiefpassfilters zu multiplizieren.

64



4.1 Frequenzabhdngige Quelltermmodellierung
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Abbildung 4.4: Qualitit der Filtergenerierung: Stiitzstellen (o), Filterordnung M = N = 10
(—), Filterordnung M = N =8 (---).

) -2
1 10 8 10
o X
X ° o lo)
05 a 4 B
g o < . Ox
% o
S 0O X o o E 0o X O o X -
& X &
. o
X o o
—05| X ° 4 x
o o
* °© o X x
-1 -8
0.997 1 1.003 1.006 0.92 0.96 1 1.04 1.08
R(z) R(z)

Abbildung 4.5: Lage der Pol- (x) und Nullstellen (o) in der komplexen Ebene fiir unterschied-
liche Filterstrukturen: SOS-Struktur (links), Polynomstruktur (rechts).
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Beispiel ein Filter zehnter Ordnung erforderlich. Mit einer geringeren Ordnung zeigen sich
vor allem im Amplitudengang spiirbare Abweichungen. Eine weitere Erh6hung der Filterord-
nung wiirde dariiber hinaus keine signifikante Verbresserung mit sich bringen. Vielmehr wiir-
den aufgrund der zusétzlichen Verzogerungsglieder die Einschwingzeit sowie der Rechenauf-
wand zur Auswertung der Filter weiter zunehmen. Da dies im Allgemeinen jedoch eher uner-
wiinscht ist, ist man bestrebt die Filterordnung im Rahmen der Genauigkeitsanforderungen
moglichst gering zu halten.

Die Bedeutung einer SOS-Filterstruktur wird in Abbildung 4.5 deutlich. Dargestellt ist hier die
Lage der Polstellen innerhalb der komplexen Ebene. Verwendet man eine Kaskadenstruktur,
so ist die Stabilitdtsbedingung 4.9 fiir simtliche Polstellen erfiillt. Arbeitet man hingegen mit
einer Polynomdarstellung (Direktform), so befinden sich mehrere Polstellen aulerhalb des
Stabilitdtsbereichs. Ein stabiler Einsatz des Filters wére in diesem Fall nicht méglich.

4.2 Modellierung akustischer Verluste

In Abschnitt 2.6 wurde gezeigt, dass fiir die Ausbreitung akustischer Stérungen in gradien-
tenbehafteten Grundstromungen verschiedene Wechselwirkungsprozesse mit hydrodynami-
schen Storungsanteilen existieren. Diese fithren mitunter dazu, dass dem akustischen Wel-
lenfeld signifikant Energie entzogen wird.

Wie spéter in Kapitel 6 gezeigt wird, sind Erhaltungsgleichungen wie die nichtlinearen PEN-
NE Gleichungen prinzipiell in der Lage, die Interaktion akustischer Storungen mit Gradienten
des mittleren Stromungsfelds richtig zu beschreiben. Allerdings ist es dabei erforderlich, Gra-
dienten und geometrische Details direkt aufzul6sen. Fiir einfache Problemstellungen ist dies
tiblicherweise mit einem noch akzeptablen Rechenaufwand maoglich. Fiir praktisch relevan-
te Anwendungen im Bereich der Brennkammerakustik hingegen erweist sich dieser Ansatz
héufig als nicht zielfithrend. Die Schwierigkeit dulert sich hier in einem klassischen Skalen-
problem. So besteht das Einspritzsystem einer Fliissigkeitsraketenschubkammer in der Re-
gel aus einer Vielzahl von Injektoren, wobei das charakteristische Lingenmal} der Injektoren
hdufig um mehrere Grolenordnungen kleiner ist als die Abmessungen der Brennkammer. Ein
Versuch, diese Details direkt aufzulésen, erfordert eine enorme Anzahl an Gitterknoten und
tibersteigt damit die derzeit verfiigbaren Rechenkapazitdten. Um den Einfluss dennoch be-
riicksichtigen zu konnen, ist eine alternative Herangehensweise somit unausweichlich.

4.2.1 Modellierungsansatz

Im Folgenden wird eine gesonderte Modellierung akustischer Verluste vorgestellt. Dabei wird
zundchst auf ein Ergebnis aus Abschnitt 2.6 zuriickgegriffen, wonach sich die angesproche-
nen Wechselwirkungsprozesse meist durch effektive Impulsquellterme beschreiben lassen.
Wird der Fall akustischer Dissipation betrachtet, so ist der Beitrag der Impulsquellterme ne-
gativ, d.h. es tritt ein Impulsverlust innerhalb des akustischen Stérungsfelds in Erscheinung,
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wobei dies einem lokalen Totaldruckverlust gleichkommt. Wie in Anhang E am Beispiel einer
durchstromten Blende detailliert gezeigt wird, ist es demnach méglich, Wechselwirkungsver-
luste gleichwertig durch eine lokale Druckverlustmodellierung abzubilden.

Im Bereich der numerischen Stromungssimulation (CFD) werden Totaldruckverluste durch
nichtaufgeloste bzw. fiir geometrisch komplexe Einbauten wie Einspritzplatten oder Misch-
gitter hdufig durch Ansitze zur makroskopischen Beschreibung quasi-pordser Materialien
modelliert [3,4]. Die Idee besteht darin, periodische Strukturen homogenisiert durch ein po-
roses Modellmedium zu betrachten. Dadurch entfillt eine detaillierte Auflosung der geome-
trischen Details. Dieser Ansatz soll im Rahmen einer Modellierung spezieller akustischer Ver-
luste auch auf den Anwendungsbereich der numerischen Stromungsakustik (CAA) ausge-
dehnt werden.

Fiir die Durchstrémung quasi-porodser Gebiete existiert eine Reihe von Beziehungen, womit
sich lokale Totaldruckverluste in Abhédngigkeit makroskopischer Einflussgroffen bestimmen
lassen. Ein hierfiir weit verbreiteter Ansatz ist die Forchheimer Beziehung [17]
op 9 ou
——=au+bu"+m,— , 4.15
0x Por (4.15)
welche das Darcy-Gesetz in den Bereich turbulenter Stromungen hinein erweitert. a bezeich-
net dabei einen viskosen, b einen kinematischen Widerstandskoeffizienten. Der Koeffizient
m, erlaubt die Berticksichtigung moglicher Trégheitseffekte. Eine in der Literatur [127] hdufig
anzutreffende mehrdimensionale Formulierung der Forchheimer Beziehung fiir anisotropes
Materialverhalten besitzt die Form:
op ou;
—6—Xl‘:Al-jul~+Bij|ukk|ui+mpE » (4.16)
mit A;; als viskosen und B;; als kinematischen Widerstandstensor. Gleichung 4.15 bzw. 4.16
stellt einen Zusammenhang zwischen dem Druckgradienten und der lokalen Strémungsge-
schwindigkeit her. Die rechte Seite besitzt dabei jeweils die Form einer volumenspezifischen
Impulsquelle. Um einen geeigneten Verlust- bzw. Interaktionsquellterm fiir die akustischen
Erhaltungsgleichungen zu formulieren, wird zunédchst Gleichung 4.15 in Stérung und zuge-
horigen Gleichanteil zerlegt, wodurch der Ausdruck
ap' - 12 ou’
—-——=(a+2b)u +bu"+m,— (4.17)
0x ot
resultiert. Das Ergebnis kann anschliefend in eine mehrdimensionale Formulierung analog
zu Gleichung 4.16 tiberfiihrt werden:
I _ ap, _ _ / / / au;’
_Si = _a_xl. = (Al] +2|ukk|Bl])ul + Bljlukklul + mpﬁ . (4].8)
Fiir die Giiltigkeit der Forchheimer Beziehung wird im Allgemeinen eine inkompressible Stro-
mung vorausgesetzt. Damit ergeben sich fiir die Anwendung der hier vorgestellten Modellie-
rung gewisse Einschrdnkungen. Eine Strémung kann in guter Ndherung als inkompressibel
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betrachtet werden, wenn die Bedingung M « 1 erfiillt ist. Dariiber hinaus impliziert ein (an-
nihernd) inkompressibles Verhalten, dass die Wellenldnge der Stérungen grol$ gegentiber der
geometrischen Ausdehnung des verlustbehafteten Bereichs ist. Fiir ein quantitativ brauchba-
res Verhalten muss demnach M « 1 sowie He « 1 gelten. Betrachtet man die Stromungs-
verhiltnisse innerhalb einer Raketenschubkammer, so ist im Bereich der Einspritz- und Ver-
brennungszone iiblicherweise mit M < 0.3 zu rechnen. Wird die Modellierung in diesem Be-
reich der Brennkammer eingesetzt, so ist die Forderung M « 1 in der Regel erfiillt. Zur Ein-
ordnung der erwarteten Helmholtzzahlen miissen zunéchst die charakteristischen Abmes-
sungen der verlustbehafteten Bereiche abgeschétzt werden. Die relevante Ausdehnung vieler
Einbauten, wie Einspritzplatten oder Mischgitter, liegt {iblicherweise in der Gr6B8enordnung
weniger Zentimeter (wobei die charakteristische Abmessung nicht nur die durchstrémte geo-
metrische Liange, sondern auch den relevanten Interaktionsbereich der Storungen stromab
der Einbauten miteinschlieBen muss). Die Gro8enordnung der akustischen Wellenldnge ent-
spricht hingegen den charakteristischen Abmessungen der Brennkammer, wobei hier meist
der Brennkammerdurchmesser relevant ist. Unter Verwendung typischer Abmessungen er-
gibt sich fiir das Verhiltnis der charakteristischen Langen und damit fiir die Gr6B8enordnung
der Helmholtzzahl He ~ ©(107%...107"). Die Forderung kleiner Helmholtzzahlen ist somit
fiir viele Anwendungsfille weitestgehend erfiillt.

Auch wenn diese Betrachtungen eine breite Anwendbarkeit der Modellierung vermuten las-
sen, so besteht doch die Moglichkeit, dass die erforderlichen Voraussetzungen M < 1 sowie
He « 1 fiir gewisse Anwendungen nicht erfiillt sind. In diesem Fall muss unter anderem mit
einer iiber die Modellierung hinausgehenden Frequenzabhéngigkeit der Verluste gerechnet
werden. Ein Ansatz, die Modellierung in diesen Bereich zu erweitern, konnte auf einer Ver-
wendung frequenzabhéngiger Widerstandskoeffizienten beruhen. Die Umsetzung wiirde da-
bei entsprechend der Ansédtze aus Abschnitt 4.1 erfolgen. Allerdings ist diese Erweiterung fiir
die in dieser Arbeit untersuchten Anwendungsfélle nicht erforderlich. Auf eine Implementie-
rung wird aus diesem Grund verzichtet.

4.2.2 Ermittlung der Verlustparameter

Bisher wurden die verwendeten Verlustparameter nicht ndher definiert. Befindet man sich
im Bereich sehr niedriger Geschwindigkeiten, so sind etwaige Stromungsverluste tiberwie-
gend auf viskose Reibung zuriickzufiihren. Ein Beispiel liefert hier die analytische Losung von
Hagen-Poiseuille, die den Druckverlust bzw. den Druckgradienten in einer laminaren Rohr-
stromung wiedergibt:

op 32u
_op_2er, 4.19
ox - p? u (4.19)
wobei p die dynamische Viskositdt und D den Durchmesser des Rohrs bezeichnet. GemaQd
Gleichung 4.19 besitzt der Zusammenhang zwischen Druckgradient und Stromunggeschwin-
digkeit ausschlieRlich viskosen Charakter, d.h. @ = 32;/D* und b = 0. Der kinematische Wi-

derstandstkoeffizient b verschwindet hingegen. Der Fall einer verschwindenden bzw. lami-
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naren Durchstromung ist aber fiir viele technische Anwendungen im Bereich der Brennkam-
merakustik von eher untergeordneter Bedeutung. Typische fiir eine Modellierung der Verluste
in Frage kommende Einbauten, wie Injektorplatten oder Mischgitter, sind in der Regel tur-
bulent durchstromt. Zur Charakterisierung der Stromungsverluste dieser Komponenten wird
tiblicherweise ein sogenannter Druckverlustbeiwert

2A

(o==F, (4.20)

ou
verwendet. Mit der Approximation dp/dx = Ap/L,, wobei L, die durchstromte Lénge be-
zeichnet, ergibt sich fiir den kinematischen Widerstandskoeffizienten der Zusammenhang

0y

b= .
2L,

(4.21)

Der viskose Widerstandskoeffizient verschwindet hingegen, d.h a = 0. Damit beinhaltet der
Druckverlustbeiwert ausschlief§lich turbulente Strémungsverluste. Der viskose Anteil ist fiir
turbulente Zustdnde allgemein gering und wird deshalb vernachléssigt.

Abschlielend wird noch kurz auf die Bestimmung des Druckverlustbeiwerts eingegangen.
Dies stellt ein klassisches Problem der Stromungsmechanik dar. Abgesehen von analytisch ex-
akten Speziallésungen, wie beispielsweise dem sogenannten Borda-Carnot Stossverlust einer
unstetigen Querschnittserweiterung, existieren fiir verschiedene Formteile zahlreiche empi-
rische Korrelationen. Diese ermdglichen in der Regel eine erste Abschidtzung des Druckver-
lustbeiwerts [59]. Fiir eine hoherwertige Bestimmung wird tiblicherweise auf eine numerische
Detailmodellierung zuriickgegriffen. Dariiber hinaus kann der Verlustbeiwert im Bedarfsfall
auch experimentell ermittelt werden.

4.2.3 Anisotropes Verlustverhalten

Die Durchstrémung technischer Einbauten wie Einspritzplatten oder Mischgitter ist aufgrund
ihrer konstruktiven Gestaltung meist nur entlang einer Vorzugsrichtung moglich. Um diesem
Verhalten im Rahmen einer Modellierung gerecht zu werden, wird iiblicherweise ein poro-
ses Modellmedium mit anisotropen Eigenschaften verwendet. Die Abbildung des anisotro-
pen Verhaltens erfolgt wie bereits in Gleichung 4.16 und 4.18 geschehen, durch Einfithrung
spezieller Widerstandstensoren. Letztere sind von symmetrischer Gestalt, d.h. A;; = A;; bzw.
B;; = Bj;. Damit besitzt jeder Widerstandstensor im dreidimensionalen Fall sechs unbekann-
te Elemente. Wie jeder symmetrische Tensor sind auch die Widerstandstensoren hauptach-
sentransformierbar. Dabei werden die Tensoren durch eine orthogonale Transformationsma-
trix T;; in eine Diagonalform (-)? tiberfiihrt, sodass lediglich die Elemente der Hauptdiago-
nalen ungleich Null sind und alle {ibrigen Komponenten verschwinden.

Fiir viele Anwendungsfille ist es in der Regel ausreichend, den Stromungsverlust durch eine
Aufteilung in Langs- (-); und Querrichtung (-), zu charakterisieren. Unter diesen Vorausset-
zungen ergibt sich fiir die Widerstandstensoren im dreidimensionalen Hauptachsensystem
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Quellterm- und Verlustmodellierung

die allgemeine Darstellung

a;, 0 0
Al=l0 a 0 (4.22)
0 0 a
bzw.
b, 0 0
B=|0 b, 0]. (4.23)
0 0 b

Entsprechen die Hauptachsen der Widerstandstensoren nicht den globalen Koordinatenach-
sen, so ist ein Basiswechsel erforderlich, wodurch die Hauptachsendarstellung geméall Glei-
chung4.22 bzw. 4.23 in das globale Koordinatensystem tiberfiihrt wird. Die dazu erforderliche
Transformation besitzt die Form:

bzw.
Bij =Ty T, Bl . (4.25)

Die Transformationsmatrix T;; ldsst sich durch eine dreidimensionale Drehung um einen
Vektor eindeutig festlegen. Grundlage hierfiir ist die sogenannte Rodrigues-Formel

T;j=0;jcosf+(1—cosP)n;n;—¢€;jnesinf, (4.26)

wobei n; den Einheitsvektor der Drehachse und  den Drehwinkel bezeichnet. Dariiber hin-
aus ist §;; das Kronecker-Delta und ¢; j; das Levi-Civita Symbol. Bezeichnet s; den Vektor der
Langsrichtung im globalen Koordinatensystem, so wird der zur Transformation erforderliche
Einheitsvektor der Drehachse n; sowie der dazugehorige Drehwinkel  durch

1 0
nj=————\| s; (4.27)
i (s]-sj)”z .
sowie
S1
cosf=——:; (4.28)

festgelegt.'® Damit ist eine anschauliche Definition der Widerstandstensoren durch Angabe
der Hauptachsenkomponenten, sowie deren Orientierung innerhalb des globalen Koordina-
tensystems moglich, d-h. A;; = A;(a,, a;, s;) bzw. B;; = B;j(by, by, s;).

8Der Einheitsvektor der Drehachse n; gemdl Gleichung 4.27 ergibt sich dabei durch das Kreuzprodukt aus
sil(sjs j)” 2 und e; =(1,0,0) T Die Beziehung fiir den Drehwinkel § basiert hingegen auf dem Skalarprodukt der
beiden Vektoren.
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4.2 Modellierung akustischer Verluste

4.2.4 Numerische Umsetzung

Die Implementierung der vorgestellten Verlustmodellierung in PIANO ist an sich ohne gro-
Bere Schwierigkeiten moglich. Allerdings ergeben sich aufgrund des verwendeten Diskreti-
sierungsverfahrens hoher Ordnung vereinzelt Stabilitdtsprobleme, wodurch eine Anpassung
der Numerik erforderlich wird.

Um die Ausbreitung von Stérungen in einer bestimmten Raumrichtung vollstindig zu un-
terdriicken'?, muss der entsprechende Widerstandskoeffizient theoretisch unendlich gro
gewdhlt werden. Zwar ist es in der Regel ausreichend, wenn ein als unendlich groR gelten-
der Widerstandskoeffizient den Koeffizienten in Hauptstromungsrichtung um einen Faktor
10" ... 107 iibertrifft [3]. Nichtsdestotrotz kommt es aber auch in diesem Fall zu teils erhebli-
chen Gradienten im Losungsfeld. Letztere tiberschreiten dabei mitunter das Auflésungsver-
mogen des Diskretisierungsverfahrens, wodurch in letzter Konsequenz ein instabiles Verhal-
ten resultiert.

Um dies zu verhindern, wird im Ubergangsbereich zwischen verlustbehafteten und verlust-
freien Gebieten (Abbildung 4.6) die Ordnung der rdumlichen Tiefpassfilter von sechster (F6)
auf zweiter Ordnung (F2) reduziert. Wie bereits in Abschnitt 3.3 erldutert, ist ein Filter zwei-
ter Ordnung in der Lage, auch im Bereich starker Gradienten ein numerisch stabiles Damp-
fungsverhalten ohne Gibbs-Oszillationen zu zeigen. Damit ist es moglich, die Gradienten auf
ein vertretbares Mal} zu begrenzen. Prinzipiell entspricht dieses Vorgehen einigen bekannten
Ansdtzen zur numerischen Behandlung von Sto[&liﬂsungenzo [15,129]. Durch den lokalen Ein-
satz numerischer Tiefpassfilter mit reduzierter Ordnung wird auch hier die Entstehung un-
zuldssiger Gradienten verhindert und die Differenzierbarkeit der Feldvariablen sichergestellt.

verlustbehaftet verlustfrei

A T —

Filter ... F6 F2 F2 F2 F2 F2 F6 Fo6
o ... 0.2 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.2 0.2
| N, |

Abbildung 4.6: Anpassung des raumlichen Filterverfahrens am Ubergang zwischen verlust-
freien und verlustbehafteteten Bereichen.

YDje Modellierung geht in diesem Fall teilweise in ein sog. Immersed Boundary Verfahren (genauer gesagt
handelt es sich hier um eine Direct Forcing/Penalty Methode) tiber. Dabei wird versucht, Randbedingungen
durch kiinstliche Quellterme zu modellieren, wodurch auf eine geometrieangepasste Gittergenerierung mitun-
ter verzichtet werden kann.

OIn der Literatur werden diese Ansitze auch als Shock-Capturing-Verfahren bezeichnet.
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Quellterm- und Verlustmodellierung

Gegeniiber den in PIANO standardmaRig verwendeten Filtern zeigt ein Filter zweiter Ord-
nung ein deutlich erhdhtes Mal$ an numerischer Dampfung. Um letztere so weit wie mog-
lich zu minimieren, wird der Einsatz des reduzierten Filters auf moglichst wenige Punkte be-
schrankt. Untersuchungen haben gezeigt, dass eine Anwendung iiber fiinf Gitterpunkte hin-
weg (Ng, = 5, Abbildung 4.6) in der Regel geniigt, um eine ausreichende Stabilisierung zu
erzielen. Dariiber hinaus kann die Filterwirkung meist auf einen sehr kleinen Wert begrenzt
werden. In der praktischen Anwendung hat sich hier ein Relaxationsparameter o = 0.05 be-
wihrt.

Abgesehen von Stabilitdtsproblemen soll aber noch auf eine weitere numerische Besonder-
heit hingewiesen werden: Durch die Einfithrung des Verlustquellterms zeigt die Impulsglei-
chung fiir grolle Widerstandskoeffizienten ein zunehmend steifes Verhalten. Als Folge davon
wird der Stabilitdtsbereich des expliziten Zeitintegrationsverfahrens immer mehr eingeengt
und die Bedingungen fiir den Zeitschritt deutlich verschérft. Die Zeitintegration wird dadurch
mitunter sehr aufwidndig. Um dies zu vermeiden, besteht prinzipiell die Moglichkeit, den Im-
pulsquellterm implizit zu behandeln. Entsprechende Ansitze dazu finden sich z.B in [6]. Eine
Umsetzung dieser potentiellen Weiterentwicklung wurde allerdings im Rahmen dieser Arbeit
nicht mehr in Angriff genommen.
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5 Behandlung hydrodynamischer
Instabilitidten im Zeitbereich

Ausgangspunkt einer jeden fluidmechanischen Modellierung sind Grundgleichungen, wel-
che die vorherrschenden Prozesse mit ausreichender Genauigkeit beschreiben. Die wesentli-
chen fiir eine Modellierung der akustischen Wellenausbreitung infrage kommenden Grund-
gleichungen wurden bereits in Kapitel 2 besprochen. Beschrankt man sich demnach auf klei-
ne Stérungen um einen mittleren Stromungszustand, so ist eine Beschreibung der dynami-
schen Vorgédnge auf Basis der linearisierten Eulergleichungen (LEE) im Allgemeinen ausrei-
chend. Unter Verwendung des numerischen Losungsverfahrens aus Kapitel 3, ist es damit
prinzipiell moglich, die akustische Wellenausbreitung innerhalb von Potentialstromungen
ohne groflere Probleme zu berechnen.

Die Stromungsverhiltnisse innerhalb chemischer Raketenantriebssysteme konnen meist nur
sehr eingeschrinkt durch Potentialstromungen abgebildet werden. Wie in Abschnitt 2.6 er-
lautert, spielen rotationsbehaftete Stromungen aber auch im Hinblick auf die Dissipation
akustischer Energie eine wichtige Rolle. Zwar sind die linearisierten Eulergleichungen prinzi-
piell in der Lage, die akustische Wellenausbreitung in rotationsbehafteten Grundstrémungs-
feldern richtig zu beschreiben, eine Losung dahingehender Problemstellungen fiihrt im Zeit-
bereich jedoch sehr hdufig zu massiven Problemen. Letztere dullern sich vor allem durch ein
rasches Anwachsen lokaler Losungsbestandteile, welche das Losungsfeld zunéchst tiberla-
gern und schlieRlich zu einem vorzeitigen bzw. ungewollten Abbruch der Simulation fithren
konnen.

Um den Ursprung dieser Probleme besser zu verstehen, soll im Rahmen dieses Kapitels die
Stabilitdt hydrodynamischer Stromungen am Beispiel einer freien Scherschicht ndher be-
trachtet werden. Anschlieflend werden mégliche Ansdtze zur Vermeidung der angesproche-
nen Probleme im Detail diskutiert.

5.1 Hydrodynamische Stabilit:it

Zur Analyse der speziellen Losungsbestandteile der linearisierten Eulergleichungen wurde in
Abschnitt 2.2 eine parallele Grundstrémung i; = (U,0,0) T ohne Gradienten vorausgesetzt.
Die Beschriankung auf Gradientenfreiheit wird nun fallen gelassen. Stattdessen wird ein ebe-
nes Geschwindigkeitsprofil U = U(y) ohne Druckgradienten 0p/0x; = 0 und mit konstanter
Dichte p = const. betrachtet (Abbildung 5.1). Durch die Vorgabe einer konstanten Dichte wer-
den akustische Storungen sowie Schwankungen der Entropie (Entropiemoden) von vornher-
ein ausgeschlossen. Die hier formulierte Problemstellung betrachtet damit ausschlieBlich die
Dynamik hydrodynamischer Geschwindigkeitsschwankungen der Wirbelmode.
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Behandlung hydrodynamischer Instabilitdten im Zeitbereich

Y

Abbildung 5.1: Geschwindigkeitsprofil U(y) in
U, Form einer freien Scherschicht

Setzt man im Folgenden ebene, d.h. zweidimensionale sowie divergenzfreie Geschwindig-
keitsstorungen voraus, so ldsst sich eine skalare Stromfunktion ¥ mit der Eigenschaft

oy ow

u_dy’ VT T ox

(5.1)

definieren. Fiir diese Stromfunktion wiederum ist es im Rahmen der nachfolgenden Untersu-
chungen zweckmiRig, von einem harmonischen Ansatz [94] entsprechend

w(x;, 1) =y(yexplikx—id?) (5.2)

auszugehen. Wie aus Gleichung 5.2 hervorgeht, wird darin ein periodisches bzw. harmo-
nisches Verhalten in Abhéngigkeit der Ortskoordinate x, sowie der Zeit t angenommen. ¥/
bezeichnet die komplexe Amplitude der Stromfunktion vy, k die Wellenzahl in x-Richtung
und @ die komplexe Winkelgeschwindigkeit2 ! der Storungen. Unter Beriicksichtigung der ge-
troffenen Annahmen und unter Verwendung der Zusammenhédnge 5.1 und 5.2 erhédlt man
schliel}lich aus der Impulsgleichung 2.13b eine einzelne Gleichung fiir die Amplitude der
Stromfunktion:

k

~ 62A 02
=252 -¥9)- 57
ay

—y=0. (5.3)
6y2 v

Gleichung 5.3 ldsst sich als allgemeines Eigenwertproblem der Form

0] N
Ay (k) - EBU/(k)]w =0 (5.4)

21 Die komplexe Winkelgeschwindigkeit wurde in Abschnitt 4.1.1 durch s ausgedriickt. Im Bereich der hydrody-
namischen Stabilitdtsanalyse ist allerdings eine Notation entsprechend Gleichung 5.2 tiblich, weshalb an dieser
Stelle auf eine Verwendung von s verzichtet wird.
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5.1 Hydrodynamische Stabilitét

auffassen®?. Dabei bezeichnen

() *U
A(M:U[ —k«ﬂ———«% (5.5)
14 6y2 0y2
0*(-) .,
B, (k)= — —k*(-), (5.6)
v 3y°

zwei lineare Operatoren mit zugehorigen Eigenwerten @. Die Eigenwerte beschreiben dabei
das dynamische Verhalten der charakteristischen Losungsformen (Moden). Der Amplituden-
verlauf 1/ dieser Moden ist durch die zugehorigen Eigenvektoren gegeben. Bei den Eigenwer-
ten handelt es ich im Allgemeinen um komplexe GréBen. Ist der Imaginéranteil 3(®) grofler
als Null, so wachsen kleine Storungen mit der Zeit exponentiell an. Man spricht dann von
einem hydrodynamisch instabilen Grundstromungsfeld. Fiir 3(®) < 0 hingegen klingen ein-
gebrachte Stérungen exponentiell mit der Zeit ab und das Grundstromungsfeld ist hydrody-
namisch stabil.

Ein im Bezug auf hydrodynamische Stabilitdt hdufig untersuchtes Modellproblem stellt eine
sogenannte freie Scherschicht auf Grundlage eines tanh-Geschwindigkeitsprofils dar:

1 +Rutanh(L)

Uy = U, 55
u

(5.7)

mit U,, = (U, + U,)/2, R, = 0.5(U, — Uy)/U,,,, der Momentendicke 6, sowie den zugehori-
gen Randbedingungen 1/ (+o00) = 0. Die Losung des Modellproblems entsprechend Gleichung
5.4 erfolgt numerisch. Dabei muss beachtet werden, dass es sich bei den erwarteten Eigen-
werten allgemein um kleine Zahlen handelt [95]. Um numerische Fehler gering zu halten, ist
es deshalb erforderlich, Verfahren mit sehr hoher Genauigkeit wie z.B. Spektralmethoden zu

verwenden?S.

Abbildung 5.2 zeigt den Verlauf der Wachstumsrate $(®) als Funktion der Wellenzahl k, wobei
U,, =0.5m/s und R, = 1 ist. Wie aus den Ergebnissen hervorgeht, erhélt man fiir die Stabi-
litdtsgleichung 5.3 innerhalb eines begrenzten Wellenzahlbereichs positive Wachstumsraten.
Kleine Storungen wachsen innerhalb dieses Wellenzahlbereichs also exponentiell mit der Zeit
an, womit das verwendete Grundstromungsfeld gemal Gleichung 5.7 als hydrodynamisch in-
stabil bezeichnet werden kann.

Das Verhalten, instabile Losungen auszubilden, stellt ein entscheidendes Problem der linea-
risierten Eulergleichungen dar. Je nachdem, welches mittlere Stromungsfeld einer Simulation
zu Grunde liegt, besteht die Moglichkeit, dass hydrodynamische Schwankungsgrof3en rasch

*2Im Rahmen der nachfolgenden Ausfiihrungen wird das zeitliche Verhalten der Stérungen untersucht. Dabei
ist die Winkelgeschwindigkeit eine komplexe Grée und die Wellenzahl ein reeller Parameter. Ist man am rdum-
lichen Verhalten der Stérungen interessiert, so wird tiblicherweise ein sog. rdumlicher Ansatz [94] mit komplexer
Wellenzahl und reeller Winkelgeschwindigkeit als freie Parameter gewahlt.

ZUnter Berticksichtigung dieser Einschrankungen wird im Rahmen dieser Arbeit auf spektrale Chebyshev Ab-
leitungsmatrizen [124] sowie auf die von MATLAB® bereitgestellte Routine eig zur Losung des Eigenwertpro-
blems zuriickgegriffen.
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Behandlung hydrodynamischer Instabilitdten im Zeitbereich
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Abbildung 5.2: Wachstumsrate S$(®) der
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anwachsen. Dies fiihrt dazu, dass die akustischen Losungsbestandteile, meist das eigentliche
Ziel einer Simulation, von Losungsbestandteilen hydrodynamischen Ursprungs iiberlagert
werden. Erfolgt die Simulation im Zeitbereich, werden im ungiinstigen Fall die hydrodyna-
mischen Storungen mit fortschreitender Simulationsdauer immer mehr dominieren. Letzt-
endlich ist ein vorzeitiger Abbruch aufgrund des exponentiellen Wachstums unausweichlich.

Abschliellend sei noch erwidhnt, dass Gleichung 5.3, welche auch als Rayleigh-Gleichung [104]
bezeichnet wird, eine fundamentale Bedeutung innerhalb der stromungsmechanischen Sta-
bilitdtstheorie erlangt hat. Die Tatsache, dass sich diese Gleichung aus den linearisierten Eul-
ergleichungen ergibt, verdeutlicht, dass die Losung der LEE immer auch eine lineare Stabili-
tdtsanalyse des Grundstromungsfelds mit einschlie(3t.

5.2 Methoden der Stabilisierung im Zeitbereich

Wie im vorangegangenen Abschnitt gezeigt wurde, besitzen die LEE das Potential hydrody-
namische Instabilitdten auszubilden. Erfolgt eine Losung im Frequenzbereich, so ist diese
Besonderheit ohne gréere Konsequenzen - vorausgesetzt man verzichtet auf die Verwen-
dung einer progressiven Zeitvariablen innerhalb des Losungsverfahrens [1,5]. Im Zeitbereich
hingegen besteht die Gefahr eines ungewollten vorzeitigen Abbruchs der Simulation. Um die-
sem Problem zu begegnen, wurden in den letzten Jahren unterschiedliche Ansdtze entwickelt,
welche nachfolgend im Detail besprochen werden.
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5.2 Methoden der Stabilisierung im Zeitbereich

5.2.1 Glédttung der Grundstromung

Betrachtet man Abbildung 5.2, so wird deutlich, dass die Wachstumsraten der hydrodynami-
schen Storungen insbesondere von der Intensitédt der mittleren Gradienten beeinflusst wer-
den. Aufbauend auf dieser Erkenntnis, schlagen Richter et al. [109] eine Gldttung des Grund-
stromungsfelds zur Stabilisierung der hydrodynamischen Moden vor. Ziel dieses Vorgehens
ist es, die Wachstumsraten so weit zu reduzieren, dass instabile Losungsbestandteile inner-
halb der angestrebten Simulationsdauer keine nennenswerten Amplituden mehr erreichen
bzw. infolge numerischer Dampfung sogar abklingen. Die Schwierigkeit, die sich dabei er-
gibt, liegt in der zuverldssigen Bestimmung einer ausreichenden Glattung, welche zum einen
die Stabilitdt der Simulation sicherstellt und zum anderen die Auswirkungen auf die Stérungs-
ausbreitung moglichst minimiert.

Die prinzipielle Brauchbarkeit dieses Vorgehens konnte zuletzt auch von Morgenweck am
Beispiel eines turbulent durchstromten Impedanzkanals demonstriert werden [88]. Nichtsde-
totrotz handelt es sich bei dieser Methode aber nur sehr eingeschrankt um einen generellen
Ansatz zur Vermeidung hydrodynamischer Stabilitdtsprobleme. Besonders fiir Anwendungs-
falle mit starken Stromungsradienten ist zum Teil eine massive Glidttung erforderlich. Hier
besteht zwangsldufig die Gefahr einer signifikanten Beeinflussung der akustischen Simula-
tionsergebnisse.

5.2.2 Diampfung hydrodynamischer Losungsanteile

Neben einer Reduzierung der Wachstumsraten durch die Verwendung geglétteter Grundstro-
mungsfelder ist auch eine Stabilisierung auf Grundlage erhohter numerischer Dissipation
denkbar [88,108].

Vergleicht man die Wellenldnge hydrodynamischer und akustischer Storungen bei gleicher
Frequenz, so stellt man fest, dass insbesondere fiir kleine Machzahlen ein deutlicher Skalen-
unterschied besteht. Fiir Raketenschubkammern liegt das charakteristische Mal§ der Akus-
tik tiblicherweise in der Gro8enordnung der Brennkammergeometrie, das charakteristische
Liangenmald der hydrodynamischen Stérungen in der Groflenordnung der Injektoren. Unter
Verwendung typischer Abmessungen ergeben sich fiir das Verhiltnis der charakteristischen
Lingen Werte in der GréRenordnung O (10%).

Diese Besonderheit ldsst sich nutzen, um hydrodynamische Storungen im Verhéltniss zu akus-
tischen Stérungen tiberproportional zu dimpfen. Im einfachsten Fall kann dies durch die Ver-
wendung grober Rechengitter erreicht werden. Nichtakustische Storungen werden dann nur
noch unzureichend aufgel6st und sind somit stark geddmpft. Ein dhnlicher Effekt ergibt sich
durch einen verstirkten Einsatz numerischer Tiefpassfilter (siehe Abschnitt 3.3). Hier werden
kleinskalige Stérungen gezielt geddmpft, wodurch sich das unkontrollierte Wachstum hydro-
dynamisch instabiler Moden zunehmend unterdriicken ldsst.

Der praktische Einsatz dieser Methode hat allerdings gezeigt, dass der forcierte Einsatz nume-
rischer Dissipation auch zu einer signifikanten Dampfung der akustischen Losungsbestand-
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Behandlung hydrodynamischer Instabilitdten im Zeitbereich

teile fiihrt. Dariiber hinaus besteht auch hier das Problem a priori ein geeignetes Mal3 an nu-
merischer Dissipation zu bestimmen, welches die Stabilitdt der Simulation sicherstellt und
gleichzeitig die Auswirkungen auf die akustische Storungsausbreitung auf ein Minimum be-
grenzt.

5.2.3 Modifikation der linearisierten Eulergleichungen

Alle bisher betrachteten Ansétze zur Stabilisierung verwenden als akustische Grundgleichun-
gen die LEE in unverdnderter Form. Dariiber hinaus wurden aber auch Ansitze entwickelt,
die auf einer Modifikation der LEE beruhen. Verschiedene Autoren konnten zeigen, dass eine
Vernachldssigung bestimmter Terme zu einer spiirbaren Stabilisierung der LEE in hydrody-
namisch instabilen Anwendungsfillen fithrt. Ewert schldgt beispielsweise folgenden modifi-
zierter Grundgleichungssatz vor [34]:

0o’ _ 00  _ou; .
E-l' ia_xi+ an:: SQ’ (583)
ou' ou 100 1
a2t s, (5.8b)
ot 0x; 00x; 0
op' op' ou;
l l

Hier wurden gegeniiber dem Gleichungssystem 2.13 aus Abschnitt 2.1.2 sdmtliche Gradien-
tenterme des mittleren Stromungsfelds vernachléssigt. Bogey et al. stellen in [14] einen §hn-
lichen Ansatz vor. Im Gegensatz zum Gleichungssystem 5.8 bleibt dabei allerdings die Konti-
nuitdtsgleichung unveriandert.

Angewandt auf das Modellproblem aus Abschnitt 5.1 erhélt man fiir das Gleichungssystem 5.8
eine neue Stabilitdtsgleichung. Unter Beriicksichtigung der Annahmen und Einschrankungen
aus Abschnitt 5.1 besitzt diese die Form

N 2 A ~
(0-2)(Z0 _ieq) 2220 _,
k)\ay dy oy

Abbildung 5.3 verdeutlicht die Eigenschaften des modifizierten Gleichungssystems 5.8 hin-
sichtlich einer Anwendung in hydrodynamisch instabilen Grundstromungen. Man erkennt,
dass sich fiir die neue Stabilitdtsgleichung 5.9 Wachstumsraten ergeben, die unter Beriick-
sichtigung der Genauigkeit des numerischen Losungsverfahrens als verschwindend klein bzw.
null angenommen werden kénnen. Durch die Verwendung des modifizierten Grundgleich-
ungssystems wird also eine weitestgehende Stabilisierung erreicht. Zwar gilt diese Aussage le-
diglich fiir das untersuchte Modellproblem, nichtsdestotrotz legen die im Rahmen dieser Ar-
beit bzw. von anderen Autoren [14,34] gewonnene Erkenntnisse nahe, dass sich diese Schluss-
folgerung auch auf allgemeine 2D- bzw. 3D-Problemstellungen im Bereich der CAA {iibertra-
gen lésst.

(5.9)
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Abgesehen davon stellt sich noch die Frage, inwieweit eine Vernachldssigung der besagten
Terme in den LEE zu einer Verfalschung der akustischen Wellenausbreitung fiihrt. Sowohl
Bogey et al. [14] als auch Ewert [34, 38] kommen zu dem Schluss, dass die Giiltigkeit der mo-
difizierten Grundgleichungen insbesondere im Bereich hoher Frequenzen erfiillt ist. Ewert
definiert dazu eine kritische Strouhal-Zahl

0
Sl_:f u’
AU

(5.10)

wobei AU = |U, — U;| die maximale Geschwindigkeitsdifferenz der vorherrschenden Scher-
schichten bezeichnet und f die Oszillationsfrequenz der akustischen Wellen charakterisiert.
Ewert stellt fest, dass fiir den Bereich St < 0(10_1) die Ausbreitung der akustischen Wellen
»signifikant® verfédlscht wird. Betrachtet man die typischen Verhiltnisse innerhalb einer Ra-
ketenbrennkammer, so ist im Bereich der Einspritzzone mit Strouhal-Zahlen St ~ O(10™") zu
rechnen. Folglich befindet man sich hier im Grenzbereich des von Ewert definierten Anwen-
dungsbereichs.

5.2.4 Akustische Storungsgleichungen

Neben einer Modifikation der linearisierten Eulergleichungen durch Vernachldssigung spe-
zieller Terme stellen Ewert et al. im Zuge mehrerer Publikationen [35-37] ein weiteres linea-
risiertes Grundgleichungssystem zur Beschreibung akustischer Wellenausbreitung in stratifi-
zierten Stromungen vor. Die zugehorigen Gleichungen werden in der Literatur als akustische
Storungsgleichungen bzw. englisch als Acoustic Perturbation Equations - APE bezeichnet und
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besitzen die allgemeine Darstellung** [36]:

o' 0 00 _O0ui ,0u; ., . apg
90 =5 , 5.11
Tl 6x,-+ul +an Yoo, 0T Qo (5.11a)
ou: 5 o (v 1
j _ gy p ' APE
E+a—xj(”f”f)-‘a—x,.(f)+55f”3f’ (o-410)
op' 00
= _Cz_at =(y-1)S, + QME (5.11c)

wobei ¢* = Yp!p. Formal ist das Gleichungssystem 5.11 mit den LEE aus Abschnitt 2.1.2 iden-
tisch und stellt lediglich eine geschickte Umformulierung dar. Durch diese Umformulierung
ergeben sich jedoch Quellterme (QAPE QAPE Q?PE)T, welche ausschlieflich die Wirkung der
hydrodynamischen Quellen belnhalten Werden diese zu Null gesetzt, so spricht man von ei-
nem homogenen APE System. Ewert kann zeigen, dass in diesem Fall die hydrodynamische
Stabilitdt der Losung sichergestellt ist.

Zum Verstdndnis dieser besonderen Eigenschaft der akustischen Stérungsgleichungen ist es
zweckmiRig, die zugehérige Transportgleichung der Wirbelstérkefluktuationen w); zu betrach-
ten [37]. Diese ergibt sich indem man den Rotationsoperator rot( -); := €;;,0(-)/0x; auf
Gleichung 5.11b anwendet. Mit /; = rot u; und unter Vernachlissigung des Impulsquellterms
S’ = 0 erhélt man demnach

ow';
T 0. (5.12)

GemiR diesem Ergebnis bleibt die Storung der Wirbelstérke w', fiir das homogene APE-System
zeitlich unverdandert. Wirbelstirkemoden kénnen also in Abwesenheit von Quelltermen we-
der auf- noch abklingen, wodurch die Stabilitdt des Gleichungssystems fiir beliebige Grund-
stromungsfelder sichergestellt ist [37]. Trotz dieser positiven Eigenschaft wird aber auch bei
den APE letztendlich die Physik der akustischen Wellenausbreitung im Rahmen der Stabili-
sierungsmalinahmen verletzt. Durch die gewdhlte Formulierung wird die Dynamik der Wir-
belstirkestorungen verdndert. Eine physikalisch korrekte Interaktion letzterer mit der Akustik
ist somit nicht mehr moglich.

24Gleichung 5.11 stellt die allgemeine Form des APE-Systems dar und beinhaltet Quellterme fiir Masse, Impuls
und Energie. Wird lediglich der Einfluss des Energiequellterms beriicksichtigt und die Dichteschwankung o’
{iber die Beziehung p’ = 529' an die Druckschwankung gekoppelt, so kann auf die Losung einer Dichtegleichung
verzichtet werden und man erhilt die von Pieringer [100, 101] verwendete Form:
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Vollstindigkeitshalber sei noch darauf verwiesen, dass nicht nur fiir das homogene APE-Sys-
tem dw; /0t = 0 gilt. So zeigen die von Seo und Moon [117, 118] vorgeschlagenen Linearized
Perturbed Compressible Equations (LPCE) ebenfalls diese Eigenschaft. Allerdings besitzen die
LPCE groRRe Ahnlichkeit mit den APE. Es ergeben sich keine besonderen Vorziige gegeniiber
den APE, weshalb auf eine tiefer gehende Diskussion bzw. Untersuchung im Rahmen dieser
Arbeit verzichtet wird.

5.2.5 Nichtlineare Storungsgleichungen

Wie bereits erwdhnt, besitzen die linearisierten Eulergleichungen die Eigenschaft, hydrody-
namische StorungsgréBen bei entsprechenden Verhéltnissen rasch anwachsen zu lassen. Da-
bei ist dieses Verhalten im Bereich kleiner Stérungsamplituden keineswegs unphysikalisch.
Betrachtet man die real ablaufenden Vorgénge, so stellt man fest, dass ein anfangliches Wachs-
tum zundchst gerechtfertigt ist. Aufgrund der Linearisierung ist das Wachstumsverhalten fiir
die LEE allerdings nicht begrenzt. Dies steht in klarem Widerspruch zu den Vorgédngen in ei-
ner realen Stromung, wo letztendlich Sattigungseffekte das anfangliche Wachstum begren-
zen. Verantwortlich fiir dieses Verhalten sind nichtlineare Mechanismen, die jedoch in den
LEE fehlen.

Aufbauend auf diesen Erkenntnissen wurde von unterschiedlichen Autoren die Verwendung
nichtlinearer Storungsgleichungen vorgeschlagen. Ein wichtiger Beitrag wurde dabei durch
die Gruppe um die Autoren Morris und Long erbracht. Im Rahmen dieser Arbeiten konnte un-
ter anderem gezeigt werden, dass mit Verwendung der aus Abschnitt 2.1.1 bekannten NLDE
die Simulation der Schallausbreitung innerhalb verschiedener Freistrahlstromungen bis in
den hohen Uberschallbereich hin méglich ist [89, 90]. Ferner konnten unter anderem Bailly
und Juvé [7], Longatte et al. [81], Redonnet et. al. [106, 107] sowie Reboul et al. [105] die Sta-
bilitdt nichtlinearer Stérungsgleichungen in hydrodynamisch instabilen Grundstréomungen
anhand verschiedener Testfdlle demonstrieren. Die Anwendungsfélle reichen dabei von ein-
fachen Scherschichten bis hin zur Schallausbreitung im Nahfeld komplexer aeroakustischer
Quellen, wie Tragfliigelprofile oder Flugtriebwerke.

Der Vorteil nichtlinearer Stérungsgleichungen liegt insbesondere in der Tatsache, dass anders
als bei allen zuvor diskutierten Ansédtzen die Physik der Wellenausbreitung bzw. Modeninter-
aktion nicht verdndert wird. Verwendet man Gleichungen wie die in Abschnitt 2.1.1 disku-
tierten NLDE oder PENNE, so wird lediglich das Verhalten fiir grofe Amplituden physika-
lisch korrekt abgebildet. Somit wird hier nicht das Wachstum hydrodynamischer Stérungen
als Ursache moglicher Stabilitdtsprobleme angesehen, sondern vielmehr die Linearisierung
der Grundgleichungen.
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6 Validierung des Simulationsverfahrens
in stratifizierten Stromungen

In Kapitel 3 wurde das dieser Arbeit zu Grunde liegende Simulationsverfahren vorgestellt.
Um die Brauchbarkeit des entwickelten Verfahrens zu demonstrieren, soll in diesem Kapi-
tel die akustische Wellenausbreitung in stratifizierten Grundstrémungen untersucht werden.
Der Schwerpunkt liegt dabei auf der Betrachtung hydrodynamisch instabiler Stromungen.
Wie bereits im vorherigen Kapitel erldutert, stellen hydrodynamisch instabile Stromungen ei-
ne besondere Herausforderung fiir akustische Simulationsverfahren im Zeitbereich dar.

Leider ist die Verfiigbarkeit brauchbarer Messdaten zur Validierung des Simulationsverfah-
rens in stratifizierten Grundstromungen dullerst begrenzt. Testfdlle aus dem Anwendungsbe-
reich Brennkammerakustik sind praktisch nicht bekannt. Um dennoch eine zufriedenstellen-
de Validierung des Simulationsverfahrens zu erreichen, wird auf einen gut dokumentierten
Testfall von Ronneberger zuriickgegriffen.

Im Rahmen eines Forschungsvorhabens zur Schallausbreitung in Stromungskanélen haben
Ronneberger [111] und Pallek [97] unter anderem das akustische Streuverhalten einer turbu-
lent durchstrémten sprunghaften Querschnittserweiterung experimentell untersucht. Zwar
betrachtet dieser Testfall lediglich die longitudinal-akustische Wellenausbreitung, nichtsde-
stotrotz kann aber davon ausgegangen werden, dass bei einer erfolgreichen Validierung auch
das Verhalten hoherer akustischer Moden im Wesentlichen korrekt wiedergegeben wird. Da-
bei ist zu beachten, dass das verwendete Verfahren zur Simulation dreidimensionaler Wel-
lenausbreitungsphdnomene entwickelt wurde. Die Beschrdankung auf longitudinale Moden
kennzeichnet damit lediglich einen Sonderfall. Abgesehen davon stellt die Interaktion zwi-
schen akustischen und hydrodynamischen Moden per se einen hoherdimensionalen Vorgang
dar.

AbschlieRend sei noch erwidhnt, dass der betrachtete Testfall inzwischen von mehreren Au-
toren zur Validierung verschiedener Berechnungsmethoden genutzt wurde und eine gewis-
se Verbreitung erlangt hat. So haben Kirkegaard et al. [70], Gikardi et al. [44] sowie Schul-
ze [114] das von Ronneberger experimentell vermessene Streuverhalten dazu genutzt, um
die Starken eines auf COMSOL Mul'[iphysics® basierenden Frequenzbereichsverfahrens zu
demonstrieren. Foller und Polifke [42] verwenden ebenfalls das von Ronneberger gemesse-
ne Verhalten, um eine Kombination aus LES Simulation und anschlieender Wiener-Hopf-
Systemidentifikation (LES/SI) zu validieren.

6.1 Messaufbau und Testfallbeschreibung

Der prinzipielle Versuchsaufbau von Ronneberger ist schematisch in Abbildung 6.1 gezeigt.
Er umfasst im Wesentlichen zwei Messrohre unterschiedlichen Durchmessers, die durch ei-
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ne unstetige Querschnittserweiterung koaxial verbunden sind. Das System wird mit Umge-
bungsluft der Temperatur T, durchstromt, wobei sich im stromaufseitigen Messrohr mit
Durchmesser D,, die Machzahl M, einstellt. Der Durchmesser des stromab sich befindenden
Messrohrs betrigt D ;. Am unstetigen Ubergang zwischen den beiden Messrohren kommt es
zur Stromungsablésung und infolgedessen zur Ausbildung eines ringformigen Rezirkulati-
onsgebiets. AnschlieBend gleichen sich alle durch die Querschnittserweiterung induzierten
Stromungsgradienten wieder zunehmend aus.

Lautsprecher
Mikrofone S
bidh =50 0
ﬂ) Duii 5213 CSIZ X Dy O

<«

522

Abbildung 6.1: Von Ronneberger verwendete Messapparatur zur experimentellen Bestim-
mung der akustischen Streufaktoren S;;, S;,, S,; sowie S,, einer durchstrémten Quer-
schnittserweiterung

Zur Untersuchung der Strémung-Schall-Wechselwirkung kann das System akustisch angeregt
werden. Dazu befinden sich an beiden Enden leistungsfihige Lautsprecher. Die Anregungs-
frequenz wurde von Ronneberger so gewdhlt, dass im diinneren stromauf gelegenen Mess-
rohr lediglich longitudinale Moden ausbreitungsfahig sind. Im stromab gelegenen Messrohr
hingegen iiberschreitet die Anregungsfrequenz teilweise die Grenzfrequenz fiir die Ausbrei-
tung hoherer akustischer Moden. Um letztere nicht bevorzugt anzuregen, sind am unteren
Ende des Messrohrs drei tiber den Umfang verteilte Lautsprecher angebracht, welche syn-
chron in das Rohr einstrahlen. Fiir das stromauf gelegene Messrohr reicht hingegen ein ein-
zelner Lautsprecher, da hier lediglich longitudinale Moden ausbreitungsfihig sind.

Um die Interaktion zwischen hydrodynamischen und akustischen Stérungen am Flidchen-
sprung zwischen den beiden Messrohren zu quantifizieren, werden von Ronneberger vier
Streufaktoren S;;, Sy, S,; sowie S,, bestimmt. Dazu ist eine Messung der komplexen Schal-
druckamplituden erforderlich, weshalb entlang der beiden Messrohre jeweils mehrere Mikro-
fone angebracht sind.

Die Streufaktoren wurden von Ronneberger fiir verschiedene Konfigurationen und Betriebs-
bedingungen vermessen. Zur Validierung des Simulationsverfahrens wurde ein Messdaten-
satzmit den in Tabelle 6.1 aufgelisteten Parametern gewdhlt. Demnach besitzt die im Rahmen
dieser Arbeit untersuchte unstetige Querschnittserweiterung ein charakteristisches Flachen-
verhéltnis Di/ D?l = 0.346 und wird mit einer mittleren Machzahl M, = 0.2 turbulent durch-
stromt. Unter diesen Bedingungen ergeben sich im Bereich der Querschnittserweiterung aus-
gedehnte Scherschichten mit stark angefachten Wirbelmoden. Eine Verwendung der lineari-
sierten Eulergleichungen im Zeitbereich ist hier nicht problemlos mdoglich, da letztendlich
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Parameter Wert
Querschnittsverhiltnis, Di/DZ 0.346

mittl. Machzahl, M,, 0.2

Reynoldszahl, Re, 1.9-10°
Messrohrdurchmesser, D, 0.05m
Messrohrdurchmesser, D 0.085m
Anregungsfrequenz, f 05,1,2,2.5,3kHz

Tabelle 6.1: Charakteristische Parameter und Betriebsbedingungen des von Ronneberger ver-
wendeten Versuchsaufbaus.

ein unbegrenztes Anwachsen der Wirbelmoden eintritt. Ziel der nachfolgenden Validierungs-
rechnungen ist es, zu zeigen, dass unter Verwendung der nichtlinearen PENNE Gleichungen
numerisch stabile Rechnungen in hydrodynamisch instabilen Stromungen durchgefiihrt wer-
den konnen. Die Interaktion zwischen Stromung und Akustik soll dabei mit ausreichender
Genauigkeit wiedergeben werden.

6.2 Modellbildung

Die theoretische Betrachtung des beschriebenen Testfalls erfolgt iiber mehrere Schritte. Zu-
nichst muss die im Versuchsaufbau vorliegende Grundstromung ermittelt werden. Anschlie-
Bend wird die Wellenausbreitung und die damit einhergehende Streuung am unstetigen Fla-
chensprung durch Anwendung des Simulationsverfahrens aus Kapitel 3 berechnet. Im letz-
ten Schritt werden aus den Ergebnissen der Akustiksimulation akustischen Streufaktoren be-
stimmt, wobei hier ein spezielles Auswertungsverfahren zur Anwendung kommt.

6.2.1 Grundstromung

Zur Bestimmung der Grundstrémung wird auf ein kommerzielles CFD-Verfahren zuriickge-
griffen. Um den numerischen Aufwand moglichst gering zu halten, bietet es sich an, eine axi-
alsymmetrische Modellierung zu verwenden. Dabei stellt sich aber zundchst die Frage, ob die
Annahme einer axialsymmetrischen Losung fiir den hier vorliegenden Fall tiberhaupt zulés-
sigist. Es ist allgemein bekannt, dass sich unter entsprechenden Bedingungen asymmetrische
Stomungszustdnde ausbilden, obwohl die geometrischen Randbedingungen eine symmetri-
sche Losung grundsitzlich erwarten lassen. Dieses Phdnomen, das oft auch als sog. Coanda
Effekt bezeichnet wird, ist prinzipiell auch fiir die vorliegende unstetige Querschnittserweite-
rung denkbar [19].

Die hier betrachtete Problemstellung wurde bereits ausgiebig von Foller und Polifke [42] un-
ter Verwendung eines dreidimensionalen LES Verfahrens analysiert. Die dabei erzielten Er-
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gebnisse zeigen, dass das mittlere Stromungsfeld in der Tat rein axialsymmetrischen Charak-
ter besitzt, wodurch die Verwendung einer axialsymmetrischen Modellierung gerechtfertigt
erscheint.

Zur Bestimmung der Grundstrémung wird die kompressible Form der Reynolds-gemittelten
Navier-Stokes Gleichungen (RANS) mithilfe des kommerziellen Stromungslosers CFX gelost.
Das Rechengebiet beschrédnkt sich auf eine einzelne Schnittebene durch die Symmetrieachse.
Die Diskretisierung erfolgt auf Basis eines strukturierten Rechengitters mit insgesamt 2.3 -10°
Knoten. Der Konturrand ist als adiabate Haftbedingung ausgefiihrt, was die Ausbildung ei-
ner Wandgrenzschicht zur Folge hat. Um diese vollstandig aufzulosen, ist das verwendete Re-
chengitter in Wandnihe stark verfeinert. Der dimensionslose Abstand y* zum wandnichsten
Gitterpunkt erfiillt dabei {iberall die Bedingung y* < 1. Der Einfluss der turbulenten Schub-
spannungen wird durch das SST-Turbulenzmodell von Menter [83,84] modelliert. Dabei han-
delt es sich um ein hybrides Modell, welches das k-w-Modell von Wilcox und das bekannte
k-e-Modell miteinander kombiniert. Ersteres ist insbesondere fiir die Abbildung der Turbu-
lenz in Wandnéhe geeignet, wohingegen das k-e-Modell zur Beschreibung turbulenter Vor-
ginge in wandfernen Gebieten Vorteile besitzt. Eine spezielle Uberlagerungsfunktion stellt
im Rahmen des SST-Turbulenzmodells sicher, dass das jeweils bevorzugte Modell im gesam-
ten Rechengebiet verwendet wird [4]. Am Auslass wird als Randbedingung der angenommene
Umgebungsdruck p,, = 1.013- 10° Pa gesetzt. Am Einlass ist ein konstantes Strémungsprofil
mit M,, = 0.2 und einem Turbulenzgrad von 5% vorgeben, wobei das Messrohr vor der Quer-
schnittserweiterung kiinstlich auf eine Gesamtldnge von 50 D,, erweitert wurde. Damit ist si-
chergestellt, dass innerhalb des akustischen Rechengebiets (Abbildung 6.3) voll ausgebildete
Stromungsverhéltnisse vorliegen.

SN )
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—
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u

N
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Abbildung 6.2: Grundstromung im Bereich der unstetigen Querschnittserweiterung: Mach-

zahl (a), statischer Druck (b).
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Abbildung 6.2 zeigt die quasistationdre Geschwindigkeitsverteilung im Bereich der unsteti-
gen Querschnittserweiterung. Im Messrohr vor der Querschnittserweiterung fillt die axiale
Geschwindigkeitskomponente zur Wand hin stark ab. Gleichzeitig ergeben sich auf Héhe der
Symmetrieachse Maximalwerte der axialen Geschwindigkeit. Der Bereich hinter der Quer-
schnittserweiterung ist durch eine abgeldste Scherschicht geprédgt. Zwischen Scherschicht
und Wand bildet sich ein Rezirkulationsgebiet aus. Dieses erstreckt sich von der Querschnitts-
erweiterung bis zum Wiederanlegepunk im Bereich x = 6 D,,. Anschlief$end gleichen sich die
Stromungsgradienten zunehmend aus. Fiir x > 15D,, kann in grober Ndherung wieder von
einem anndhernd homogenen Strémungsfeld gesprochen werden.

6.2.2 Akustische Simulation im Zeitbereich

Anders als zuvor die Simulation der Grundstromung erfolgt die Berechnung der akustischen
Wellenausbreitung innerhalb eines dreidimensionalen Rechengebiets. Zwar wird im Rahmen
der Problemstellung lediglich die Ausbreitung und Streuung ebener akustischer Wellen be-
trachtet, dennoch ist nicht von vornherein bekannt, inwiefern die Interaktion zwischen hy-
drodynoamischen Wirbelmoden und akustischen Storungen durch eine in PIANO prinzipiell
mogliche Reduktion auf zwei Dimensionen beeinflusst werden wiirde. Auf eine vereinfachte
rotationssymmetrische Modellierung wurde aus diesem Grund verzichtet.

Anregungs- bzw. Anregungs- bzw.
Déampfungszone r Déampfungszone
N ¥ /
! | ' eoecoe I
\ 1 e®eeeeee D H D :
|| eeeceee U éx Ll d
PEL |
14D, =0.7m 38D, =19m

Abbildung 6.3: Schematische Darstellung des akustischen Rechengebiets: Lage der Monitor-
punktringe zur Aufzeichnung der akustischen Storgrof3en (e).

In Abbildung 6.3 ist das Rechengebiet der Akustiksimulation schematisch dargestellt. Fiir das
Messrohr vor der Querschnittserweiterung wurde eine Ausdehnung von 14 D, gewihlt. Das
Messrohr hinter der Querschnittserweiterung hingegen erstreckt sich iiber eine Lange von
38 D,,. Mit diesen Mal3en besitzt jedes Messrohr iiber eine ausreichende Lange ein voll ausge-
bildetes turbulentes Grundstrémungsprofil.

Um die Querschnittserweiterung hinsichtlich der Streuung akustischer Wellen beurteilen zu
konnen, sind insgesamt zwei unabhéngige Simulationen mit jeweils einseitiger akustischer
Anregung erforderlich. Dazu wird abwechselnd eine Anregungszone im Abschnitt —0.7m <
x < —-0.3m sowie 1.3m < x < 1.9m definiert. Zur Unterdriickung unerwiinschter Resonanzen
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wird das einer Anregungszone gegeniiberliegenden Messrohr jeweils durch eine Dampfungs-
zone abgeschlossen, wofiir ebenfalls die zuvor genannten Abschnitte verwendet werden.

Die Realisierung der Anregungs- bzw. Ddmpfungszonen erfolgt unter Verwendung der Me-
thode aus Abschnitt 3.5.5, d.h. es werden kiinstliche Quellterme eingebracht, wodurch dem
Losungsfeld lokal ein definiertes Verhalten aufgeprédgt wird. Fiir eine Dadmpfungszone nimmt
der Zielwert (p, u;, p) rTe 5 den Wert Null an. Fiir eine Anregungszone wird als Zielwert hingegen
eine Uberlagerung mehrerer ebener Wellen vorgegeben:

N ki T
(o, ui,p)rTef = Aref Z (_—2,_—",0,0,1) exp(—ik,fx) exp(iw,t+ip,), (6.1)
n=1\C an

wobei d, = w,, — ¢k M und i = v/~1. Der Parameter A,, s dient einer Anpassung der Ge-
samtamplitude. w,, charakterisiert die Winkelgeschwindigkeit und ¢,, den Phasenwinkel der
einzelnen tiberlagerten Wellen. Die axialen Wellenzahlen

1 w,

kE=+ i} 6.2
n 1+M ¢ 6.2)

sind aufgrund der lokal herrschenden Machzahl M auch betragsmifig richtungsabhingig.
k;, bezeichnet die Wellenzahl einer sich in positive x-Richtung ausbreitenden Welle, k,, hin-
gegen die Wellenzahl einer in negative x-Richtung propagierenden Welle. Um die erwartete
Frequenzabhidngigkeit der akustischen Stérungsausbreitung untersuchen zu kénnen, besteht
@, u,p" rTe s im vorliegenden Fall aus insgesamt 11 Einzelwellen im Frequenzbereich zwi-
schen 500Hz und 2500Hz, d.h. N = 11. Die Auflosung von 200Hz ist dabei konstant. Dariiber
hinaus sind die relativen Phasenwinkel ¢,, optimiert, um eine moglichst homogene Amplitu-
denverteilung zu gewdhrleisten. Abbildung 6.4 zeigt den zeitlichen Verlauf des verwendeten
Anregungssignals.
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Die Bestimmung des akustischen Streuverhaltens erfordert eine prizise Aufzeichnung der
akustischen Storgrofen vor und hinter der Querschnittserweiterung. Dazu werden jeweils
sechs virtuelle Ringe um die Symmetrieachse mit jeweils 12 gleichm&Rig verteilten Beob-
achtungspunkten definiert (siehe Abbildung 6.3). Als axiale Position fiir die Ringe sind die
Abschnitte —0.24m < x < —0.16m sowie 1.16m < x < 1.24m gewdhlt. Hier handelt sich um
Bereiche mit voll ausgebildeten Grundstromungsprofilen. Der axiale Abstand zwischen den
einzelnen Ringen betrédgt 1.6 - 10~?m und ist konstant.

Zur Simulation der Storungsausbreitung kommen im Rahmen dieser Arbeit ausschlief3lich
Erhaltungsgleichungen mit vernachldssigter innerer Reibung zum Einsatz. Dies wirkt sich
auch auf die Modellierung der Messrohre aus. Aufgrund der Vernachldssigung viskoser Effekte
scheidet eine Haftbedingung von vornherein aus. Stattdessen werden auch hier reibungsfreie
Wandrandbedingungen gesetzt. Mogliche Einfliisse der akustischen Grenzschicht® sind so-
mit nicht beriicksichtigt. Allerdings legen die Ergebnisse anderer Autoren [44, 70] nahe, dass
letztere im vorliegenden Fall sowieso eine eher untergeordnete Rolle spielen.

Abbildung 6.5: Akustisches Rechengitter im Be-
reich der Querschnittserweiterung. Zur besse-
ren Darstellung sind mehrere Blocke entfernt.
AuBerdem ist lediglich jede vierte Gitterlinie in
axialer Richtung bzw. jede zweite Gitterlinie in
radialer Richtung visualisiert.

Das im Rahmen der Akustiksimulation verwendete Rechengitter besitzt insgesamt 1.15- 10°
Knoten. Diese sind auf 14 Blécke mit globaler o-Topologie verteilt. Um die Interaktion zwi-
schen hydrodynamischen und akustischen Stérungen ausreichend aufzul6sen, ist das Um-
feld der Querschnittserweiterung durch eine erhohte Knotendichte gekennzeichnet (Abbil-
dung 6.5). Der minimale Knotenabstand von 5 - 10~*m wird dabei im Bereich der Abldsekan-
te erreicht. Aullerhalb des Einflussbereichs der Querschnittserweiterung nimmt die Auflo-
sung des Gitters in beiden x-Richtungen mit einer Streckungsrate von jeweils < 3% ab. Der
grofte axiale Knotenabstand von 1-10"*m wird am #uBeren Ende der Messrohre erreicht.

*Die Dicke der akustischen Grenzschicht & o lasst sich nach [122] durch den Zusammenhang §, = v/2u/pw
abschitzen. Geht man im Vergleich dazu von einem turbulenten Geschwindigkeitsprofil @(r)/i,,,, = (1 —
2r/ Du)“ " aus, so folgt fiir die hydrodynamische Grenzschichtdicke 099 = 0.068D,,, wobei 649 auf 0.99 i1, ,, . be-
zogen ist. Damit gilt § , < 0gg.
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Bei einer maximalen Anregungsfrequenz von 2500Hz ergibt sich damit eine minimale Aufl6-
sung von 14PPW. Dieser Wert liegt unterhalb der in Abschnitt 3.4 angegebenen Mindestauflo-
sung von ungefahr 20PPW. Allerdings tritt eine Auflosung von 14PPW lediglich im Bereich der
Anregungs- bzw. Ddmpfungszonen auf. Eine Minimierung der numerischen Dissipation ist in
diesem Bereich ohnehin nicht erforderlich. Auerhalb der Anregungs- und Dampfungszonen
wird die geforderte Mindestauflésung jedoch eingehalten.

Um das Losungsfeld der axialsymmetrischen Grundstromungssimulation auf das dreidimen-
sionale Akustikgitter zu iibertragen, wird ein trilineares Interpolationsverfahren eingesetzt.
Da die Akustiksimulation auf entdimensionierten Grof3en beruht, ist im Zuge dessen auch ei-
ne Entdimensionierung erforderlich. Grundlage hierfiir ist eine Referenzdichte g, = 1.2kg/ m’>,
eine Referenzgeschwindigkeit ¢, = 340m/s sowie eine Referenzldnge L, = 1m. Fiir den Refe-
renzdruck p, gilt hingegen p, = rog =138720Pa.

Der Zeitschritt betragt fiir alle Simulationen 5.8- 10_73, wodurch eine CFL-Zahl von anndhernd
0.55 resultiert. Die Simulationen umfassen jeweils 1 - 10° Zeitschritte. Damit ergibt sich eine
physikalische Simulationszeit von 0.58s.

SN |

SO0 d . -0.003 -0.001 0.001
DL JOR ‘ :
0 2 4 6 8 10 x/D

u

(@)

SN |

A = = = - -0.014 0 0.014

0 2 4 6 8 10 x/D

u
(b)

Abbildung 6.6: Instantane Verteilung der StérgréRen fiir /At = 2-10* unter Verwendung der
nichtlinearen PENNE Gleichungen: Dimensionslose Druckschwankung p'/p, (a), dimensi-
onslose Geschwindigkeitsschwankung in axialer Richtung u'/c, (b).

Die Simulation der Wellenausbreitung erfolgt unter Verwendung zweier unterschiedlicher
Gleichungssitze. Die PENNE Gleichungen bewirken durch das Vorhandensein nichtlinearer
Terme eine Sattigung hydrodynamischer Losungsbestandteile, wodurch ein numerisch sta-
biles Verhalten resultiert. Anders ist das Verhalten im Falle der modifizierten LEE Gleichun-
gen aus Abschnitt 5.2.3. Hier werden durch die Vernachldssigung bestimmter Gradiententer-
me hydrodynamische Losungsbestandteile bewusst unterdriickt. Die sich daraus ergebenden
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Unterschiede lassen sich bereits bei einer Betrachtung der instantanen Storgroenverteilun-
gen erkennen.

Abbildung 6.6 zeigt die dimensionslose Druckschwankung p'/p, sowie die dimensionslose
Geschwindigkeitsschwankung in axialer Richtung u'/c, im Falle der nichtlinearen PENNE.
Betrachtet man die Druckschwankung, so ldsst sich eine Uberlagerung ebener und nicht-
ebener Losungsbestandteile erkennen. Letztere treten vor allem im Bereich der Scherschich-
ten deutlich hervor. Die charakteristische Linge dieser Losungsbestandteile ist dabei deut-
lich kleiner als die Wellenldnge der akustischen Anregung%. Es ist davon auszugehen, dass
es sich hierbei um Druckstérungen hydrodynamischen Ursprungs handelt, wohingegen die
ebenen Bestandteile auf die Anregung zuriickzufiihren sind. Im Gegensatz zur Druckschwan-
kung zeigt die Geschwindigkeitsschwankung im betrachteten Skalenbereich so gut wie keine
ebenen Bestandteile. Das Losungsfeld wird damit iiberwiegend durch hydrodynamische Ge-
schwindigkeitsschwankungen dominiert. Dieser Unterschied wird spédter auch zur prizisen
Bestimmung der Streufaktoren genutzt. Neben diesen Besonderheiten sei auch auf die auf-
fallige Symmetrie der hydrodynamischen Moden hingewiesen. Diese tritt nur bis zu einem
gewissen Simulationszeitpunkt in Erscheinung. Mit fortschreitender Simulationsdauer geht
dieses markante Bild zunehmend verloren, bis schlieflich fiir /At > 2-10° ein stationires,
quasi-turbulentes Verhalten vorliegt. Abbildung 6.7 zeigt diesen finalen Zustand in Form ei-
ner Isokonturfldche fiir die dimensionslose Druckschwankung p'/ p,. Demnach zerfallen die
sich am Flachensprung ausbildenden Ringstrukturen nach kurzer Zeit in ein unregelméaliges
Feld dreidimensionaler Storungen. Ebene Losungsbestandteile sind auf das Gebiet vor der
Querschnittserweiterung beschrankt.

Abbildung 6.7: Tsokonturfliche der dimensionslosen Druckschwankung p'/p, = 1- 10~* im
Bereich der Querschnittserweiterung zum Zeitpunkt /At = 9-10° unter Verwendung der
nichtlinearen PENNE Gleichungen.

*6Nach Kierkegaard et al. [69] gilt fiir das charakteristische Langenmall bzw. die Wellenldnge hydrodynami-
scher Stérungen 1“ = M A", wobei M die Machzahl der Grundstrémung und A” die Wellenlénge der akustischen
Stérungen bezeichnet.
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Abbildung 6.8: Instantane Verteilung der StérgréRen fiir /At = 2-10* unter Verwendung der
modifizierten LEE Gleichungen: Dimensionslose Druckschwankung p'/ p, (a), dimensionslo-
se Geschwindigkeitsschwankung in axialer Richtung u'/c, (b).

Die Verteilung der dimensionslosen GréRen p'/p, und u'/c, bei einer Verwendung der mo-
difizierten LEE Gleichungen ist in Abbildung 6.8 dargestellt. Im Gegensatz zu den nichtli-
nearen PENNE Gleichungen zeigt die Geschwindigkeitsschwankung hier tiberwiegend akus-
tische Anteile. Lediglich in direkter Ndhe zur Abldsekante sind schwache nicht-akustische
Storungen sichtbar. Auch die Druckschwankung zeigt ein deutlich verdndertes Bild. Hydro-
dynamische Stérungen sind nicht mehr zu erkennen. Stattdessen besteht das Losungsfeld
iiberwiegend aus einer Ublagerung ebener Wellen.

6.2.3 Auswertungsverfahren

Zur Quantifizierung des akustischen Streuverhaltens wurden von Ronneberger Reflexions-
und Transmissionsfaktoren experimentell bestimmt. Ronneberger verwendet dazu eine sog.
Multi-Mikrofon-Methode [62], welche in leicht modifizierter Form auch zur Auswertung der
Simulationsergebnisse herangezogen wird. Der wesentliche Vorteil gegeniiber anderen Ver-
fahren ist die Tatsache, dass auf eine Bestimmung der akustischen Schnelle verzichtet werden
kann. Im Gegensatz zu Stérungen des akustischen Drucks ist die akustische Schnelle in erheb-
lichem MaRe von hydrodynamischen Geschwindigkeitsfluktuationen tiberlagert. Eine prizi-
se Bestimmung der akustischen Schnelle ist deshalb in turbulenten Strémungen von vornher-
ein erschwert und nur mit zusitzlichem Aufwand maéglich [42]. Die Multi-Mikrofonmethode
umgeht dieses Problem, da lediglich die axiale Verteilung der akustischen Druckstérung zur
Bestimmung der Streufaktoren verwendet wird.
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Um Streufaktoren aus den Simulationsdaten abzuleiten, werden zunéchst auf Basis der Multi-
Mikrophon-Methode die aus Abschnitt 2.4 bekannten Grof3en f und g rekonstruiert. Mathe-
matisch ldsst sich dieser Vorgang wie folgt ausdriicken:

[ 2zt , (6.3)
g
mit
exp(—ik™(x; —xp) exp(ik™ (x; — X)) p1
_ exp(—ik™(x,— x0) exp(ik™ (x, — X)) 1 P2
- : : T e
exp(—ik™ (x,—xy) exp(ik™ (x,— Xy)) Pn

Dabei ist Z' die Moore-Penrose Pseudo-Inverse der Matrix Z, b der Vektor der komplexen
Druckamplituden am Ort x;, X,, ..., X, und k* die axiale Wellenzahl gemiR Gleichung 6.2.
Der Index n kennzeichnet die zur Verfligung stehende Anzahl an axialen Messpositionen. Wie
bereits erwdhnt sind fiir jedes Messrohr sechs virtuelle Ringe mit Beobachtungspunkten de-
finiert, d.h. n=6.

Gleichung 6.3 ldsst sich als Losung eines linearen Ausgleichproblems der Form

/

L min (6.4)

2 18

EIRARE

auffassen, wobei | - ||, die euklidische Norm bezeichnet. Um die Qualitéit einer Rekonstruktion
beurteilen zu konnen, wird von Moeck et al. [85] ein normiertes Residuum

_I-zZhbl,

€p = (6.5)
rg b1,

vorgeschlagen. I bezeichnet dabei eine Identitdtsmatrix der Dimension n x n. Das Residuum
besitzt den Wertebreich e fg € [0,1], wobei ein niedriger Wert mit einer hohen Rekonstrukti-
onsgenauigkeit gleichzusetzen ist.

Die Rekonstruktion von f und g erfolgt jeweils fiir eine vorgegebene Referenzposition Xp-
Im vorliegenden Fall soll die untersuchte Querschnittserweiterung als akustisch kompaktes
Element ohne rdumliche Ausdehnung betrachtet werden [41]. Als Referenzposition wird des-
halb der Ort der unstetigen Querschnittserweiterung x, = 0 gewahlt, wodurch der theore-
tische Laufzeiteinfluss der Messrohre auf das akustische Ubertragungsverhalten vollstandig
korrigiert wird. Das damit letztendlich bestimmte Ubertragungsverhalten charakterisiert aus-
schlieBlich die Querschnittserweitung und ist in erster Ndherung unabhédngig vom Ort der
Rekonstruktion.

Bereits zu Beginn dieses Abschnitts wurde darauf hingewiesen, dass das akustische Stérungs-
feld zum Teil erheblich durch Stérungen hydrodynamischen Ursprungs iiberlagert ist. Zwar
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ist die akustische Druckstorung im Vergleich zur akustischen Schnelle weit weniger stark be-
troffen, dennoch treten auch hier Storanteile auf, welche nicht primér durch die akustische
Anregung verursacht werden. Fiir die gesuchten Streufaktoren sind allerdings ausschlielich
akustische Longitudinalanteile von Bedeutung. Um letztere aus den Simulationsdaten zu ex-
trahieren, wird jeweils der arithmetische Mittelwert aller Beobachtungspunkte innerhalb ei-
nes Mikrofonrings gebildet. Dadurch werden alle nicht ebenen Bestandteile weitgehend un-
terdriickt. Die anschliefende Ermittlung der komplexen Druckamplituden py, p,, ..., p,, er-
folgt durch Anwendung der diskreten Fouriertransformation. Es gilt:

M-1
plw) = L Y. p'(mAt) exp(—iomAt), (6.6)
M m=0
mit der konstanten Zeitschrittweite At sowie der Gesamtanzahl von Zeitschritten M. Als Win-
kelgeschwindigkeit w werden nacheinander die spektralen Komponenten des Anregungssi-
gnals abgetastet, wodurch sich eine mogliche Frequenzabhéngigkeit des Streuverhaltens er-
mitteln l&sst.

Um schlieflich die gesuchten Streufaktoren S;;, S15, S; sowie S,, zu bestimmen, sind vier
Gleichungen erforderlich, welche sich durch zwei unabhéngige Simulationen mit jeweils ein-
seitiger akustischer Anregung gewinnen lassen. Nach erfolgter Rekonstruktion von f und g
kann die akustische Streumatrix wie folgt berechnet werden:

A A A AB -1
[511 S12 ]: fa fao ] fa T 6.7)
821 822 gu gu gd gd

wobei die hochgestellten Buchstaben A und B eine Rekonstruktion bei stromabseitiger bzw.
stromaufseitiger Anregung kennzeichnen. Die Indizes u und d hingegen verweisen auf den
Ort der Rekonstruktion. So kennzeichnet u (upstream) das stromauf gelegene Messrohr, d
(downstream) hingegen das Messrohr stromab der Querschnittserweiterung.

6.3 Diskussion der Ergebnisse

Die Rekonstruktion der Grof3en f und g aus den Rohdaten der Simulation ist entscheidend
fiir eine prizise Bestimmung der Streufaktoren. Fiir die hier durchgefiihrten Simulationen
ergeben sich durchgéngig sehr geringe Residuen € r,. Wie erwartet nehmen letztere dabei mit
ansteigender Frequenz zu, wobei €, < 0.01 fiir den gesamten Frequenzbereich erreicht wird.
Daraus ldsst sich schlussfolgern, dass die Charakteristiken der ebenen Wellenausbreitung mit
ausreichender Genauigkeit aus den Rohdaten der Simulation bestimmt werden.

6.3.1 Akustische Streumatrix

Nach erfolgreicher Identifikation der Charakteristiken konnen die Streufaktoren gemaQ Glei-
chung 6.7 bestimmt werden. Abbildung 6.9 zeigt Betrag und Phase der akustischen Streufak-
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Abbildung 6.9: Akustischen Streufaktoren: nichtlineare PENNE (o), modifizierte LEE (9¢),
Messdaten von Ronneberger [111] (2), LES/SI Ergebnisse von Foller und Polifke [42] (---)
sowie LNSE-Frequenzbereichsergebnisse von Schulze [114] (x).
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toren aus Simulation und Experiment in Abhdngigkeit der Frequenz. Allgemein ldsst sich fest-
stellen, dass die Frequenzabhéngigkeit relativ gering ausféllt. Eine gewisse Ausnahme stellt
der Reflexionskoeffizient S,; dar. Der Betrag nimmt hier mit ansteigender Frequenz zuneh-
mend grollere Werte an, die Phase hingegen féllt zu grofleren Frequenzen hin spiirbar ab.

Die Ubereinstimmung zwischen numerischen und experimentellen Ergebnissen kann im Fall
der nichtlinearen PENNE als sehr gut bezeichnet werden. Lediglich fiir den Betrag des Trans-
missionskoeffizienten S,, ergeben sich gréere Unterschiede zwischen Experiment und Si-
mulation. Ahnliche Abweichungen sind auch in den LES/SI Ergebnissen von Foller und Polif-
ke sowie den Flrequenzbelreichselrgebnissen27 von Schulze erkennbar.

Betrachtet man die Ergebnisse fiir die modifizierten LEE, so kann man zunéchst fiir die Pha-
senverldufe generell und fiir die Betrége der Streufaktoren S;; bzw. S;, eine gute Ubereinstim-
mung zwischen Simulation und Experiment feststellen. Spiirbare Abweichungen sind jedoch
fiir |S,,| und insbesondere fiir |S,;| zu beobachten. Es scheint, dass die vorhandenen Abwei-
chungen mit ansteigender Frequenz zunehmen. Dies steht allerdings im Widerspruch zu den
Aussagen von Bogey und Ewert, wonach die Giiltigkeit der modifizierten Grundgleichungen
vor allem im Bereich hoher Frequenzen erfiillt sein sollte.

6.3.2 Akustische Transfermatrix

Neben der Streumatrix kann das akustische Verhalten eines Flachensprungs ebenso durch
akustische Transfermatrizen abgebildet werden. Verwendet man die Transfermatrix in pu-
Darstellung, so ergeben sich aus physikalischer Sicht gewisse Anforderungen an einzelne Ma-
trixkoeffizienten, welche einen Riickschluss auf die Qualitédt der Ergebnisse zulassen. Es ist
deshalb sinnvoll neben der Streumatrix auch die Transfermatrix zu betrachten. Letztere muss
dabei nicht neu aus den Rohdaten bestimmt werden, sondern kann unter Verwendung der
Beziehungen aus Anhang D direkt aus der Streumatrix berechnet werden. Abbildung 6.10
zeigt die Ergebnisse aus Abbildung 6.9 in pu-Matrixdarstellung.

Innerhalb der pu-Darstellung wird das Verhéltnis der akustischen Driicke vor und hinter der
Querschnittserweiterung durch den Koeffizienten Cf 1” reprasentiert. Wie aus der Abbildung
hervorgeht, gilt im Rahmen der Genauigkeit fiir den gesamten Frequenzbereich |C f lul =1und
arg(Cflu) =0,d.h. C flu (w) = 1. Damit ist im Einklang mit den physikalischen Erfordernissen
die Kontinuitdt des akustischen Drucks iiber den Flichensprung hinweg sichergestellt. Unter
der Annahme kleiner Machzahlen ist auch das Verhiltnis der akustischen Schnelle eindeutig
durch das Flichenverhiltnis D%/ DZ festgelegt. Letzteres wird durch den Transfermatrixkoef-
fizienten ngu reprasentiert. Wie sich aus Abbildung 6.10 entnehmen lésst, entspricht Iszul im
Rahmen der Genauigkeit dem vorgegebenen Querschnittsverhéltnis Di/ DZ = 0.346, die Pha-
se arg(C},") ist hingegen Null. Damit gilt wie erwartet Ch,' (w) = D%/D?. Die an C!}' und CL
gestellten Voraussetzungen fiir physikalisch korrektes Verhalten sind demnach erfiillt. Dies

"Die hier verglichenen Ergebnisse basieren auf einer Losung der linearisierten Navier-Stokes Gleichungen
(englisch Linearized Navier-Stokes Equations - LNSE) im Frequenzbereich. Die dafiir erforderliche Grundstro-
mung wurde dabei aus den LES Ergebnissen von Foller und Polifke gewonnen.
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Abbildung 6.10: Koeffizienten der pu-Transfermatrix: nichtlineare PENNE (o), modifizierte
LEE (¢), Messdaten von Ronneberger [111] (2), LES/SI Ergebnisse von Foller und Polifke [42]
(- --) sowie LNSE-Frequenzbereichsergebnisse von Schulze [114] (x).
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gilt in anndhernd vergleichbarer Auspriagung fiir alle hier diskutierten Berechnungsansétze.
Bei den iibrigen Koeffizienten zeigen die verschieden Ansitze jedoch ein differenziertes Bild.
Im Falle der nichtlinearen PENNE kann die Ubereinstimmung der numerischen Ergebnisse
mit den experimentellen Daten wiederum als sehr gut bewertet werden. Der Grad der Uber-
einstimmung tbertrifft dabei zum Teil auch die LES/SI-Ergebnisse von Foller und Polifke.
Insbesondere fiir Iszul sowie ICglu | erhélt man eine deutlich bessere Ubereinstimmung mit
den experimentellen Ergebnissen. Eine gewisse Abweichung ldsst sich bei arg(Cflu) fir den
Bereich niedriger Frequenzen feststellen. Dabei sei allerdings erwdhnt, dass der zugehorige
Koeffizientenbetrag im Bereich der beobachteten Abweichungen sehr kleine Werte annimmt.

Die Betrdge der berechneten Matrixkoeffizienten stimmen im Falle der modifizierten LEE
ebenfalls gut mit den Messwerten tiberein. Fiir arg(szu) und besonders fiir arg(Cflu) werden
jedoch deutliche Unterschiede sichtbar. Im Gegensatz zur Streumatrix ist hier jedoch keine
generelle Tendenz zu groBeren Abweichungen mit ansteigender Frequenz erkennbar.

6.3.3 Energiebetrachtung

Die im Bereich des Flachensprungs auftretenden Stromungsverhéltnisse lassen sich in dhn-
licher Weise auch in stratifizierten Brennkammerstromungen vorfinden. Fiir das Verstiandnis
potentieller Dimpfungsmechanismen ist eine energetische Betrachtung der hier analysierten
Querschnittserweiterung deshalb von besonderem Interesse.

Im Folgenden soll die Energiebilanz des Flachensprungs ndher untersucht werden. Trifft eine
Welle auf ein akustisches Element, so wird die Energie der Welle zu unterschiedlichen Tei-
len reflektiert, transmittiert und dissipiert. Dieser Sachverhalt ldsst sich allgemein durch die
Summe aus drei Koeffizienten ausdriicken. Es gilt:

RE+T;+D; =1, (6.8)

wobei (-)* die Ausbreitungsrichtung der Welle charakterisiert. R; bezeichnet dabei den ener-
getischen Reflexionskoeffizienten, also das Verhdltnis aus reflektierter und eintretender akus-
tischer Energie. Analog dazu bezeichnen T den energetischen Transmissionskoeffizienten
und D den Dissipationskoeffizienten. Die Koeffizienten stehen iiber die Machzahlen M,
und M, sowie den Rohrquerschnitten D, und D, mit den Betrdgen der Streumatrix in Ver-
bindung

. (1 Mu)2 2 +_(&)2(1+Md) )

re= (o) sl r= (5 () Tl

_ o (1+My\? _ (D,\*(1-M,)?
e L 1=

Abbildung 6.11 zeigt die energetischen Reflexions-, Transmissions- und Dissipationskoeffi-
zienten in Abhéngigkeit der Frequenz fiir beide Ausbreitungsrichtungen. Dargestellt ist dabei
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Abbildung 6.11: Energetische Reflexions-, Transmissions- und Dissipationskoeffizienten fiir
beide Ausbreitungsrichtungen: Nichtlineare PENNE (o), modifizierte LEE (¢), Messdaten von
Ronneberger [111] (4), LES/SI Ergebnisse von Foller und Polifke [42] (---) sowie LNSE-
Frequenzbereichsergebnisse von Schulze [114] (x).

sowohl das experimentell ermittelte Verhalten als auch die theoretische Energiebilanz auf Ba-
sis unterschiedlicher Berechnungsansitze.

Generell ldsst sich feststellen, dass die energetischen Reflexionskoefizienten von allen Be-
rechnungsverfahren relativ gut vorhergesagt werden. Zwar erhélt man fiir die modifizierten
LEE, verglichen mit den nichtlinearen PENNE, spiirbar grofere Abweichungen. Die Ergebnis-
se stimmen aber noch immer in guter Ndherung mit den Messdaten von Ronneberger iiber-
ein. Fiir die iibrigen Koeffizienten ist die Bewertung weniger eindeutig. Betrachtet man die
Wellenausbreitung in Stromungsrichtung, so wird auf Basis der PENNE eine ausgesprochen
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gute Ubereinstimmung hinsichtlich Transmission und Dissipation erreicht. Fiir eine Wellen-
ausbreitung entgegen der Stromungsrichtung erkennt man jedoch deutliche Unterschiede.
Wie bereits fiir die akustischen Streu- und Transfermatrizen festgestellt wurde, treten dhnli-
che Unterschiede auch bei den LES/SI Ergebnissen von Foller und Polifke [42] auf.

Ein bemerkenswertes Verhalten zeigen die beiden Dissipationskoeffizienten D, und D, . Ge-
madl den Ergebnissen aus Abbildung 6.11 ist die Dissipation einer sich in Strémungsrichtung
ausbreitenden Welle unter Verwendung der modifizierten LEE deutlich erh6ht. Um dieses
Verhalten nachzuvollziehen wird an dieser Stelle nochmals auf Abbildung 6.8 aus Abschnitt
6.2.2 hingewiesen. Demnach besitzen auch die modifizierten LEE das Potential, in der Na-
he der Ablésekannte hydrodynamische Storungsanteile (Wirbel) auszubilden. Es ist davon
auszugehen, dass dieser Vorgang gemdll den Ausfiihrungen aus Abschnitt 2.6 mit dem Ver-
lust akustischer Energie verbunden ist. Im Gegensatz zu den PENNE wird die Interaktion der
Akustik mit den hydrodynamischen Scherschichten nicht bzw. nicht vollstindig innerhalb
der modifizierten LEE abgebildet. Die Ergebnisse aus Abbildung 6.8 deuten moglicherweise
darauf hin, dass diese Interaktion mit einem Austausch von Energie in umgekehrter Rich-
tung verbunden ist, wodurch die dissipierte Gesamtenergie insgesamt reduziert wird. Im Ge-
gensatz dazu ergeben sich fiir eine Wellenausbreitung entgegen der Stromungsrichtung kei-
ne grofleren Unterschiede hinsichtlich der Dissipation akustischer Energie. Da innerhalb der
modifizierten LEE die Gradienten der Grundstromung nicht beriicksichtigt sind, ldsst dies
den Schluss zu, dass letztere fiir die Dissipation stromauf propagierender Wellen keine bzw.
nur eine untergeordnete Bedeutung besitzen.

6.4 Zusammenfassung

Die Simulation akustischer Wellenausbreitung in stratifizierten Grundstrémungen stellt im
Zeitbereich eine grolle Herausforderung dar. Linearisierte Storungsgleichungen, wie die hiu-
fig verwendeten LEE, zeigen hier verstdrkt ein instabiles Verhalten. Der Anwendungsbereich
dieser Modellgleichungen ist damit im Zeitbereich auf hydrodynamisch stabile Grundstro-
mungsfelder beschrankt.

Im Rahmen der hier vorgestellten Untersuchung kann jedoch gezeigt werden, dass unter Ver-
wendung nichtlinearer Storungsgleichungen sowie einer modifizierten Form der LEE eine nu-
merisch stabile Simulation im Zeitbereich moglich ist. Beide Modellierungsansitze werden
erfolgreich zur akustischen Charakterisierung einer durchstromten Querschnittserweiterung
eingesetzt. Dabei stellt man unter anderem fest, dass die nichtlinearen PENNE deutliche Vor-
teile hinsichtlich einer Ubereinstimmung der Simulationsergebnisse mit verfiigbaren Mess-
daten besitzen. Die Qualitidt der berechneten Streufaktoren kann in diesem Fall als hoch ein-
geschatzt werden. Im Gegensatz dazu lassen sich fiir die modifizierten LEE mehr oder weni-
ger grofSe Abweichungen zwischen Simulation und Experiment erkennen. Fiir eine quantita-
tiv hochwertige Analyse sind deshalb die nichtlinearen PENNE gegeniiber den modifizierten
LEE vorzuziehen.
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6.4 Zusammenfassung

Dariiber hinaus ergeben sich durch den Vergleich der unterschiedlichen Modellgleichungen
interessante Riickschliisse auf die akustische Wirkung der Gradienten des Grundstromungs-
felds. Demnach féllt fiir den hier analysierten Testfall die Dissipation akustischer Energie ho-
her aus, wenn auf eine Beriicksichtigung der Stromungsgradienten verzichtet wird. Dies legt
nahe, dass die vernachlédssigten Gradienten im konkreten Fall eine akustisch anfachende Wir-
kung besitzen.
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7 Simulation der akustischen
Wellenausbreitung in
Raketenschubkammern

Nachdem im letzten Kapitel die Funktions- und Leistungsfahigkeit des Simulationsverfahrens
in hydrodynamisch instabilen Stromungen demonstriert werden konnte, soll jetzt die akusti-
sche Wellenausbreitung in Raketenschubkammern ndher untersucht werden. Mit akustischer
Wellenausbreitung ist hier der Bereich der linearen Akustik gemeint. Im Gegensatz zu Kapitel
8 werden in den nachfolgenden Ausfiihrungen lediglich kleine Storungsamplituden betrach-
tet, wodurch nichtlineare Effekte noch keine Rolle spielen.

Die Untersuchung soll am Beispiel einer kalt-, d.h. nicht reaktiv durchstrémten Fliissigkeits-
raketenbrennkammer durchgefiihrt werden. Der komplexe Einfluss der Verbrennung, der oh-
nehin nicht Teil dieser Arbeit sein soll, wird dadurch von vornherein ausgeschlossen. Statt-
dessen wird der Schwerpunkt auf die korrekte Beschreibung der akustischen Verluste gelegt.
Letztere besitzen im Rahmen thermoakustischer Stabilitdtsanalysen eine dhnlich grofie Be-
deutung wie die zuvor ausgeschlossene Riickkopplung infolge transienter Verbrennungspro-
zesse.

Neben einer korrekten Modellierung der physikalischen Ddmpfungsprozesse besitzt auch der
Einfluss der numerischen Dissipation eine besondere Bedeutung. Um aussagekriftige Sta-
bilitdtsanalysen durchfithren zu konnen, muss der Einfluss der numerischen Ddmpfung so
weit wie moglich minimiert werden. Besitzen numerische und physikalische Dissipation eine
dhnliche Gré6Benordnung, so ist eine brauchbare thermoakustische Stabilitdtsaussage prak-
tisch nicht mehr moglich. Der Einfluss der Numerik auf das berechnete Ddmpfungsverhal-
ten wurde bereits von Pieringer [101] thematisiert. Morgenweck [88] stellt in seiner Arbeit
fest, dass das urspriinglich in PIANO zur numerischen Stabilisierung der Simulation genutz-
te Filterverfahren einen erheblichen Ddmpfungseinfluss besitzt. Um diesen zu reduzieren,
wird von Morgenweck ein optimiertes Verfahren vorgeschlagen, wodurch der unerwiinschte
Einfluss deutlich reduziert werden kann. Dennoch bleibt ein spiirbarer Rest an numerischer
Dampfung, der sich besonders bei schwach gedampften Moden zeigt. Im Rahmen dieser Ar-
beit wurde die Numerik des Simulationsverfahrens abermals tiberarbeitet, um den Anteil der
kiinstlichen Dampfung noch weiter zu reduzieren. Die Bewertung dieser Anstrengungen soll
ebenfalls innerhalb dieses Kapitels erfolgen.

Fiir eine Untersuchung der akustischen Wellenausbreitung in Raketenschubkammern bietet
es sich an, auf ein Experiment von Kathan [68] zuriickzugreifen. Kathan hat im Rahmen ei-
ner Arbeit tiber Verlustmechanismen in Raketenbrennkammern die Akustik einer kalt durch-
stromten Brennkammergeometrie vermessen. Die dabei gewonnen experimentellen Daten
liegen in gut dokumentierter Form [66-68] vor, wodurch sich der Versuchsaufbau als idealer
Testfall zur Validierung numerischer Berechnungsmethoden erweist. Dariiberhinaus wurde
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der Testfall bereits von verschiedenen Autoren im Rahmen des zweiten REST Scientific Work-
shops?® untersucht. Auch die von Morgenweck [88] durchgefiihrten Untersuchungen zum
numerischen Dampfungseinfluss basieren auf diesem Testfall.

7.1 Messaufbau und Testfallbeschreibung

Der Versuchsaufbau von Kathan ist in Abbildung 7.1 dargestellt. Zentrales Element bildet ei-
ne reprasentative Brennkammergeometrie, bestehend aus einem zylindrischen Brennkam-
mersegment und anschlieBender Lavaldiise. Zur Versorgung der Modellbrennkammer stromt
komprimierte Umgebungsluft zunédchst radial durch einen Ringspalt in eine Vorkammer. Die
Vorkammer wiederum ist iiber eine Lochblechplatte mit der eigentlichen Brennkammer ver-
bunden. Die Kombination aus Vorkammer und Lochblechplatte ersetzt dabei den in realen
Raketenbrennkammern vorkommenden Einspritzkopf. Dariiber hinaus besteht die Aufgabe
des Lochblechs darin, eine mdéglichst homogene Stromung innerhalb der Brennkammergeo-
metrie zu gewdhrleisten.

Brennkammer

Sirene Vorkammer

Abbildung 7.1: Versuchsaufbau zur Untersuchung der akustischen Wellenausbreitung in Ra-
ketenbrennkammern (Abbildung aus [73]).

Zur Anregung der Modellbrennkammer ist in den Versuchsaufbau eine Lochscheibensirene
integriert. Dabei wird ein zuséitzlicher, in die Vorkammer gerichteter Luftstrom periodisch

2Der zweite REST Scientific Workshop fand am 5. und 6. Oktober 2010 in Ottobrunn statt.
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unterbrochen. Durch Anpassung der Motordrehzahl konnen damit einzelne Brennkammer-
moden gezielt angeregt werden.

Die Betriebsparameter der Versuchsanlage sind so gewdhlt, dass sowohl die Lavaldiise, als
auch der Ringspalt zwischen Einstromkopf und Vorkammer kritisch durchstromt werden. Da-
durch wird die Akustik der Brennkammer gegeniiber der Umgebung und dem Zufuhrsystem
entkoppelt. Der sich daraus fiir nachfolgende Untersuchungen ergebene akustisch relevante
Bereich ist schematisch in Abbildung 7.2 dargestellt.
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Abbildung 7.2: Schematische Darstellung und charakteristische Parameter des akustisch re-
levanten Bereichs.

Abbildung 7.2 ermoglicht auch einen Uberblick iiber die wichtigsten geometrischen Abmes-
sungen des Experiments. Der subsonische Bereich der Lavaldiise wird eindeutig durch den
Brennkammerdurchmesser D, den Diisenhalsdurchmesser D,;,, dem Kontraktionswinkel g,
sowie durch die Kriimmungsradien r; und r, beschrieben. Das zylindrische Brennkammer-
segment der Lange L, ist iiber die bereits erwdhnte Lochblechplatte der Dicke d mit der Vor-
kammer verbunden. Letztere ist in erster Ndherung zylinderférmig. Der Durchmesser ent-
spricht dabei dem Brennkammerdurchmesser. Die Lange der Vorkammer inklusive Loch-
blechplatte betrédgt L, wobei die radiale Zustromung tiber die Hohe h erfolgt.

Aufgrund der Lochblechplatte bildet sich ein deutlicher Druckunterschied zwischen Vorkam-
mer und Modellbrennkammer aus. Der statische Druck in der Vorkammer betrédgt dabei p,,
der entsprechende Druck im zylindrischen Teil der Modellbrennkammer p,.. Die Temperatur
der komprimierten Umgebungsluft innerhalb der Modellbrennkammer wird von Kathan mit
T, =290K angegeben.

Eine Zusammenstellung charakteristischer Abmessungen und Betriebsparameter findet sich
in Tabelle 7.1. Fiir dariiber hinausgehende Informationen sei auf die Testfallbeschreibung [66,
67] sowie auf [68] verwiesen.
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Parameter Wert

Brennkammerdurchmesser, D, 0.092m

Diisenhalsdurchmesser, D, 0.060 m
Kriimmungsradius, r, 0.119m
Kriimmungsradius, r, 0.053m
Zyl. Brennkammerldnge, L, 0.107m
Zyl. Vorkammerlédnge, L, 0.032m
Kontraktionswinkel, S, 25°
Zustromhohe, h 0.008 m
Lochblechplattendicke, d 0.002m
Vorkammerdruck, p, 1.80-10°Pa
Brennkammerdruck, p, 1.65-10°Pa
Drucklufttemperatur, T, 290K

Tabelle 7.1: Charakteristische Abmessungen und Betriebsparameter des von Kathan verwen-
deten Versuchsaufbaus [66-68].

7.2 Akustischer Energieverlust durch die Diise

Zunichst soll die Modellbrennkammer von der Lochblechplatte und der Vorkammer ent-
koppelt analysiert werden. Am Einlass der Brennkammer wird dazu kiinstlich eine akustisch
neutrale Randbedingung spezifiziert. Die Wande der Brennkammer werden als akustisch hart
angesehen. Ebenso werden Grenzschichteinfliisse sowie innere Dissipationseffekte vernach-
lassigt. Unter diesen Voraussetzungen kann das Ddmpfungsverhalten ausschlieflich auf den
akustischen Energieverlust durch die Diise reduziert werden.

Im Rahmen des Versuchsaufbaus ist eine entkoppelte Betrachtung nicht, bzw. nur sehr ein-
geschrankt moglich. Ein Vergleich zwischen Experiment und Numerik entfdllt deshalb an
dieser Stelle. Allerdings existiert fiir diesen Sonderfall eine halbanalytische Losung im Fre-
quenzbereich, die mit einer entsprechenden dreidimensionalen Zeitbereichssimulation ver-
glichen werden kann. Die Ergebnisse dienen dabei weniger einem Erkenntnisgewinn tiber
die Vorgédnge innerhalb der Modellbrennkammer, als vielmehr einer weiteren Validierung des
numerischen Zeitbereichsverfahrens. Dariiber hinaus wurde dieser Testfall bereits von Mor-
genweck zur Beurteilung unterschiedlicher Grundgleichungstypen bzw. zur Evaluierung des
numerischen Losungsverfahrens herangezogen [88]. Morgenweck verwendet dabei die linea-
risierten Euler Gleichungen (LEE) bzw. die von Ewert [35-37] entwickelten akustischen St6-
rungsgleichungen (APE).

Im Rahmen der nachfolgenden Untersuchungen sollen zwei weitere Grundgleichungen mit
der halbanalytischen Frequenzbereichslosung verglichen werden. Dabei handelt es sich wie
bereits in Kapitel 6 um die nichtlinearen PENNE sowie um die modifizierten LEE. Ein weiterer
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Aspekt der Untersuchungen betrifft das numerische Losungsverfahren, das im Rahmen dieser
Arbeit nochmals iiberarbeitet worden ist. Durch eine vergleichende Analyse des Ddmpfungs-
verhaltens kann der Grad der numerischen Dissipation beurteilt und Konsequenzen fiir den
praktischen Einsatz des Simulationsverfahrens gezogen werden.

7.2.1 Halbanalytische Losung

Betrachtet man lediglich kleine Storungen in einem reibungsfreien Fluid ohne Wérmelei-
tung, so ldsst sich die akustische Wellenausbreitung innerhalb einer durchstrémten Brenn-
kammerkontur durch die isentrope Form der linearisierten Eulergleichungen beschreiben.
Nach einer Transformation in den Frequenzbereich und unter der Annahme einer quasi-
eindimensionalen Grundstrémung sowie einer rotationsfreien Geschwindigkeitsstorung kon-
nen diese Erhaltungsgleichungen fiir die betrachtete rotationssymmetrische Brennkammer-
kontur halbanalytisch gelost werden. Das Vorgehen erfolgt hier analog zu Abschnitt 2.3 durch
Separation der Variablen, wobei die Bestimmungsgleichungen fiir die Ansatzfunktionen in
radialer sowie in Umfangsrichtung explizit gelost werden konnen. In axialer Richtung ergibt
sich hingegen eine komplexe Riccati Differentialgleichung, die numerisch integriert werden
muss.

Dieses Vorgehen wurde erstmals von Crocco und Sirignano [25] und spéter von Bell und
Zinn [10] dazu genutzt, um die akustische Admittanz einer kritisch durchstrémten Diisenkon-
tur fiir verschiedene Modenformen zu berechnen. Durch entsprechende Weiterentwicklung
der Methode [73] ist man aber auch in der Lage, die komplexen Eigenfrequenzen einer pa-
rametrisierten Raketenschubkammer zu bestimmen. Dazu wird die Integration der komple-
xen Riccati Differentialgleichung zunéchst bis ans obere Ende des zylindrischen Brennkam-
mersegments ausgedehnt, wodurch sich die Admittanz der Brennkammer am Einstrémrand
ergibt. Die Admittanz am Einstrémrand muss wiederum eine vorgegebene Randbedingung
erfiillen. Da dies aber nur fiir die komplexen Eigenfrequenzen moglich ist, lassen sich durch
Minimierung der Admittanzabweichung die komplexen Eigenfrequenzen der parametrisier-
ten Raketenschubkammer bestimmen.

Eine detaillierte Beschreibung der Methode findet sich in [73]. Dariiber hinaus sei auch auf
die grundlegenden Arbeiten von Crocco und Sirignano [25] sowie von Bell und Zinn [10] ver-
wiesen.

7.2.2 Grundstromung

Die Anwendung des numerischen Simulationsverfahrens erfordert zunédchst die Bestimmung
der Grundstrémung innerhalb der Modellbrennkammer. Hierfiir wird wie bereits in Kapitel 6
der kommerzielle Stromungsloser CFX verwendet.

Die Berechnung der Grundstrémung erfolgt unter der Annahme einer axialsymmetrischen
Losung. AuBerdem wird auf eine Beriicksichtigung viskoser bzw. turbulenter Effekte verzich-
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tet. Die Brennkammerwand ist konsistent mit der Vernachldssigung innerer Reibung als adia-
bate Wand ohne Haftbedingung modelliert. Am Einlass wird ein statischer Druck von 1.65 -
10° Pa vorgegeben, die Temperatur der einstromenden Luft betrigt 290 K. Am Auslass ist keine
besondere Spezifikation der Randbedingung erforderlich, da hier die Abstromung im Uber-
schall erfolgt.

Abbildung 7.3 zeigt die Kontur der Machzahl sowie des statischen Drucks innerhalb der Mo-
dellbrennkammer. Die Stromung innerhalb des zylindrischen Brennkammersegments ist ein-
dimensional und gradientenfrei. Mit Eintritt in den konvergenten Diisenabschnitt tritt eine
zunehmende Beschleunigung der Stromung in Erscheinung, wobei dies mit einer Absenkung
des statischen Drucks verbunden ist. Nach Uberschreiten der lokalen Schallgeschwindigkeit
im Bereich des engsten Querschnitts beschleunigt die Stromung im divergenten Diisenab-
schnitt weiter und tritt schlieRlich mit Uberschallgeschwindigkeit am Diisenende aus.
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Abbildung 7.3: Grundstromung innerhalb der kalt durchstromten Modellbrennkammer:
Machzahlkontur (a), Kontur des statischen Drucks (b).

7.2.3 Akustische Simulation im Zeitbereich

Die Ausbreitung akustischer Stérungen innerhalb der Brennkammer ist prinzipiell in alle drei
Raumrichtungen méglich. Damit erfordert die Simulation der Brennkammerakustik, anders
als zuvor die Berechnung der Grundstromung, eine dreidimensionale Betrachtung.

Wie bereits erwdhnt, wird fiir eine entkoppelte Betrachtung eine akustisch neutrale Randbe-
dingung am Einlass der Brennkammer spezifiziert. Die Wande der Brennkammer werden als
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akustisch hart betrachtet und sind ohne Haftbedingung modelliert. Am Auslass ist die Vorga-
be einer speziellen Randbedingung aus akustischer Sicht nicht erforderlich. Die Abstrémung
erfolgt hier im Uberschall, wodurch sich automatisch ein nicht-reflektierendes Verhalten er-
gibt. Um aber den numerischen bzw. formalen Anforderungen des Losers gerecht zu werden,
wird dennoch die in PIANO verfiigbare Ausstromrandbedingung am Auslass des Rechenge-
biets gesetzt.

Zur Anregung der akustischen Brennkammermoden wird die Druckstérung durch eine rdum-
liche Gauliverteilung der Form

(x—x)

p'(x;, t=0)=A,exp | -In(2) (7.1)

g

initialisiert. Dabei bezeichnet A, = 10Pa die Starke der Druckstérung, b, = 1.5-10" “m den
Halbwertsradius und x; = (0. 145 m, 0.046m, 0)" das Zentrum der Gaquertellung Die Dich-
testérung o’ (x;, t = 0) ist {iber die Isentropiebeziehung an die initiale Druckstérung gekoppelt.
Fiir die Geschwindigkeitsstérung gilt u; (x;, t = 0) = 0. Die Stirke der Druckstérung ist fiir die
nachfolgenden Untersuchungen so gewahlt, dass Effekte nichtlinearer Akustik zu vernachlés-
sigen sind. Ferner ist das Zentrum der Druckstérung gegeniiber der Symmetrieachse der Mo-
dellbrennkammer verschoben. Dadurch ist sichergestellt, dass nicht nur longitudinale und
radiale, sondern auch transversale Moden angeregt werden.

Parameter Gitter 1 Gitter 2 Gitter 3 Gitter 4
A, 25-10°m 25-10°m 25-10°m 25-10°m
Ag 27-10°m 1.8-10°m 13-10°m 1.1-107°m
A, 27-10°m 1.8-10°m 13-10°m 1.1-107°m
N, 74880 164160 299520 460800

Tabelle 7.2: Charakteristische Parameter der verwendeten Rechengitter: Mittlerer Gitterab-
stand in axialer A , radialer A, und Umfangsrichtung A4, sowie Gesamtanzahl der Gitterkno-
ten N,.

Um spiter den Einfluss numerischer Dissipation im Detail untersuchen zu kénnen, stehen
insgesamt vier verschiedene Rechengitter (im Folgenden als Gitter 1 bis 4 bezeichnet) zur Ver-
fiigung. Die Rechengitter sind in ihrer Topologie identisch und unterscheiden sich nur durch
die Anzahl der Gitterpunkte. Abbildung 7.4 zeigt die Struktur der verwendeten Rechengitter,
die jeweils in 15 Blocke unterteilt sind. Aufgrund der Rotationssymetrie wird auch hier die be-
reits aus Abschnitt 6.2.2 bekannte O-Struktur verwendet. Die Anzahl der Gitterpunkte in axia-
ler Richtung ist fiir alle verwendeten Gitter konstant. Innerhalb des zylindrischen Brennkam-
mersegments betrdgt der Gitterabstand A, = 2.5- 10°m. Um die Gradienten im Bereich des
engsten Querschnitts besser aufzulésen, nimmt der axiale Gitterabstand mit Eintritt in den
konvergenten Diisenabschnitt stetig ab bis schlieflich ein Minimum von 1-10">m erreicht
wird. Die Streckungsrate betrdgt dabei < 3%. Der charakteristische Gitterabstand in radialer
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Richtung A, sowie in Umfangsrichtung A ist gitterabhingig®. Gitter 1 besitzt das geringste,
Gitter 4 das grolte Auflosungsvermogen. Ein Vergleich der gitterspezifischen Unterschiede
findet sich in Tabelle 7.2.
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Abbildung 7.4: Struktur der verwendeten
Rechengitter am Beispiel von Gitter 1. Zur
besseren Darstellung wurde ein Block im
Bereich des zylindrischen Brennkammer-
segments entfernt.

Um die Ergebnisse der zweidimensionalen Stromungssimulation auf die dreidimensionalen
Akustikgitter zu tibertragen, wird ein trilineares Interpolationsverfahren eingesetzt. Im Zu-
ge dessen wird auch eine Entdimensionierung der Grundstrémungslosung vorgenommen.
Grundlage hierfiir ist eine Referenzdichte g, = 1kg/ m?>, eine Referenzgeschwindigkeit Co =
330m/s, sowie eine Referenzldnge L, = 1m. Der Zeitschritt betrégt fiir alle durchgefiihrten
Simulationen 6.1-10 %5,

7.2.4 Diskussion der Simulationsergebnisse

Analog zum Vorgehen in Abschnitt 6.2.2 erfolgt die Simulation der Wellenausbreitung un-
ter Verwendung unterschiedlicher Grundgleichungssitze. Da aber hier keine hydrodynami-
schen Instabilitdten zu erwarten sind, ist neben den modifizierten LEE und den nichtlinea-
ren PENNE auch die Verwendung der klassischen LEE moglich. Letztere werden spiter als
Referenz verwendet. Auf eine Anwendung der akustischen Stérungsgleichungen (APE) wird
hingegen verzichtet. Wie Morgenweck [88] zeigen konnte, besitzen die akustischen Stérungs-
gleichungen im Bereich des Schalldurchgangs ein numerisch instabiles Verhalten, wodurch
dieser Grundgleichungstyp fiir eine Anwendung in Raketenschubkammern weitestgehend
ausscheidet.

29Fiir den mittleren Gitterabstand in radialer Richtung A, sowie in Umfangsrichtung Ay gilt im Rahmen dieser
Arbeit die Definition A, = Ay = \/V,./N,A,, wobei V, das Brennkammervolumen bezeichnet.
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7.2 Akustischer Energieverlust durch die Diise

Bevor auf eine quantitative Bewertung der berechneten Eigenfrequenzen und Dampfungs-
raten eingegangen wird, soll zundchst das instantane Losungsfeld der akustischen Schwan-
kungsgrofien verglichen werden. Abbildung 7.5 zeigt die dimensionslose Druckschwankung
p'l py zum Zeitpunkt t/At=2- 10* in Form mehrerer Isokonturflichen. Dabei lisst sich fest-
stellen, dass das Losungsfeld der nichtlinearen PENNE mit den Ergebnissen der konventio-
nellen LEE praktisch identisch ist. Dies ist auch nicht weiter verwunderlich, da nichtlineare
Effekte bei einer Anfangsstérung von 10Pa weitestgehend vernachldssigbar sind.

(a) (b)

Abbildung 7.5: Vergleich der Isokonturflichen
der dimensionslosen Druckschwankung p'/ p,
zum Zeitpunkt t/At = 2-10*: Modifizierte LEE
© (a), nichtlineare PENNE (b), konventionelle
LEE (c).
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Simulation der akustischen Wellenausbreitung in Raketenschubkammern

Demgegeniiber erkennt man zwischen den modifizierten und den konventionellen LEE leich-
te Unterschiede, wobei sich letztere vor allem auf den Bereich der kritisch durchstromten La-
valdiise erstrecken. Betrachtet man das mittlere Stromungsfeld aus Abbildung 7.3, so sind
im Einflussbereich der Diise die grof$ten Stromungsgradienten anzutreffen. Der zylindrische
Teil der Brennkammer ist hingegen weitestgehend gradientenfrei. Da der Einfluss der Gradi-
enten innerhalb der modifizierten LEE nicht bertiicksichtigt ist, wird sofort klar, weshalb die
erwdhnten Unterschiede vor allem im Bereich der Lavaldiise in Erscheinung treten.
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10 Y Abbildung 7.6: Vergleich der Amplituden-

ot | spektren der dimensionslosen Drucksto-

10710 ! ! rung p'/QOCS: Modifizierte LEE (---),

0 1 2 3 nichtlineare PENNE (---), konventionelle

f [Hz] 10°  LEE (—).

Abbildung 7.6 zeigt das Amplitudenspektrum der Druckschwankung p'/ p,. Die Zeitreihe zur
Berechnung des Spektrums wurde dabei an einen Monitorpunkt mit den Koordinaten x; =
(—0.178m, 0.045m, 0)© aufgezeichnet. Der Monitorpunkt befindet sich damit im dulleren Be-
reich des Rechengebiets in unmittelbarer Ndhe zur Einstromflache und besitzt die selbe Um-
fangsposition wie die initiale Druckstdérung zur Anregung akustischer Schwingungen. Da-
mit ist gewdhrleistet, dass das aufgezeichnete Drucksignal spektrale Anteile aller dominanten
Transversalmoden enthalt [88].

Wie Abbildung 7.6 erkennen ldsst, beobachtet man im Frequenzbereich bis 3000Hz drei cha-
rakteristische Resonanziiberhohungen. Das Maximum der ersten Uberhohung korrespon-
diert mit einer Oszillationsfrequenz von ca. 1000Hz und kann der ersten longitudinalen Mo-
dellbrennkammermode (L1) zugeordnet werden. Der Resonanzpeak ist hier sehr breit aus-
gepragt, was im Allgemeinen auf eine hohe Dadmpfung schliefen ldsst. Die dominanteste
spektrale Komponente innerhalb des betrachteten Frequenzbereichs wird hingegen durch
die erste Transversalmode (T1L1) verursacht. Die Resonanzfrequenz dieser Mode betrégt ca.
2150Hz. Mit dem Auftreten der ersten Transversalmode ist auch die Entstehung von Schwin-
gungszustinden mit hoherem Longitudinalanteil moglich. Der ndchsthohere dieser Zustdn-
de wird durch die T1L2-Mode reprisentiert und besitzt gemaR Abbildung 7.6 eine Oszillati-
onsfrequenz von ungefdhr 2450Hz. Fiir Frequenzen jenseits der 3000Hz-Grenze ergeben sich
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7.2 Akustischer Energieverlust durch die Diise

weitere Resonanzpeaks. Allerdings wurden die zugehérigen Moden im Rahmen der experi-
mentellen Untersuchungen nicht weiter betrachtet. Aus diesem Grund soll die Auswertung
der Simulationsergebnisse ebenfalls auf den in Abbildung 7.6 gezeigten Frequenzbereich be-
schréankt bleiben.

Vergleicht man die Spektren der unterschiedlichen Modellgleichungen miteinander, so féllt
zundchst auf, dass die konventionellen LEE sowie die nichtlinearen PENNE zu weitestgehend
identischen Ergebnissen fiihren. Im Vergleich dazu erhélt man auf Basis der modifizierten
LEE ein leicht unterschiedliches Resultat. Mitunter féllt auf, dass die Lage der Resonanzpeaks
gegeniiber den konventionellen LEE bzw. den nichtlinearen PENNE leicht verschoben ist. Be-
sonders deutlich werden dahingehende Unterschiede im Falle der L1-Mode. Die Resonanz-
frequenz ist unter Verwendung der modifizierten LEE um ca. 30Hz zu gréBeren Werten hin
verschoben. Ein dhnliches Verhalten - wenn auch nicht ganz so ausgeprégt - findet sich fiir
die T1L2 Mode. Anscheinend wirkt sich die Modifikation der LEE vor allem auf die longitudi-
nale Storungsausbreitung aus. Diese wird im Gegensatz zur transversalen Komponente sehr
stark durch die akustischen Eigenschaften der Diise beeinflusst. Letztere sind aufgrund der
vernachldssigten Gradiententerme jedoch nur vereinfacht innerhalb der modifizierten LEE
abgebildet.

1077

1P/ py

Abbildung 7.7: Vergleich des akustischen

f=rfru Déampfungsverhaltens am Beispiel der
10-° ‘ ‘ T1L1-Mode fiir Gitter 3: Modifizierte LEE
0 2 4 6 (----), nichtlineare PENNE (- --), konven-

t sl -107%  tionelle LEE (—).

Im Hinblick auf eine Analyse thermoakustischer Phidnomene ist das zeitliche Abklingverhal-
ten der unterschiedlichen Modellbrennkammermoden von besonderer Bedeutung. Um die-
ses aus den Simulationsdaten zu extrahieren, kann auf eine zeitaufgeloste diskrete Fourier-
transformation zuriickgegriffen werden [65,101]. Dabei wird nicht wie zuvor die gesamte auf-
gezeichnete Zeitreihe fouriertransformiert, sondern lediglich kurze zeitversetzte Ausschnitte
bzw. Fenster. Die Transformation wird dabei mit der jeweiligen Oszillationsfrequenz der Mo-
den durchgefiihrt. SchlieBlich erhélt man die zeitliche Entwicklung der modalen Komponen-
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Simulation der akustischen Wellenausbreitung in Raketenschubkammern

ten in Form mehrerer Stiitzstellen. Werden diese in halblogarithmischer Darstellung aufge-
tragen, so lassen sich aus der Steigung die exponentiellen Abklingraten a ablesen.

Abbildung 7.7 zeigt das hier beschriebene Vorgehen am Beispiel der T1L1-Mode. Demnach
ergeben sich fiir die konventionellen LEE und die nichtlinearen PENNE sehr @hnliche Ab-
klingverhalten. Die modifizierten LEE hingegen fiihren zu einer spiirbar erh6hten Ddmpfung.
Aufgrund der vernachléssigten Gradiententerme ist davon auszugehen, dass fiir die modifi-
zierten LEE auch der Fluss akustischer Energie durch die Diise spiirbar verdndert ist. Wie zu
Beginn von Abschnitt 7.2 erldutert wurde, bestimmt der akustische Fluss durch die Diise das
Dampfungsverhalten des hier betrachteten Testfalls. Damit wird sofort klar, weshalb sich fiir
die modifizierten LEE ein unterschiedliches Abklingverhalten beobachten ldsst.

12
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ala, -]

Abbildung 7.8: Konvergenzverhalten der

0 \ \ \ \ Déampfungsrate (PENNE) in Abhédngigkeit

0 1 2 3 4 5 der Gitterknotenanzahl N,: T1L1-Mode
N, [-] 10°  (—e-), T1L2-Mode (- A-).

Im Gegensatz zu den Eigenfrequenzen handelt es sich bei den Dampfungsraten um Ergebnis-
grolen, die in erheblichem Malfe durch die spezifischen Eigenschaften des numerischen Ver-
fahrens und das verwendete Rechengitter beeinflusst werden. Morgenweck hat dazu in [88]
eine detaillierte Studie durchgefiihrt. Er konnte dabei zeigen, dass mitunter eine sehr ho-
he Gitterauflosung erforderlich ist, um den numerischen Dampfungsanteil auf ein akzepta-
bles Mal? zu reduzieren. Dieser Arbeit liegt ein nochmals iiberarbeitetes Losungsverfahren zu
Grunde. Abbildung 7.8 zeigt das damit erzielte Konvergenzverhalten, wobei a, die entspre-
chende Dampfung auf Basis der halbanalytischen Referenzlosung bezeichnet.

Fiir die T1L1-Mode fdllt die berechnete Ddmpfung im Bereich N, < 3- 10° stark ab, um sich an-
schlieBend deutlich verlangsamt der halbanalytischen Referenzlosung anzundhern. Fiir Git-
ter 4 stimmen beide Losungen schlief$lich mit einer Abweichung von unter 4% iiberein. Im
Vergleich dazu erhdlt Morgenweck bei einem Gitter mit anndhernd doppelt so hoher Auflo-
sung eine Abweichung von 25%. Dies zeigt, dass das hier verwendete Losungsverfahren noch-
mals eine spiirbare Verbesserung mit sich bringt.
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7.3 Akustische Verluste des Gesamtaufbaus

Deutlich weniger ausgeprégt ist das Konvergenzverhalten der T1L2-Mode. Ein konvergierter
Zustand wird hier bereits bei einer geringeren Knotenanzahl erreicht. Der Unterschied zur
Referenzlosung betrégt fiir Gitter 4 weniger als 8%. Die Ursache fiir dieses unterschiedliche
Konvergenzverhalten kann mit hoher Wahrscheinlichkeit auf den gleichbleibenden Gitterab-
stand in axialer Richtung zuriickgefiihrt werden, der innerhalb der verwendeten Gitter kon-
stant gehalten wurde (Tabelle 7.2).

Resonanzfrequenz Dampfung

Halbanalytisch®, LEE (f-Bereich) 2141Hz 28571
PIANO, PENNE 2140Hz 29571
PIANO, LEE 2140Hz -31s7!
PIANO, LEE modifiziert 2155Hz -52571

Tabelle 7.3: Resonanzfrequenz und Damfungsrate der T1L1 Mode fiir Gitter 4 im Vergleich
zwischen halbanalytischer Referenzlésung [73] und numerischer Simulation mit PIANO unter
Verwendung unterschiedlicher Grundgleichungssétze.

Tabelle 7.3 gibt am Beispiel der T1L1 Mode einen Uberblick iiber die erzielten Ergebnisse. Ver-
wendet man die nichtlinearen PENNE Grundgleichungen bzw. die konventionellen LEE, so
lasst sich sowohl fiir die numerisch berechneten Resonanzfrequenzen, als auch fiir die dazu-
gehorigen Dampfungswerte eine sehr gute Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der halb-
analytischen Referenzlosung feststellen. Fiir die modifizierten LEE hingegen ergeben sich
zum Teil signifikante Abweichungen.

7.3 Akustische Verluste des Gesamtaufbaus

Im letzten Abschnitt wurde unter anderem deutlich, dass die Dampfung der dominierenden
T1L1-Mode relativ geringe Werte annimmt. Experimentelle Untersuchungen von Kathan [68]
legen allerdings nahe, dass der Gesamtaufbau eine erheblich gréBere Ddmpfungscharakteris-
tik besitzt.

Bisher konnte der Gesamtaufbau inklusive der Lochblechplatte nur sehr eingeschriankt mo-
delliert werden. Erste Ansétze die Lochblechplatte zu beriicksichtigen basieren auf der halb-
analytischen Losung aus Abschnitt 7.2.1 [73]. Dartiiber hinaus konnte Morgenweck [88] un-
ter Verwendung der Impedanzrandbedingung aus Abschnitt 3.5.4 ebenfalls die Wirkung der
stromaufseitigen Randbedingung abbilden. Beide Ansédtze bendétigen allerdings einen zuvor
experimentell ermittelten Impedanzverlauf. Hier wurde in der Vergangenheit auf Messdaten
von Kathan [68] zuriickgegriffen.

3'Die hier angegebenen Werte zeigen leichte Unterschiede mit den Ergebnissen aus [73]. Die Ursache dafiir ist
eine angepasste Schallgeschwindigkeit ¢. In [73] wird fiir ¢ ein Wert von 330m/s angesetzt. Fiir T, = 290K, wie
hier angenommen, ergibt sich jedoch ein Wert von 341m/s.
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Simulation der akustischen Wellenausbreitung in Raketenschubkammern

Im Folgenden wird erstmalig der Versuch unternommenen, den Gesamtaufbau in PIANO
vollstdndig zu modellieren. Auf die Zuhilfenahme externer Messdaten soll dabei bewusst ver-
zichtet werden. Stattdessen wird der Ansatz aus Abschnitt 4.2 zur akustischen Modellierung
spezieller Verluste herangezogen. Das Rechengebiet umfasst dabei den bereits im vorherigen
Abschnitt untersuchten Bereich der Modellbrennkammer. Neu hinzu kommt jedoch die Vor-
kammer mit Lochblechplatte. Weiter stromaufliegende Komponenten kénnen vernachldssigt
werden, da die Zustromung in die Vorkammer iiber einen kritisch durchstrémten Ringspalt
erfolgt. Der stromauf gerichtete akustische Fluss nimmt in diesem Fall den Wert Null an, wo-
durch sich der Ringspalt als energetisch neutraler Einlass auffassen ldsst.

7.3.1 Grundstromung

Wie im vorherigen Abschnitt ist zunédchst die Bestimmung der Grundstromung erforderlich.
Dabei ist zu beachten, dass die Zustromung in die Vorkammer radial erfolgt. Die geome-
trischen Verhiltnisse zeigen zwar eine ausgeprégte Axialsymmetrie (mit Ausnahme der Si-
renenanregung), dennoch ist keineswegs mit einer axialsymmetrischen Grundstromung zu
rechnen. Erschwerend kommt hinzu, dass die Zustromung aufgrund der vorherrschenden
Betriebsbedingungen im Uberschall erfolgt. Es ergeben sich daher mit groRer Wahrschein-

lichkeit lokal dul3erst komplexe Strémungsverhéltnissegl.

Um damit einhergehende Schwierigkeiten zu vermeiden, wird die Stromung innerhalb der
Vorkammer vereinfacht modelliert. Anstelle einer radialen Zustromung von aullen erfolgt die
Einbringung des Luftmassenstroms durch eine kiinstliche volumetrische Massenquelle der
Form

Spx;) =4, : (7.2)

1+tanh(xh_x)

h

mit den Parametern A, = 10800kg m s}, X, =-0204mund 6, =1- 10 m. xj, definiert da-

bei die axiale Ausdehnung der Zustromung und ist bezogen auf den Koordinatenursprung im
engsten Querschnitt der Lavaldiise. Das Ergebnis dieser Modellierung ist ein eindimensiona-
les Stromungsfeld innerhalb der Vorkammer. Die stromaufseitige Grundplatte ist im Einklang
mit den realen Stromungsverhéltnissen nicht {iberstromt. Stattdessen bildet sich ein axialer
Geschwindigkeitsgradient tiber die Zustromhdohe £ aus.

Um den Einfluss des Lochblechs auf die Grundstromung zu berticksichtigen, wird analog zur
akustischen Modellierung ein poréses Modellmedium verwendet. Der dafiir ben6tigte Wider-
standskoeffizent in Strémungsrichtung

_Ap

by=——,
u’d

(7.3)

N

31Versuche, die Grundstromung mithilfe einer dreidimensionalen CFD Simulation zu bestimmen, legen nahe,
dass sich innerhalb der Vorkammer lokale Uberschallgebiete mit komplexen StoRsystemen ausbilden.
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7.3 Akustische Verluste des Gesamtaufbaus

wird aus der gegebenen Druckdifferenz zwischen der Vorkammer und der Modellbrennkam-
mer Ap = p, — p,, der Lochblechdicke d sowie der Stromungsgeschwindigkeit u = 80m/s
bestimmt. Lineare bzw. viskose Verluste werden hingegen vernachléssigt.

Alle iibrigen Modellierungsannahmen entsprechen im Wesentlichen den Annahmen aus Ab-
schnitt 7.2.2. Aufgrund der getroffenen Vereinfachungen ist es wiederum maoglich, ein axial-
symmetrisches Rechengebiet zu verwenden. Der Einfluss viskoser und turbulenter Effekte ist
wie zuvor vernachldssigt.

Abbildung 7.9 zeigt die Kontur der Machzahl sowie des statischen Drucks innerhalb des Ge-
samtaufbaus. Die Stromungsverhiltnisse stromab des Lochblechs sind praktisch identisch
mit der Grundstromungslosung aus Abschnitt 7.2.2. Die Machzahl ist tiber das Lochblech
hinweg konstant. Dies liegt daran, dass sich die hier verwendete Machzahl auf die mittlere
Stromungsgeschwindigkeit innerhalb des porosen Modellmediums bezieht.
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Abbildung 7.9: Grundstromung innerhalb des Gesamtaufbaus, bestehend aus Vorkam-
mer und nachgeschalteter Modellbrennkammer: Machzahlkontur (a), Kontur des statischen
Drucks (b).

7.3.2 Akustische Modellierung der Lochblechplatte

Die akustische Wirkung des Lochblechs soll durch den Ansatz aus Abschnitt 4.2 abgebildet
werden. Dabei stellt sich zundchst die Frage, inwieweit die erforderliche Voraussetzung ge-
ringer Mach- und Helmholtzzahlen erfiillt ist. Die charakteristische Helmholtzzahl fiir die
hier betrachtete Problemstellung ldsst sich in erster Ndherung aus der Lochblechdicke d und
dem Durchmesser der Modellbrennkammer D, abschétzen, d.h. He = 0.5d/D_ = 0.01. Zwar
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wurde hier die geometrische Ausdehnung des hydrodynamischen Interaktionsbereichs hin-
ter der Lochblechplatte vernachléssigt. Nichtsdestotrotz kann die Vorraussetzung einer gerin-
gen Helmholtzzahl als ausreichend erfiillt angesehen werden. Die Machzahl im zylindrischen
Bereich der Modellbrennkammer betrdgt im vorliegenden Anwendungsfall 0.24. In der Lite-
ratur wird als Obergrenze fiir inkompressible Betrachtungsweisen héufig eine Machzahl von
0.3 genannt. Damit liegt auch hier die erforderliche Rahmenbedingung fiir eine erfolgreiche
Anwendung der Modellierung vor.

Gemadl Abschnitt 4.2 werden die akustischen Eigenschaften des Lochblechs durch die Ver-
lusttensoren A;; und B; ; definiert. Viskose Verluste werden hier allerdings als vernachléssig-
bar gering angesehen, wodurch A;; = 0 resultiert. Dariiber hinaus wird ebenso ein potenti-
eller Tragheitseinfluss vernachléssigt, d.h m,, = 0. Zur Definition von B;; sind in PIANO die
beiden Koeffizienten b, und b, sowie die Stromungsrichtung innerhalb des verlustbehafteten
Bereichs s; = (1,0,0) T erforderlich. Fiir b, gilt dabei der Zusammenhang 7.3. Fiir b, wird hin-
gegen ein Wert der Gro8enordnung b,/ b, = 10 gewéhlt, wodurch die Stérungsausbreitung in
Querrichtung weitestgehend unterbunden wird.
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SRR Abbildung 7.10: Struktur des verwendeten
Rechengitters zur numerischen Simulation
des Gesamtaufbaus. Zur besseren Darstel-
lung wurden einzelne Blécke entfernt und
die Knotendichte reduziert.

Abbildung 7.10 zeigt die Struktur des akustischen Rechengitters. Wie bereits in den vorhe-
rigen Simulationen ist das Rechengebiet auch hier durch ein Gitter mit globaler O-Struktur
vernetzt. Das Volumen der Lochblechplatte wird durch fiinf zusétzliche Blocke reprédsentiert,
die wiederum dazu benutzt werden, den verlustbehafteten Bereich innerhalb des Rechen-
gebiets zu definieren. Die zusédtzlichen Blocke zur Abbildung der Lochblechplatte besitzen
jeweils 7 Knoten in axialer Richtung. Dieser Wert entspricht der Mindestknotenanzahl®* fiir
einzelne Blocke in PIANO. Lokal ergibt sich dadurch eine deutlich erhéhte Knotendichte. Um
eine moglichst ungestorte Ausbreitung akustischer Wellen zu ermdglichen, ist die Knoten-
dichte im Ubergangsbereich durch eine entsprechende Streckungsfunktion an die Knoten-

32Djie Mindestknotenanzahl fiir einzelne Blécke in PIANO folgt aus dem verwendeten finite Differenzen Sche-
ma mit 7 Stiitzstellen.

118



7.3 Akustische Verluste des Gesamtaufbaus

dichte im umliegenden Rechengebiet angepasst. Das Rechengitter umfasst insgesamt 489216
Knoten. Abgesehen von zusitzlichen Blécken zur Vernetzung der Vorkammer sowie der Loch-
blechplatte besitzt das hier verwendetet Rechengitter dhnliche Eigenschaften wie Gitter 3 aus
Abschnitt 7.2.3.

Zur Anregung der akustischen Brennkammermoden wird die Simulation wiederum mit ei-
ner pulsférmigen Druckstdrung initialisiert. Zwar werden im Rahmen der Lochblechmodel-
lierung auch nichtlineare Verluste bertiicksichtigt. Die gewahlte Stirke der initialen Drucksto-
rung von 10Pa ist aber aller Voraussicht nach zu gering, um ein spiirbar nichtlineares Verhal-
ten auszuldsen.

7.3.3 Diskussion der Simulationsergebnisse

Zundchst soll die Wirkung der Lochblechplatte anhand instantaner Storgrof3enverteilungen
beurteilt werden. Abbildung 7.11 zeigt die dimensionlose Druckschwankung p'/ p, fiir t/At =
1-10%, dem Zeitpunkt des erstmaligen Auftreffens akustischer Stérungen auf das Lochblech.
Man erkennt, dass die sich ausbreitenden Druckstérungen im Einflussbereich des Lochblechs
spiirbar verformt werden und nur in stark abgeschwichter Form in die Vorkammer eindrin-
gen. Eine signifikante, durch die Lochblechplatte verursachte Wellenreflexion, ist in Abbil-
dung 7.11 jedoch nicht zu beobachten.

Abbildung 7.11: Instantane Verteilung der
dimensionslosen Druckschwankung p'/p,
zum Zeitpunkt t/Af=1-10°,

Abbildung 7.12 zeigt die Verteilung der dimensionslosen Geschwindigkeitsstorungen inner-
halb der xy-Ebene zum Zeitpunkt /At =3- 10°, Dargestellt ist dabei sowohl die Geschwin-
digkeitskomponente in x-Richtung u'/ c,, als auch die zugehérige Komponente in y-Richtung
v'/c,. Man erkennt, dass beide Geschwindigkeiten aufgrund des Lochblechs mehr oder we-
niger stark beeinflusst werden. Besonders hervorzuheben ist in diesem Zusammenhang die
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verschwindende y-Komponente innerhalb des Lochblechs. AuBerhalb ist v'/ ¢, hingegen un-
gleich Null. ©'/ ¢, wird infolge der Lochblechwirkung primér abgeschwicht. Im Gegensatz zur
y-Komponente verschwindet u'/c, innerhalb des Lochblechs jedoch nicht. Damit gibt die
Modellierung das reale akustische Verhalten prinzipiell korrekt wieder.
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Abbildung 7.12: Instantane Verteilung der dimensionslosen Geschwindigkeitsstérungen in-
nerhalb der xy-Ebene zum Zeitpunkt /At = 3-10% Geschwindigkeitskomponente in x-
Richtung 1/ ¢, (a), Geschwindigkeitskomponente in y-Richtung v’/ ¢, (b).

Anders als fiir die Modellbrennkammer mit energieneutraler Einlassradbedingung, besteht
fiir das Gesamtsystem mit Vorkammer und Lochblechplatte die Moglichkeit, die Simulati-
onsergebnisse auch mit realen Messdaten zu vergleichen. Abbildung 7.13 zeigt das mit PIA-
NO berechnete Amplitudenspektrum der dimensionslosen Druckstérung p'/ p, am Ort x; =
(—=0.178m,0.045m, 0) T Im Frequenzbereich bis 3000Hz fallen dabei wieder drei charakteristi-
sche Uberhéhungen auf. Die erste relativ schwache Uberhéhung im Bereich von ca. 1000Hz
kann einer stark gedampften L1 Mode zugeordnet werden. Die iibermiflige Ddmpfung ist
wahrscheinlich auch die Ursache, weshalb eine L1 Mode in den experimentellen Untersu-
chungen von Kathan nicht beobachtet werden konnte. Aufgrund dieses Umstands ist fiir die
L1-Mode ein Vergleich zwischen Experiment und Numerik an dieser Stelle nicht méglich.
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Abbildung 7.13: Amplitudenspektrum der
dimensionslosen Druckstérung p'/p, fiir
10710 ! ! den Gesamtaufbau unter Verwendung
0 1 2 3 der nichtlinearen PENNE Erhaltungsglei-

f [Hz] 10° chungen.

Das markanteste Resonanzverhalten innerhalb des gezeigten Amplitudenspektrums weist die
T1L1 Mode auf. Die zugehorige Schwingungsfrequenz ist klar indentifizierbar und betréagt
2140Hz. Kathan gibt fiir diese Mode eine gemessene Frequenz von 2160Hz an. Die Abwei-
chung zwischen Experiment und Simulation betrigt in diesem Fall weniger als 1%. Gegeniiber
Abschnitt 7.2.4 ist die berechnete T1L1 Resonanzfrequenz des Gesamtaufbaus damit unver-
dndert.

Entsprechend dem Vorgehen aus Abschnitt 7.2.4 soll im Folgenden die exponentielle Damp-
fungsrate der T1L1 Mode bestimmt werden. Abbildung 7.14 zeigt den zeitlichen Verlauf der
spektralen T1L1 Komponente. Aus der Steigung der Ausgleichsgerade ldsst sich dabei eine
Déampfung von -488s™! ablesen. Dariiber hinaus beinhaltet die Darstallung auch das expe-
rimentell ermittelte Abklingverhalten. Fiir Letzteres gibt Kathan in [68] eine Ddmfungskon-
stante von -573s ' an, wobei dieser Wert aus dem Abklingverhalten einer durch Sirenenanre-
gung angefachten T1L1 Mode bestimmt wurde. Damit betrdgt die Abweichung zwischen Ex-
periment und Simulation weniger als 15%. Im Hinblick auf die generelle Schwierigkeit einer
quantitativ-korrekten Berechnung bzw. Modellierung akustischer Ddmpfung ist dieser Wert
als gut einzuschitzen. Eine vergleichende Zusammenstellung der Ergebnisse fiir die T1L1
Mode findet sich in Tabelle 7.4.

Resonanzfrequenz Dampfung

Experiment (mit Sirenenanregung) 2160Hz -573s 71
PIANO 2140Hz -488s”"

Tabelle 7.4: Resonanzfrequenz und Damfungsrate der T1L1 Mode im Vergleich zwischen Ex-
periment und numerischer Simulation mit PIANO.
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Abbildung 7.14: Abklingverhalten der

T1L1 Mode fiir den Gesamtaufbau unter

Verwendung der nichtlinearen PENNE

Erhaltungsgleichungen (—) und von

0 2 4 6 Kathan [68] experimentell bestimmtes
£ [s] 107 Abklingverhalten (- - -).

Fiir Frequenzen jenseits der T1IL1 Mode erkennt man eine weitere Uberhéhung im Ampli-
tudenspektrum. Diese erstreckt sich iiber den Bereich zwischen 2400Hz und 2800Hz. Ein
Vergleich mit den Ergebnissen aus Abschnitt 7.2.4 legt nahe, dass es sich hier um den stark
geddmpften Resonanzpeak der T1L2 Mode handelt. Analog zur L1-Mode, ist die Dampfung
auch hier scheinbar zu grof, um eine spiirbare Uberhéhung im experimentell ermittelten
Spektrum zu verursachen. Eine weitere Validierung der Simulation anhand dieser Mode ist
deshalb nicht moglich.

Im Rahmen der bisher durchgefiihrten Ansitze [73, 88] zur Modellierung des Gesamtsystems
wurde das akustische Verhalten der Lochblechplatte jeweils durch das von Kathan experi-
mentell ermittelte Reflexionsverhalten abgebildet. Dieses Vorgehen wurde im Rahmen der
hier vorgestellten Modellierung aufgegeben. Das Reflexionsverhalten der Lochblechplatte ist
damit nicht langer eine bendtigte Inputgroe. Stattdessen werden die zur Verfiigung stehen-
den Messdaten dazu genutzt, die Qualitédt der Simulation und die Leistungsfdhigkeit der akus-
tischen Verlustmodellierung zu bewerten.

Im Folgenden soll das Reflexionsverhalten der Lochblechplatte untersucht werden. Voraus-
setzung dafiir ist zunichst eine prizise Bestimmung der akustischen Storgrofen am Uber-
gang zwischen Modellbrennkammer und der Lochblechplatte. Analog zu Abschnitt 6.2.2 sind
dazu insgesamt 12 Monitorpunkte im Rechengebiet vorgesehen, welche sich gleichméllig ver-
teilt auf einem konzentrischen Kreis mit Radius r = 0.045m befinden. Um eine aus numeri-
schen Gesichtspunkten eher problematische Auswertung der Storgroflen an Blockgrenzen zu
vermeiden, ist die axiale Position der Monitorpunkte um 2-10>m gegeniiber der Schnittebe-
ne zwischen Lochblechplatte und Modellbrennkammer in Richtung der Diise verschoben.
Dabei besteht prinzipiell die Gefahr einer Verfilschung des Reflexionsverhaltens [88]. Im hier
vorliegenden Fall ist die Verschiebung der Bezugsebene jedoch sehr gering, weshalb die er-
warteten Auswirkungen auf das Ergebnis als eher vernachldssigbar angesehen werden.
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7.3 Akustische Verluste des Gesamtaufbaus

Aus den Messungen von Kathan geht hervor, dass das Reflexionsverhalten der Lochblech-
platte nicht modenunabhingig ist [68]. Demnach erhélt man fiir eine longitudinale Wellen-
ausbreitung andere akustische Eigenschaften als fiir eine Ausbreitung tangentialer Schwin-
gungsmoden. Zur Validierung der Simulationsergebnisse bietet sich vor allem die Betrach-
tung der longitudinalen Reflexionseigenschaften an. Beschriankt man sich auf den Frequenz-
bereich unterhalb der radialen cut-on Frequenz (f3, =~4300Hz), so ldsst sich der longitudina-
le Anteil der akustischen Storungen relativ einfach durch eine arithmetische Mittelung aller
Monitorpunktsignale extrahieren. Dieser Ansatz wurde bereits in Abschnitt 6.2.2 erfolgreich
eingesetzt und findet auch hier erneut Anwendung.

Zur Charakterisierung des Lochblechs wird der Reflexionsfaktor R vewendet. Dieser kann aus
der komplexen Druckamplitude p sowie der komplexen Geschwindigkeitsamplitude normal
zur Lochblechebene #i; n; = @t wie folgt berechnet werden:

R=L-ptect 7.4
§ p—-pecu

wobei sich die komplexen Druck- und Geschwindigkeitsamplituden p und # jeweils durch ei-
ne Anwendung der diskreten Fourier Transformation (DFT) auf die arithmetisch gemittelten
Zeitreihen der Monitorpunkte ergeben.

Abbildung 7.15 zeigt den Betrag sowie die Phase des berechneten Reflexionsfaktors. Zusétz-
lich enthilt die Abbildung das experimentell bestimmte Reflexionsverhalten. Betrachtet man
den Betrag des Reflexionsfaktors, so stellt man eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen Ex-
periment und Simulation fest. Demnach fillt der Reflexionsfaktor zunédchst auf ein Minimum
im Bereich von 2500Hz ab, um anschlielend wieder anzusteigen. Ein anderes Bild ergibt sich
hingegen fiir den Phasengang des Reflexionsfaktors. Hier lassen sich deutliche Unterschiede
zwischen Experiment und Simulation erkennen. Die berechnete Phase ist hier zunéchst line-
ar fallend, was auf einen konstanten Zeitverzug zwischen auftreffender und reflektierter Welle
schlieBen ldsst. Der experimentell gemessene Verlauf hingegen zeigt eine tiber den betrach-

teten Frequenzbereich ansteigende Phase™®.

Um diesen Sachverhalt besser zu beleuchten, wird im Folgenden die Annahme getroffen,
dass die Reflexion der akustischen Wellen an der Grundplatte der Vorkammer erfolgt. Dies
ist durchaus naheliegend, da die Wellenlidnge der akustischen Stérungen groR3 gegeniiber der
charakteristischen Liange des Lochblechs ist. Unter dieser Voraussetzung ldsst sich der er-
wartete Phasenverlauf des Reflexionsfaktors aus der theoretischen Laufzeit einer akustischen
Welle innerhalb der Vorkammer abschétzen. Es gilt:

arg(f%) 3 _4fL,, 75)
T ¢’ '

wobei ¢ die Schallgeschwindigkeit und L, die Linge der Vorkammer bezeichnet (Abschnitt
7.1). Vergleicht man den Phasenverlauf entsprechend Gleichung 7.5 mit den numerischen

3Eine ansteigende Phase impliziert zwar eine negative Gruppenlaufzeit, bedeutet aber nicht zwangsldufig ein
akausales Verhalten.
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Abbildung 7.15: Vergleich des Lochblechreflexionsfaktors fiir longitudinale Stérungsausbrei-
tung: Messdaten Kathan [68] (0); Verlustmodellierung PIANO (—); erwarteter Phasenverlauf
gemadl} Gleichung 7.5 (- - -).

Simulationsergebnissen so wird klar, dass die getroffene Annahme auch durch die Simulati-
onsergebnisse gestiitzt wird. Gleichzeitig wird aber auch die Plausibilitdt der Simulationser-
gebnisse bestétigt.

Nichtsdestotrotz zeigt der gemessene Phasenverlauf ein unterschiedliches Verhalten. Eine
mogliche Erklarung lédsst sich in der vereinfachten Modellierung der Grundstrémung inner-
halb der Vorkammer finden. Wie bereits erwidhnt, ist in diesem Bereich des Versuchsaufbaus
aufgrund der radialen Uberschallzustrémung mit sehr komplexen Stromungsverhiltnissen
zu rechnen. Im Rahmen der vorgestellten Modellierung werden diese Zustdnde jedoch nicht
im Detail abgebildet, sondern lediglich durch eine reine Axialstrémung approximiert. Eine in
der Realitdt auftretende inhomogene Geschwindigkeitsverteilung in radialer Richtung wird
hingegen nicht berticksichtigt.

Die beobachteten Abweichungen konnten dariiber hinaus auf vernachlassigte Tragheitseffek-
te (m,, = 0) zurtickzufiihren sein. Die Trégheitskréfte infolge der Fluidbeschleunigung inner-
halb der Lochblechbohrungen sollten sich im Allgemeinen bevorzugt auf den Phasenverlauf
und weniger auf die Dissipation auswirken. Diese wiirde mitunter die gute Ubereinstimmung
hinsichtlich des Betrags und die Abweichungen bzgl. des Phasenverlaufs erkldren.
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8 Simulation nichtlinearer
Wellenausbreitung in
Raketenschubkammern

Im letzten Kapitel wurde die Wellenausbreitung innerhalb einer kalt durchstrémten Modell-
brennkammer mit unterschiedlichen Grundgleichungssitzen untersucht. Dabei kamen auch
die nichtlinearen PENNE Gleichungen zum Einsatz. Die Storungsamplituden der akustischen
Wellen wurden aber bewusst sehr gering gehalten, um etwaige nichtlineare Effekte zu vermei-
den. Diese Beschrinkung soll im Folgenden fallen gelassen werden. Stattdessen werden die
Storungsamplituden soweit erhoht, dass nichtlineare Effekte in ausgeprégter Form zu erwar-
ten sind.

Als Testfall wird wiederum die kalt durchstrémte Modellbrennkammer aus Kapitel 7 verwen-
det. Anders als zuvor liegen fiir den nichtlinearen Bereich jedoch weder Messdaten noch ana-
lytische bzw. halb-anlytische Referenzlésungen vor. Eine quantitative Validierung der nume-
rischen Ergebnisse scheidet deshalb an dieser Stelle aus.

Der Fokus der nachfolgenden Ausfiihrungen liegt auf der Untersuchung transversaler Brenn-
kammermoden. Im Gegensatz zur rein longitudinalen Wellenausbreitung ist das nichtlineare
Verhalten hoherdimensionaler Moden noch relativ unerforscht. Der Umfang an Publikatio-
nen auf diesem Gebiet ist hier sehr gering. Ein nicht unerheblicher Grund dafiir diirfte auf die
erschwerten mathematischen Rahmenbedingungen zuriickzufiihren sein. Trotzdem wurden
bereits frith Anstrengungen unternommen, den Charakter tangentialer Brennkammermoden
im nichtlinearen Bereich theoretisch zu erschlieBen. Erwdhnenswert sind in diesem Zusam-
menhang vor allem die Arbeiten von Maslen und Moore [82, 86].

Trotz des tiberschaubaren Umfangs von Arbeiten zu diesem Thema ist die Bedeutung nichtli-
nearer Wellenausbreitung fiir das Verstdndnis realer Verbrennungsinstabilitdten in Raketen-
brennkammern als nicht unerheblich einzuschitzen. Es ist allgemein bekannt, dass das Auf-
treten hochfrequenter Verbrennungsschwingungen in Raketenbrennkammern tiberwiegend
mit nichtlinearen Effekten verkniipft ist. Um letztere physikalisch richtig beschreiben und ab-
bilden zu konnen, ist ein grundlegendes Verstdndnis tiber die Akustik der Brennkammer im
nichtlinearen Amplitudenbereich unerlésslich.

8.1 Anwendungsbereich nichtlinearer Akustik

Bevor im Detail auf die Beschreibung und Diskussion des Testfalls eingegangen wird, soll zu-
nichst der grundlegende Anwendungsbereich der nichtlinearen Theorie ndher eingegrenzt
werden. Es ist bekannt, dass der im Allgemeinen nichtlineare Zusammenhang zwischen Druck
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Simulation nichtlinearer Wellenausbreitung in Raketenschubkammern

und Dichte p = p(p, s), wobei s die spezifische Entropie bezeichnet, zu einer Verzerrung akus-
tischer Wellen fiihrt. Die géngige Vorstellung geht hier von einer variablen Ausbreitungsge-
schwindigkeit aus, die im Bereich erhdhten Drucks grofere Werte annimmt als im Bereich
verminderten Drucks. Dies hat zur Folge, dass sich eine zundchst harmonische Welle mit
p'(x=0,1= Apsin(wt) zunehmend aufsteilt und schlieflich in eine StoBwelle tibergeht. Die
Entfernung, nach der sich erstmals eine unstetige Losung ausbildet, wird als Stof$bildungs-
strecke x, bezeichnet. Nach Blackstock et al. [12] gilt unter Vernachldssigung von Verlusten
fiir die StoBbildungsstrecke einer ebenen Welle

208

=—), (8.1)
pr(y+ 1)

X1
wobei als akustisches Ausbreitungsmedium ein ideales Gas mit Isentropenexponenten y an-
genommen wird. Gemd§ Gleichung 8.1 ist x, indirekt proportional zum Produkt aus Ampli-
tude A, und Winkelgeschwindigkeit w der Stérungsquelle. Die Sto8bildungsstrecke nimmt
demnach mit zunehmender Amplitude, aber auch mit steigender Schwingungsfrequenz im-
mer mehr ab.

Gleichung 8.1 geht fiir x < x, von einem verlustfreien Verhalten aus. Unter realen Bedingun-
gen ist die Ausbreitung akustischer Wellen jedoch mehr oder weniger starken Verlusten un-
terworfen. Letztere wirken dem nichtlinearen Verzerrungsvorgang der Wellen entgegen [76].
Neben Amplitude und Oszillationsfrequenz der Stérungen besitzt demnach auch die akusti-
sche Dampfung einen entscheidenden Einfluss auf die Bedeutung der nichtlinearen Effekte.
Um diesen Einfluss zu quantifizieren, wird im Folgenden eine dimensionslose Kennzahl

I, = LA (8.2)

a

eingefiihrt, wobei ¢, = x, /¢ die StoBbildungszeit und a die exponentielle Dimpfungsrate>*
charakterisiert. Auf Grundlage dieser Kennzahl 1dsst sich der Einfluss der nichtlinearen Effekte
auf die Wellenausbreitung innerhalb einer Brennkammer abschédtzen bzw. grob bewerten. Ist
demnach I'; << 1, so verhindert die dominierende Ddmpfung eine signifikante Auspragung
nichtlinearen Verhaltens. Fiir I', >> 1 iiberwiegt hingegen der Einfluss der Nichtlinearitit. Die
akustische Dampfung ist hier nicht mehr in der Lage eine Akkumulation der nichtlinearen
Effekte zu unterbinden.

Die bisher beschriebene Wirkung nichtlinearer Wellenausbreitung basiert ausschlieflich auf
einer Selbstinteraktion rein akustischer Moden. Aus Abschnitt 2.2 ist jedoch bekannt, dass ne-
ben akustischen Moden auch Entropie- und Wirbelstdrkemoden existieren. Beschrankt man
sich ausschlieflich auf lineare Dynamik, so ist eine Kopplung unterschiedlicher Moden nur
tiber ein inhomogenes Grundstromungsfeld moéglich (Abschnitt 2.2). Wird diese Einschréan-
kung fallen gelassen, so ergeben sich aber auch direkte Kopplungsmoglichkeiten zwischen

*Die urspriingliche Definition dieser Kennzahl - auch als Gol'dbergzahl [45] bezeichnet - basiert auf einer
rdumlichen Ddmpfungsrate a, mit der Einheit m™'],dh.T = xj_l /a,. Fir eine Anwendung in Raketenbrenn-
kammern ist jedoch eine zeitliche Betrachtung zweckméRiger, weshalb hier die Definition gem&R Gleichung 8.2
eingefiihrt wird.

126



8.2 Durchfiihrung der Simulation

den einzelnen Losungsbestandteilen. Diese sind im Gegensatz zur linearen Dynamik jedoch
nicht primér an ein gradientenbehaftetes Grundstromungsfeld gebunden. Die letztendliche
Wirkung dieser nichtlinearen Interaktionsmechanismen und deren Bedeutung fiir die Wel-
lenausbreitung in Raketenbrennkammern wurde bisher nur sehr begrenzt untersucht. Verof-
fentlichungen zu dieser Thematik beschrdnken sich im Wesentlichen auf die theoretischen
Arbeiten von Chu und Kovésznay [21].

8.2 Durchfiihrung der Simulation

Nun soll der Einfluss nichtlinearer Akustik anhand der kalt durchstrémten Modellbrennkam-
mer aus Kapitel 7 untersucht werden. Um die Komplexitdt der Untersuchung zu begrenzen
und eine leichtere Interpretation der Simulationsergebnisse zu ermoglichen, wird die Konfi-
guration ohne Lochblechplatte gewihlt. Letztere besitzt iiberdies den Vorteil, dass die akusti-
sche Dampfung hier relativ gering ausfillt. Wie im letzten Abschnitt erldutert wurde, ist eine
geringe Ddmpfung eine Voraussetzung fiir das Auftreten nichtlinearer Effekte.

Fiir die Untersuchung ist es erforderlich, akustische Schwingungen mit erh6hten Amplituden
anzuregen. Dazu wird innerhalb der Modellbrennkammer eine oszillierende Energiequelle
der Form

(x;—x{)°
2
by

S,(x;,1) = A, exp | —In(2) sin2m fi 1) (8.3)

definiert. Die rdumliche Ausdehnung der oszillierenden Energiefreisetzung entspricht einer
sphérischen Gaulverteilung, wobei die Halbwertsbreite b, sowie die Lage des Verteilungs-
zentrums x; mit den Werten aus Abschnitt 7.2.3 identisch ist. Die Anregungsfrequenz f, =
2140Hz entspricht der aus Abschnitt 7.2.4 bekannten Eigenfrequenz der T1L1 Mode. A, cha-
rakterisiert die Amplitude der Energiequelle. Der Wert dieses Parameters ist mit A, = g,cj zu-
néchst so gewdhlt, dass sich innerhalb der Modellbrennkammer ein quasistationédrer Schwin-
gungszustand mit p'/ p, < 0.25 einstellt>. Fiir die dimensionslose Kennzahl I'; sind unter die-
sen Bedingungen Werte der Grollenordnung (’)(102) zu erwarten, d.h. I', >> 1. Damit sind
nichtlineare Wellenausbreitungseffekte in ausgeprdgter Form zu erwarten.

Um nichtlineare Effekte eindeutig identifizieren zu konnen, ist zundchst eine Referenzl6sung
auf Basis der linearisierten Eulergleichungen erforderlich. AnschlieSend wird eine identische
Simulation unter Verwendung der nichtlinearen PENNE Grundgleichungen durchgefiihrt. In
beiden Simulationen wird dabei dasselbe numerische Losungsverfahren sowie ein identi-
sches Rechengitter (Gitter 3 aus Abschnitt 7) verwendet. Einfliisse der Numerik kdnnen so-
mit ausgeschlossen werden. Dariiber hinaus entspricht die verwendete Grundstrémung der

*Unter diesen Bedingungen bleibt das Losungsfeld innerhalb des Rechengebiets trotz nichtlinearer Verzer-
rungen stetig. Numerische Probleme im Bereich potentieller StoBl6sungen kénnen in diesem Fall von vornher-
ein vermieden werden und das numerische Lésungsverfahren bleibt gegeniiber den vorherigen Anwendungs-
fallen unverandert.
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CFD Lésung aus Abschnitt 7.2.2. Die Simulationen umfassen jeweils 8 - 10° Zeitschritte mit
At=1.52-10""s, wodurch sich eine physikalische Simulationsdauer von ca. 0.12s ergibt.

8.3 Diskussion der Simulationsergebnisse

Bevor die Unterschiede zwischen einer linearen Simulation auf Basis der LEE und einer nicht-
linearen Rechnung unter Verwendung der PENNE Gleichungen im Detail diskutiert werden,
soll zunéchst die Wirkung der oszillierenden Warmefreisetzungsquelle besprochen werden.
Dazu wird die nichtisentrope Dichteschwankung p*® = ¢’ — p” betrachtet, wobei fiir den isen-
tropen Anteil im nichtlinearen Bereich der Zusammenhang p” = g[(1+p'/ P -1 gilt. Abbil-
dung 8.1 zeigt p° zum Zeitpunkt t/Ar = 8- 10°. Es ist deutlich zu erkennen, dass sich in Wand-
nihe ein periodisches Muster nichtisentroper Dichtestérungen ausbildet. Die am Ort xj =
(—0.145m, 0.046m, 0) T definierte Energiequelle fiihrt demnach nicht nur zur Anregung akus-
tischer Stérungen, sondern auch zur Ausbildung einer prignanten Entropiemode, welche
konvektiv durch das Rechengebiet transportiert wird. Dabei sei erwdhnt, dass die Entstehung

z

&

Abbildung 8.1: Isokonturflachen der nicht-
isentropen Dichtestorung p°/p, zum Zeit-
punkt ¢/At = 8- 10° unter Verwendung
der nichtlinearen PENNE Grundgleichun-
gen (—2.5-107° blau, +2.5-107° rot).

der Entropiemode keineswegs eine spezielle Eigenschaft der nichtlinearen PENNE Modell-
gleichungen darstellt, sondern ebenso durch Verwendung der linearisierten Eulergleichun-
gen in Erscheinung tritt. Eine Wechselwirkung zwischen der Entropiemode und den akusti-
schen Stérungen ist jedoch nur fiir die nichtlineare PENNE Modellierung uneingeschrankt
moglich. Fiir die linearisierten Eulergleichungen hingegen ist die Interaktion der charakteris-
tischen Losungsbestandteile an das Vorhandensein von Gradienten im mittleren Stromungs-
feld gekniipft. Dies bedeutet, dass fiir die LEE Modellierung eine Wechselwirkung auf den
konvergenten Bereich der Diise beschrankt ist, wohingegen fiir die PENNE Modellierung prin-
zipiell das gesamte Rechengebiet in Frage kommt.
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8.3 Diskussion der Simulationsergebnisse

Im Weiteren soll das akustische Stérungsfeld innerhalb der Modellbrennkammer verglichen
werden. Abbildung 8.2 zeigt die instantane Verteilung der dimensionslosen Druckschwan-
kung p'/ p, zum Zeitpunkt t/At = 8- 10°. Zunichst kann fiir beide Modellierungsarten eine

Z z
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Abbildung 8.2: Instantane Verteilung der dimensionslosen Druckschwankung p'/p, zum
Zeitpunkt t/At = 8-10° unter Verwendung der linearisierten Eulergleichungen a) sowie der
nichtlinearen PENNE b).

globale T1 Modenstruktur identifiziert werden. Uber diese Beobachtung hinaus lassen sich
aber spiirbare Unterschiede im Druckfeld erkennen. Werden demnach die linearisierten Eul-
ergleichungen verwendet, so besitzt das errechnete Storungsfeld eine symmetrische Gestalt.
Demgegeniiber zeigt das Losungsfeld der nichtlinearen PENNE Modellierung einen zuneh-
menden Verlust der Symmetrie, verursacht durch signifikante Verzerrungen. Letztere offen-
baren sich besonders im Bereich des Einstromrands. Aber auch am Ubergang zwischen der
zylindrischen Brennkammersektion und dem konvergenten Diisenabschnitt sind deutliche
Verzerrungen zu erkennen.

Abbildung 8.3 zeigt den zeitlichen Verlauf der dimensionslosen Druckschwankung p'/ p, am
Ort x; = (-0.178m, —0.039m, 0.025m) T Das dargestellte Zeitfenster ist dabei reprasentativ fiir
einen Zustand quasistationdren Verhaltens, der sich nach einer Simulationsdauer von ca.
0.09s einstellt. Im Falle der LEE ist die Oszillation wie erwartet harmonisch. Der Gleichan-
teil ist Null. Das Verhalten auf Basis der nichtlinearen PENNE weist hingegen fundamentale
Unterschiede auf. Besonders auffillig ist dabei ein zweites lokales Maximum innerhalb der
positiven Halbwelle. Dariiber hinaus lédsst sich feststellen, dass das Zeitsignal keine einseitig
aufgesteilten Flanken (in der englischsprachigen Literatur ist in diesem Zusammenhang auch
von ,steep-fronted waves“ die Rede) besitzt. Damit zeigen die hier vorliegenden Ergebnisse
deutliche Unterschiede gegeniiber der rein longitudinalen Wellenausbreitung [74]. Allerdings
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Abbildung 8.3: Zeitlicher Verlauf der dimensionslosen Druckschwankung p'/p, (links) und
zugehorige Phasenraumdarstellung (rechts) fiir A, = g, cg : LEE (---), PENNE (—).
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Abbildung 8.4: Amplitudenspektren der dimensionslosen Druckstérung p'/ p, unter Verwen-
dung der LEE (rechts) sowie der nichtlinearen PENNE (links) fiir unterschiedliche Anrequngs-
amplituden: A, = rog (—), A, = 0.19008’ (---), A, = 0.019008’ (=-=-).
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8.3 Diskussion der Simulationsergebnisse

wird diese Besonderheit der transversalen Wellenausbreitung im nichtlinearen Bereich durch
verschiedene theoretische [82, 86] als auch experimentelle [53] Untersuchungen bzw. Beob-
achtungen gestiitzt.

Der Frequenzinhalt der gezeigten Signalverldufe ist in Abbildung 8.4 dargestellt. Wie erwar-
tet, enthdlt das Zeitsignal der LEE Simulation lediglich eine einzige spektrale Komponente.
Diese korrespondiert mit der Oszillationsfrequenz der Anregung f;. Aufgrund der monofre-
quenten Anregung werden somit keine weiteren Brennkammermoden angefacht. Im Gegen-
satz dazu enthilt die Zeitreihe der nichtlinearen PENNE Rechnung neben der Anregungsfre-
quenz auch ganzzahlige Vielfache der Grundschwingung, d.h. f, = 2f; bzw. f; = 3f;. Letzte-
re sind dabei nicht als zusétzlich angeregte Schwingungsformen aufzufassen, sondern resul-
tieren zundchst lediglich aus der nichtlinearen Verzerrung der urspriinglich harmonischen
Schwingungsform. Die Amplituden dieser auch als Fourierfrequenzen bezeichneten Kom-
ponenten nehmen mit zunehmender Frequenz spiirbar ab. Dariiber hinaus ist die Entste-
hung der Fourierfrequenzen malgeblich durch die Amplitude der angeregten Schwingung
beeinflusst. Wird das Anregungspotential der monofrequenten Energiequelle um eine Zeh-
nerpotenz reduziert, d.h. A, =0.1p, cg , so ist lediglich die erste Fourierfrequenz im Spektrum
sichtbar. Fiir A, = 0.01p, cg’ verschwindet auch die letzte Fourierfrequenz und man erhélt ein
Amplitudenspektrum, das im wesentlichen dem Ergebnis der LEE gleicht. Die Amplitude der
Druckschwingung innerhalb der Modellbrennkammer betrédgt in diesem Fall weniger als 0.2%
des Referenzzustands p,.

Mode fmn fmn/fl
T1 2140Hz 1

T2 3550Hz  1.659
R1 4453Hz  2.081
T3 4883Hz 2.282
T4 6180Hz 2.888
TI1R1 6195Hz  2.895
T5 7456Hz  3.484

Tabelle 8.1: Erwartete Resonanzfrequenzen f,,, und Frequenzverhéltnisse f,,,,/ f; der trans-
versalen Brennkammermoden.

Tabelle 8.1 enthilt eine Auflistung der erwarteten Eigenfrequenzen®® der Brennkammer. Dem-
nach fallen die Fourierkomponenten nicht direkt mit hoheren Eigenfrequenzen der Brenn-
kammer zusammen. Eine nichtlineare Kopplung und ein damit verbundener Energieaus-
tausch zwischen den unterschiedlichen Moden erscheint deshalb von vornherein deutlich

%Die in Tabelle 8.1 angegebenen Resonanzfrequenzen basieren auf einer Skalierung der bekannten T1L1 Fre-
quenz entsprechend der analytischen Losung aus Abschnitt 2.3, d.h. f,,,,,/ fi = 1,,,,,/1.8413. Prinzipiell kénnen
die Resonanzfrequenzen auch aus den Ergebnissen aus Abschnitt 7.2.4 gewonnen werden. Aufgrund der zuneh-
menden Modendichte im Bereich hoher Frequenzen ist die Zuordnung der spektralen Uberhéhungen jedoch
nicht immer eindeutig, weshalb hier auf eine einfache Skalierung zuriickgegriffen wurde.
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Simulation nichtlinearer Wellenausbreitung in Raketenschubkammern

erschwert. Wire ein solcher gegeben, miissten neben der angeregten T1L1 Mode auch ande-
re Eigenfrequenzen der Brennkammer im Amplitudenspektrum sichtbar sein. Wie Abbildung
8.4 jedoch zeigt, ist dies nicht der Fall. Das Fehlen von Kopplungs- bzw. Energieaustauschef-
fekten wiirde dariiber hinaus bedeuten, dass das Abklingverhalten der Brennkammermoden
auch fiir erh6hte Amplituden weitestgehend unverédndert bleibt.

Um dies zu tiberpriifen, soll nachfolgend das Ddmpfungsverhalten der angeregten T1L1 Mo-
de bestimmt werden. Dazu wird die oszillierende Energiequelle mit A, = p,c; nach Erreichen
einer quasistationdren Brennkammerschwingung deaktiviert und das Abklingen der Schwin-
gung betrachtet. Abbildung 8.5 zeigt die zeitliche Entwicklung der spektralen Komponenten
wihrend des Abklingvorgangs. Dargestellt ist dabei sowohl das Dampfungsverhalten der T1L1
Komponente als auch die zeitliche Entwicklung der Fourierfrequenzen.

107 ]
107°F 1
£ ]
-4 . |
S
i RN IR
[ G\Q ~~,
_ 6.

107° 1

- “~. 1 Abbildung8.5: Zeitliche Entwicklung

i ~~.] der spektralen Komponenten wihrend

1075 ! ! des Abklingvorgangs: T1L1 Komponente

0 2 4 6 (—), erste Fourierkomponente (---),

t[s] 107 zweite Fourierkomponente (- --).

Die Dampfung der T1L1 Mode entspricht im Rahmen der Genauigkeit dem Wert aus Ab-
schnitt 7.2.4, womit die Vermutung eines weitestgehend unverdnderten Abklingverhaltens
bestdtigt wird. Gemdld Abbildung 8.5 ergeben sich fiir Abklingraten der Fourierfrequenzen
mit zunehmender Frequenz groBere Werte. Um diesen Sachverhalt nachzuvollziehen, wird
im Folgenden eine auf Heidmann [53] zuriickgehende empirische Beziehung herangezogen,
wonach fiir die Amplitude der Fourierfrequenzen |p,,| ndherungsweise gilt:

1P, ~€", (8.4)

wobei n € Z die Ordnung der Fourierfrequenzen und € einen allgemeinen Amplitudenpara-
meter bezeichnet. Die zeitliche Entwicklung des Amplitudenparameters wird in erster Ndhe-
rung durch das Abklingverhalten der dominanten Grundmode bestimmt, d.h. e(¢) ~ exp(a; £).
Damit erhélt man fiir die Abklingrate der Fouriermoden den Zusammenhang:

a,=na. (8.5)
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8.3 Diskussion der Simulationsergebnisse

Demnach klingt die erste Fourierfrequenz (n = 2) mit der doppelten und die zweite Fourier-
frequenz (n = 3) mit der dreifachen Rate ab. Diese Abhédngigkeit der Damfungskonstanten
kann prinzipiell auch in Abbildung 8.5 beobachtet werden.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass der Einfluss erh6hter Amplituden auf die Wel-
lenausbreitung innerhalb der Brennkammer relativ begrenzt ist. Zwar lassen sich eindeutige
Verzerrungseffekte beobachten - ein Einfluss auf die Dissipation akustischer Energie ist im
Rahmen der durchgefiihrten Untersuchung jedoch nicht nachweisbar. Allerdings beinhaltet
der betrachtete Testfall lediglich eine sehr vereinfachte Problemstellung. Dariiber hinaus wur-
de die Interaktion mit der Verbrennung von vornherein ausgeklammert. Die Frage, inwieweit
nichtlineare Wellenausbreitungseffekte einen Einfluss auf die thermoakustische Stabilitidt der
Brennkammer besitzen, kann deshalb an dieser Stelle noch nicht abschlieRend beantwortet
werden.
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9 Zusammenfassung und Ausblick

Um im Rahmen der Entwicklung moderner Raketenantriebssysteme die Gefahr unerwarteter
Verbrennungsinstabilitdten so weit wie moglich zu minimieren, ist man bestrebt, das Pha-
nomen theoretisch zu erfassen, um etwaige Probleme friihzeitig zu erkennen. Die praktische
Erfahrung hat allerdings gezeigt, dass dieses Unterfangen mit enormen Schwierigkeiten ver-
bunden ist. Trotz intensiver Forschung existiert bis heute kein verléssliches Simulations- und
Berechnungsverfahren. Um diesem Defizit zu begegnen, wird am Lehrstuhl fiir Thermodyna-
mik der Technischen Universitdt Miinchen ein neuartiger Simulationsansatz entwickelt. Im
Zentrum dieser Simulationsmethode steht dabei ein Akustikloser im Zeitbereich.

Zur Beschreibung der akustischen Wellenausbreitung innerhalb einer Brennkammer wurden
in Vorgidngerarbeiten zwei unterschiedliche Modellgleichungssysteme verwendet. Beide An-
sdtze sind auf eine lineare Wellendynamik beschriankt, wodurch die Modellierung lediglich
fiir kleine Stérungsamplituden Giiltigkeit besitzt. Innerhalb der vorliegenden Arbeit wurde
diese Beschrankung durch die Einfithrung nichtlinearer Stérungsgleichungen beseitigt. Da-
mit kann der Akustikloser auch erhohte Amplituden physikalisch korrekt abbilden. Dies ist
vor allem fiir Raketenanwendungen von Interesse, da hier grofse Amplituden eine besondere
Relevanz besitzen.

Die urspriingliche Motivation, nichtlineare Stérungsgleichungen nédher zu betrachten, kann
auf Schwierigkeiten im Bereich hydrodynamischer Instabilitdten zuriickgefiihrt werden. Letz-
tere stellen im Zeitbereich eine grof3e Herausforderung dar, da sie wie im Falle der urspriing-
lich verwendeten linearisierten Eulergleichungen mit einem unbegrenzten Wachstum der L6-
sung verbunden sind. Die Beriicksichtigung nichtlinearer Effekte ermoglicht es jedoch, diese
linearen Instabilitdten in ihrem Wachstum zu begrenzen. Damit ist es moglich, auch unter hy-
drodynamisch instabilen Strémungsverhéltnissen akustische Analysen im Zeitbereich durch-
zufiihren.

Die Anwendung nichtlinearer Storungsgleichungen in hydrodynamisch instabilen Stromun-
gen wird am Beispiel einer sprunghaften Querschnittserweiterung demonstriert. Im Zuge des-
sen wird das akustische Transferverhalten des Flichensprungs bestimmt und mit Messdaten
und verfiigbaren LES-Simulationsergebnissen verglichen. Es zeigt sich, dass das akustische
Streuverhalten in guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten durch nichtlineare
Storungsgleichungen abgebildet werden kann. Die Qualitdt der Streufaktoren ist durchgéngig
mit den betrachteten LES-Ergebnissen vergleichbar. Dariiber hinaus wird der Flichensprung
auch mit einer angepassten Form der linearisierten Eulergleichungen modelliert. In diesem
Fall ergeben sich jedoch deutliche Unterschiede zwischen den Simulationsergebnissen und
den experimentellen Daten. Eine angepasste Formulierung, wie sie von unterschiedlichen
Autoren vorgeschlagen wird, ist demnach nur bedingt dazu geeignet, die Wellenausbreitung
in stratifizierten Grundstromungen adidquat zu beschreiben.

Im Hinblick auf die Modellierung thermoakustischer Probleme ist eine quantitativ korrek-
te Abbildung der akustischen Dampfung von besonderem Interesse. Im Zeitbereich tritt in
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Zusammenfassung und Ausblick

diesem Zusammenhang das Problem der numerischen Dissipation verstédrkt in Erscheinung.
Um die Ergebnisse nicht zu verfédlschen, muss der Einfluss parasitdrer Dimpfung so weit wie
moglich minimiert werden. Hierfiir kommt ein optimiertes Randfilterverfahren zur Anwen-
dung. Wie am Beispiel einer schwach geddmpften Brennkammerkonfiguration gezeigt wird,
gelingt es damit die numerischen Verluste auf ein vertretbares Mal$ zu begrenzen. Neben
der numerischen Dissipation ist aber auch die physikalisch begriindete Ddmpfung Thema
der vorliegenden Arbeit. Die Betrachtung einer akustischen Analogie legt nahe, dass sich die
Wechselwirkung zwischen akustischen Schwankungen und gradientenbehafteten Strémun-
gen meist durch effektive Impulsaustauschterme beschreiben ldsst. Darauf aufbauend wird
ein Ansatz zur speziellen Beriicksichtigung akustischer Verluste vorgestellt. Im Gegensatz zu
Vorgingerarbeiten wird hier auf die Zuhilfenahme akustischer Messdaten bewusst verzich-
tet. Die Brauchbarkeit der Modellierung wird schlielllich anhand einer mit Kaltgas betriebe-
nen Modellbrennkammer demonstriert. Dabei zeigt sich, dass der entwickelte Ansatz in der
Lage ist, den Verlust an akustischer Energie in guter Ubereinstimmung mit den gemessenen
Werten wiederzugeben.

Am Ende der Arbeit wird die Wellenausbreitung im Bereich hoher Stérungsamplituden be-
trachtet. Anhand eines generischen Testfalls wird dabei das Verhalten transversaler Brenn-
kammermoden untersucht. Es kann gezeigt werden, dass die Form des Schwingungszustands
fiir groBe Amplituden zunehmend verzerrt wird. Im Frequenzspektrum du3ert sich diese Ver-
zerrung durch eine Reihe ganzzahliger Vielfacher der Grundfrequenz. Im Gegensatz zur lon-
gitudinalen Wellenausbreitung kann fiir transversale Schwingungen die Bildung sogenannter
»steep-fronted waves“ nicht beobachtet werden. Dariiber hinaus legen die Ergebnisse nahe,
dass das Dampfungsverhalten transversaler Brennkammermoden auch im Bereich erhohter
Amplituden weitestgehend unverdndert gegeniiber dem linearen Bereich bleibt.

Durch den Ubergang auf nichtlineare Stérungsgleichungen konnte der Einsatzbereich des
Simulationsverfahrens im Rahmen dieser Arbeit erheblich erweitert werden. Es ist von nun
an moglich, auch Anwendungsfélle mit hydrodynamisch instabilem Grundstrémungsfeld im
Zeitbereich zu analysieren. Aulerdem erlaubt das Verfahren die Wellenausbreitung hoher
Amplituden physikalisch korrekt zu beschreiben, wodurch sich der Ansatz deutlich von ande-
ren Verfahren zur Simulation akustischer Problemstellungen abhebt. Durch dieses Alleinstel-
lungsmerkmal erscheint auch der im Allgemeinen (gegeniiber dem Frequenzbereich) erh6hte
Rechenaufwand des Zeitbereichs gerechtfertigt.

Es bietet sich an, das hiermit zur Verfiigung stehende Verfahren fiir eine weitere Erforschung
nichtlinearer Effekte einzusetzen. Die Praxis der Triebwerksentwicklung zeigt, dass Verbren-
nungsinstabilitdten in Fliissigkeitsraketenantrieben tiberwiegend durch nichtlineare Effek-
te dominiert werden. Vor diesem Hintergrund ist ein besseres Verstdndnis der nichtlinea-
ren Zusammenhidnge von groBer Bedeutung. Ein erster Schritt konnte darin bestehen, die
nichtlineare Wirkung des Lochblechs zu untersuchen. Dies wiirde mitunter weiteren Auf-
schluss tiber die Existenz und die Bedeutung nichtlinearer Verluste geben. Dariiber hinaus ist
es auch denkbar, die Wirkung der nichtlinearen Wellendynamik im Zusammenspiel mit un-
terschiedlichen Riickkopplungsmodellen zu analysieren. Dadurch kdnnte ein besseres Ver-
stdndnis tiber die Wirkung von Triggeringeffekten oder die Entstehung von Grenzamplituden
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gewonnen werden. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde auch die Mdéglichkeit geschaf-
fen, klassische Flammentransferfunktionen in eine Simulation einzubinden. Voraussetzung
dafiir ist die Ableitung einer kausalen Ubertragungsfunktion, beispielsweise auf Grundlage
einer CFD-basierten Einzelflammensimulation. Zur Bestimmung der bendtigten Filterkoef-
fizienten fiir den Zeitbereich muss die Ubertragungsfunktion die Einheitsimpulsantwort des
Systems abbilden. In der Vergangenheit hat sich dies als sehr schwierig herausgestellt. Inzwi-
schen konnten aber deutliche Fortschritte erzielt werden, sodass auch dahingehende Unter-
suchungen ins Auge gefasst werden konnen.
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A Eulergleichungen in nichtkonservativer
Form

A.1 Kontinuititsgleichung

Durch Anwendung der Produktregel ldsst sich die konservative Form der Kontinuitétsglei-
chung 2.1a in ihr nichtkonservatives Aquivalent {iberfiihren. Man erhlt:

dp  Ou; oo

—+o—+u;—=S§
ot Cox; "oy,

0 (A.1)

A.2 Impulsgleichung

Wird der Einfluss von Viskositdt und Warmeleitung vernachléssigt, so besitzt die konservative
Form der Impulsbilanz gemd® Gleichung 2.1b die Form:

oou; 0
a—tl+a—xj(puiuj+p5ij)=si+ui59. (AZ)

Durch Anwendung der Produktregel und unter Beriicksuchtigung der Kontinuitédtsgleichung
lasst sich A.2 auf die Form

ou; 0p dpu; ou; Op
—tu,—+u——+ou;i—+—=S;+u;S A3
©or T T Mgy, T0Miax, Moy, T VT e *-3)
bringen. Damit lautet die nichtkonservative Form der Impulsbilanz:
ou; ou; 10 1
Wi, O, _p__Si' (A.4)

ot j(’)_xj Eaxi_p
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Eulergleichungen in nichtkonservativer Form

A.3 Energiegleichung

Wird der Einfluss von Viskositdat und Warmeleitung vernachléssigt, so besitzt die konservative
Form der Energiegbilanz entsprechend Gleichung 2.1c die Form:

0 U;U; 0 u;U;
E(9e+9%)+§(9uje+puj ’2 l+ujp):Se+uiSi+uiuiSQ. (A.5)
J

Zunichst wird die spezifische kinetische Energie %ui u; eliminiert. Dazu wird die Impulsbi-
lanz A.2 mit u; multipliziert

0 U;u; 0 U;u; 6u]
51075 )+ o low =5t H i) = p = s s, 4.6)
und anschliefend von Gleichung A.5 subtrahiert
0 0 Ou;
J— + — . +p— = S . A7
at. (Qe) ax] (Qu]e) pax] e ( )

Gemil Gleichung 2.6 aus Abschnitt 2.1 gilt fiir die innere Energie der Gasphase:

ee . (A.8)

= Y — 1 y
wobeiy =1+ Rzp/c,. Durch Einsetzen in Gleichung A.7 erhdlt man schlief3lich eine nichtkon-
servative Formulierung der Energiegleichung auf Basis der primitiven Druckvariable p:

op  0p ouj p oy oy
at+uj +’}/pax] + U

= — -1)S, . A9
0x; y—-1\0t faxj)”Y )5 (A9)

=Dy/Dt

Die Fluktuation des Isentropenexponenten ist iiblicherweise sehr gering und kann deshalb
oft vernachléssigt werden, d.h. 0y/0t = 0. Damit ergibt sich fiir die nicht-konservative Form
der Energiegleichung:

op op  _ Ou; 1 dy
4 Ui —— +yp—= —
ot ”faxj Ypaxj y—lpujaxj

+(y-1)S,. (A.10)
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B Akustische Analogie in
Raketenschubkammern

Zur Ableitung einer geeigneten Analogie fiir wellendynamische Effekte in Raketenschubkam-
mern wird zunédchst die instantane Impulsbilanz in nichtkonservativer Form A.4 mit dem
Ausdruck ¢®/(yp) dp! 0x; erweitert. Unter Verwendung des allgemeinen giiltigen Zusammen-
hangs dIn(x)/dx = 1/x lasst sich schreiben:

Du; c¢*dl 1 2 1)\o
u; , ¢ n(P):_SiJr(C___)_p, (B.1)
Dt y 0x; o Yp e)ox;

Anschliefend wird 0( -)/0x; auf B.1 angewandt, wodurch

d (Du;\ 0 [c*al d (1 o (& 1)o
_( uz)+_ ¢ dln(p) :—(—Si)+_ £ _2\|er (B.2)
ox;\ Dt ] 0x;\y Ox; ox; \p ox; |\yp o] 0x;
resultiert.
Die Energiegleichung A.10 ldsst sich analog auf die Form
1Dl ou; 1 4l -1
1Dy 7% _ 1,00, -1, (B.3)
Yy Dt ox; v-1 0x; Yp
bringen. Nach Anwendung des Operators der substantiellen Ableitung D(-)/D¢ gilt:
D (1Dl D (Ou;) D[ 1 1 -1
i) pou) b1 )
Dt\y Dt Dt\ox;| Dt{y-1"7 odx; Yp

Im Weiteren ist es zweckméllig, den ersten Term auf der linken Seite von Gleichung B.2 so-
wie den zweiten Term auf der linken Seite von Gleichung B.4 in mathematisch dquivalente
Ausdriicke wie folgt zu entwickeln:

0 (Dul-) *u; 0ujou; u;
— = + — tu; (B.5)
axi Dt axiat axl‘ ax] ]axj'axi
sowie
D Ouj azuj quj
- = + U, . (B.6)
Dt ax] ax]at axiax]'
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Wird nun Gleichung B.4 von Gleichung B.2 subtrahiert, so gilt unter Einbeziehung der Zusam-
menhénge B.5 bzw. B.6:

9 (C_ZM)_R 1%)_

ox; |y O0x; Dt\y Dt
a (1 0 * 1)o
- _Si)+_ C___ _p
dx; \p ax; [\ryp e)ox;

(B.7)

D( 1 oy y-1 Ou; ou;
—_ u - —_ .
Dt{y-1"7 odx; yp €] Ox;0x;
Die linke Seite von Gleichung B.7 besitzt die Form einer konvektiven Wellengleichung fiir
In(p) mit variabler Schallgeschwindigkeit ¢ sowie variablen Isentropenexponenten y. Fiir eine

detaillierte Disskussion dieser Gleichung sei auf Abschnitt 2.6 verwiesen.

Unter der Annahme kleiner Druckstérungen p’ kann Gleichung B.7 weiter vereinfacht wer-
den. Es gilt:

ol
In(p) =In(p) + 2P 00
p
_ _ pl 2
—ln(p)+g+(’)(p ) (B.8)
sowie
1 1 6(1) , 2
—=—+—|= +0((p'°)
p p Op\p ,ap P
!
:i@—ﬂj+om%. (B.9)
p p

Dabei bezeichnet p den mittleren Druck. Fiir kleine Machzahlen M — 0 kann dieser nédhe-
rungsweise als konstant angesehen werden d.h. p = const.. Damit ldsst sich schreiben:

0l 10p
ntp)  19p (B.10)
0x; p 0x;
bzw. unter der Annahme D(-)/D¢t = 0(-)/0t fiir kleine Machzahlen
D1 10p'
nip) S 1op (B.11)

Dt  p ot
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Unter diesen Annahmen besitzt Gleichung B.7 die Form:

0 2ap’) #?p 0o (1 ) 0 | 1)\ap
_— Loy — —|=S. i N e Bt
0x; (C 0x;) oar Ypaxi o' +Yp0xi Yp 0)0x;
0 p, _ Gujaul
—vy=-1D—|l1=E]8.| = —, B.12
(Y )at[( ﬁ) e] Yp(axi 0x; (12

wobei der Isentropenexponent y = const. und Terme héherer Ordnung als vernachldssigbar
klein angesehen werden. Mit ¢® = Y P/ o erhilt man schlieflich

0 Zap’) *p 0 (1 )
— (A= =—vp— | =S.
axi (C axi 6[2 Ypaxi 0 !
A PAR 5[ 0 0t B.13
_(’)/— )a [( —E) e]—YP axia—xj . (B.13)

Fiir eine Diskussion von Gleichung B.13 sei wiederum auf Abschnitt 2.6 verwiesen.
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C Fehlerordnung numerischer
Glattungsfilter

Ausgangspunkt fiir nachfolgende Ausfiihrungen bildet die allgemeine Ubertragungsfunktion
eines expliziten Tiefpassfilters (Gleichung 3.14) zur Gldttung raumlicher FeldgroBen:

M .
DkAx)=1+0 ) djMe ",
j=—N

Der Ausdruck exp(i j kAx) lasst sich in eine Taylorreihe um den Punkt kAx = 0 entwickeln. Es
gilt

. m (iikAx)"
giksx _ g UTKAX) kn'x) +O(kAx™ Y, (C.1)
n=0 :

wobei die maximale Ordnung des Abbruchfehlers durch die Anzahl der verfiigbaren Stiitzstel-
len begrenzt ist, d.h. m < N + M — 1. Damit folgt fiir die Ubertragungsfunktion:

N M mo(ijkAx)"
Dkax)=1+0 3 a™y WEED | ogayme)
j=—N n=0 n!

M

A

mo(ikAx)"
=l+0 Z (& 'x)
n!

n=0

+OkAx™ My . (C.2)

m+1

An ein Tiefpassfilter der Ordnung O(kAx™ ") wird tiblicherweise die Bedingung

D(kAx — 0) =1+ O(kAax™h (C.3)

gestellt. Um diese Bedingung zu erfiillen, muss in Gleichung C.2 der zweite Term auf der rech-
ten Seite verschwinden. Dazu gelten fiir die Filterkoeffizienten d}v M die Bedingungen:

M
> j"aiM=0, n=0,..,m. (C.4)
j=—-N
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D Akustische Streu- und
Transfermatritzen

Akustisch kompakte Elemente mit lediglich einem Ein- und einem Ausgang werden in Analo-
gie zur Beschreibung elektrischer Netzwerke in der Elektrotechnik auch als akustische Zwei-
tore bezeichnet. Die mathematische Charakterisierung eines Zweitors erfolgt iiblicherweise
auf Basis von 2 x 2 Matrizen. Letztere stellen einen eindeutigen Zusammenhang zwischen
dem Zustand vor und hinter dem Element her. Im Falle akustischer Zweitore ldsst sich der
jeweilige Zustand am Ein- und Ausgang entweder durch Angabe der akustischen Schnelle 7
und des akustischen Drucks p oder mit Hilfe der Riemann Invarianten f und g beschreiben.
Diese werden jeweils zu einem Vektor, dem sogenannten Zustandsvektor zusammengefasst
und bilden damit die Grundlage fiir die Definition einer Transformationsbeziehung zwischen
dem Ein- und dem Ausgang des akustischen Elements.

D.1 Akustische Streumatrix

A S11 A
f u fd
) Sa1 ) S12 R Abbildung D.1: Ubertragungsverhalten ei-
8u < Sy 8a nes akustischen Elements auf Basis der

Streumatrix S; ;.

Der akustische Zustand am Ein- und Ausgang wird im Rahmen der Streumatrixdarstellung
durch die vier Riemann Invarianten f,, &, sowie f,;, &, definiert. Wie bereits aus der Bezeich-
nung hervorgeht, beschreibt eine Systemdarstellung auf Basis der akustischen Streumatrix
die Streuung der genannten Riemann Invarianten innerhalb des akustischen Elements. Fiir
den Streuvorgang gelten dabei die folgenden allgemeinen Zusammenhénge:

fd:SIIfu+Slzgd ) (D.1)
8u=Snfut+S5284, (D.2)

wobei die Koeffizienten S;; bzw. S,, die Transmission und S;, bzw. S,; die Reflexion der
Riemann Invarianten innerhalb des Streuvorgangs beschreiben. Wird der Streuvorgang als
Matrix-Vektor-Operation formuliert, so ldsst sich schreiben:

N S S R
{d _ 11 °12 ]ju . (D.3)
8u So1 S 8da
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Akustische Streu- und Transfermatritzen

Bei den Koeffizienten der Streumatrix S;; handelt es sich im Allgemeinen um komplexe Gro-
Ben, wodurch neben einer Skalierung der Amplitude auch eine Verschiebung der Phasenla-
ge ermoglicht wird. Eine Besonderheit der Streumatrixdarstellung ist der ihr innewohnende
kausale Zusammenhang zwischen den einlaufenden und auslaufenden Wellen. Dadurch ldsst
sich die Wirkung der einzelnen Koeffizienten der Streumatrix mitunter sehr anschaulich in-
terpretieren.

D.2 Akustische Transfermatrizen

Akustische Transfermatrizen stellen ausschlieflichen einen Zusammenhang zwischen den
Zustandsgroflen am Ein- und Ausgang des akustischen Elements her. Im Gegensatz zur Streu-
matrix werden die kausalen Zusammenhénge dabei jedoch nicht direkt abgebildet. Dennoch
wird auch hier das akustische Verhalten des betrachteten Systems vollstdndig charakterisiert.
Als Zustandsvariablen kénnen dabei sowohl die akustische Druck- und Geschwindigkeitssto-
rung (pu-Darstellung) als auch die bereits bekannten Riemann Invarianten (f g-Darstellung)
verwendetet werden. Betrachtet man die pu-Darstellung, so ergibt sich fiir die Definition der
zugehorigen Transfermatrix

pu pu
Cll C12
pu pu
C21 C22

ploc
17}

ploc
17}

d

(D.4)

u

Analog erhilt man unter Verwendung der Riemann Invarianten f und g als akustische Zu-
standsgro8en die Definitionsgleichung der fg-Darstellung:

A

f
§

8 8
Cr G
8 /g
Cr Gy

f

A (D.5)
g

d

u

Aufgrund der nicht direkt ersichtlichen kausalen Zusammenhénge ist die Interpretation der
Transfermatrixkoeffizienten im Vergleich zur Streumatrix erschwert. Die Koeffizienten spie-
geln hier im Wesentlichen die Erhaltung von Masse und Impuls innerhalb des akustischen
Elements wieder. Dadurch lassen sich gewisse Eigenschaften der akustischen Elemente wie
beispielsweise Querschnittsverhiltnisse aus bestimmten Koeffizienten der Transfermatrizen
ablesen.

D.3 Transformation in unterschiedliche Darstellungen

Alle hier erlduterten Darstellungen bilden das Ubertragungsverhalten eines akustischen Zwei-
tors vollstdndig ab. Dadurch ist es moglich, die unterschiedlichen Matrizen direkt ineinander
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D.3 Transformation in unterschiedliche Darstellungen

umzurechnen. Nach Fischer [41] gelten beispielsweise zwischen den unterschiedlichen Dar-

stellungen der Transfermatrizen folgende Transformationsbeziehungen:
Clpju = Qz_nl1 Cr];%i Qpj s
Clf =, Chia,)

wobei

1 1
1 -1

|}

Q 2 l'j .

ij=

Ebenso ist eine Uberfiihrung der Transfermatrizen in Streumatrizen moglich:

f8~f8 f8~fg&8 ~f8
o B Cir Gy — G Gop Gy
i fg
C{Zg _C21 1
bzw.
fg _ 1 S$11822 = 812821 Si2
o Sy =81 1

fiir die Transformation in umgekehrter Richtung.
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E Zur Konsistenz der akustischen
Verlustmodellierung

Im Folgenden wird eine durchstrémte Blende entsprechend Abbildung E.1 betrachtet. Eine
mogliche Einschniirung der Stromung innerhalb der Blende wird vernachldssigt. Dariiber
hinaus werden die Machzahlverhiltnisse als ausreichend gering angesetzt, sodass in erster
Ndherung von einem inkompressiblen Verhalten ausgegangen werden kann. Die Geschwin-
digkeit des Fluids vor Eintritt in die Blende betrigt u.,, innerhalb des engsten Querschnitts
u,, und in ausreichender Entfernung stromab der Blende wiederum u,. Der mit u_, korre-
spondierende Stromrohrenquerschnitt sei D, fiir u,;, hingegen D;;. Neben der Annahme

log > ~@x@) \p, D

Uy
Abbildung E.1: Betrachtung einer durch-
stromten axialsymmetrischen Blende.

einer geringen Machzahl wird fiir die nachfolgenden Ausfithrungen auch vorausgesetzt, dass
die charakteristische Wellenlidnge der akustischen Storungen grof gegeniiber den geometri-
schen Abmessungen der Blende ist. Die Giiltigkeit der Ergebnisse ist somit auf den Bereich
kleiner Helmholtzzahlen beschrdnkt, d.h. He <« 1. Man spricht in diesem Zusammenhang
auch von einer akustisch kompakten Betrachtung.

Druckverlustbetrachtung Sind die Verluste einer durchstrémten Blende im wesentlichen
auf die Expansion und Durchmischung der Stromung hinter der Blendenverengung zuriick-
zufiihren, so ldsst sich der erwartete Totaldruckverlust theoretisch herleiten. Aus einer ein-
fachen Bilanzierung der quasistationdren Impuls- und Energiefliisse in axialer Richtung er-
gibt sich fiir den Totaldruckverlust Ap iiber die Blende der folgende allgemeine Zusammen-
hang [125]:

2 2 \2
OUyy Dy,
Ap = 1-—1 . E.1

g 2( Dzo) =

Gleichung E.1 kennzeichnet den sog. Borda-Carnot-Stoverlust.
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Zur Konsistenz der akustischen Verlustmodellierung

Unter der Annahme eines quasistationdren Verhaltens werden die instantanen Strémungs-
geschwindigkeiten sowie die Druckdifferenz in Stérung und Gleichanteil aufgespalten. Die
Dichte des Fluids bleibt fiir kleine Machzahlverhiltnisse hingegen ndherungsweise konstant,
d.h. p = p. Mit der Beschridnkung auf lineare Dynamik l&dsst sich schreiben:

D%\’
- - h
Ap/:Qumu’m(1—D—;) . (E.2)
(e9)

Fiir kleine Flichenverhiltnisse kann Gleichung E.2 weiter vereinfacht werden®’, d.h. Ap’ =
oii ), fiir D%, /D5, — 0. Dabei ist zu beachten, dass fiir D?,/D5, — 0 im Allgemeinen
auch @, — 0 folgt. Im Rahmen einer Bilanzierung der akustischen Fliisse entfdllt damit die
Berticksichtigung konvektiver Effekte. Fiir die akustische Leistung P,,, welche im zeitlichen
Mittel innerhalb eines Kontrollvolumens Q dissipiert, gilt somit:

2

HDOO !r_/
(P,) :ff (n;I;) dA=— (Ap'uy,) (E.3)
oQ 4

!/

bzw. unter Beriicksichtigung der Kontinuititsbeziehung D2 u/_ = th u};, und einsetzen von

Gleichung E.2 fiir th/ D2, — 0

2 - -
D3, 0l

<Py>:_ 4

Wiy . (E.4)

Interaktion mit Coriolis-Kraftdichtefeld Der Verlust an akustischer Leistung P, kann fiir
die betrachtete Konfiguration auch unter Verwendung von Gleichung 2.64 aus Abschnitt 2.6
bestimmt werden. Es gilt:

(pv>:ff (Dw>dV:—@fff<(&)><17)iuf>dv. (E5)
Q Q

Die Geschwindigkeitsverteilung i (r, 9, x) stromab der Blende wird mit Hilfe einer Heaviside-
Funktion®® ©(D,,/2 - r) in Zylinderkoordinaten (r, 9, x) definiert:

u(r,9,x) =u,0MD,y,/12-1)€, . (E.6)

3"Betrachtet man den Fall einer Expansion auf Umgebungszustand, d.h. die Druckschwankung stromab der
Blende verschwindet, so gilt fiir die Impedanz der Blende demnach pii,;, . Diese Beziehung wird auch durch die
experimentellen Untersuchungen mehrerer Autoren bestétigt [51, 60].

38 Die Konvektionsgeschwindigkeit der abgelosten Wirbel ist iiblicherweise durch den Mittelwert der Stro-
mungsgeschwindigkeiten aulerhalb der Wirbelschicht gegeben [9, 57]. Aus diesem Grund wird hier die sym-
metrische Definition der Heaviside-Funktion verwendet, d.h.:

1, r<D,,/2
OD,,/12-1)={1/2, r=D,,/2
0, r>Dth/2
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Die Verteilung der Wirbelstédrke @ (r, 9, x) ergibt sich aus der zuvor definierten Geschwindig-
keitsverteilung durch Anwendung des Rotationsoperators

d
&(r, 9, %) = rotii = - a”rx 2 (E.7)

= uth5(Dth/2— r)é}) ,

wobei 6 (D,;,/2—r) die Dirac-Delta Funktion bezeichnet. Schliefflich erhélt man fiir das Kreuz-
produkt aus Wirbelstirke- und Geschwindigkeitsverteilung - auch als Lamb-Vektorfeld be-
zeichnet - folgenden Ausdruck:

é’r *19 é’x
Oxid=[0 wy O (E.8)
0 0 u

X

2
u
= Wyl &, = T’fha(D,h/z -1é, .

Fiir Gleichung E.5 ist lediglich der Schwankungsanteil des Coriolis-Kraftdichtefelds von Be-
deutung. Nach einer Zerlegung von u, in Storung und Gleichanteil sowie einer Beschrankung
auf lineare Storungsterme ldsst sich schreiben:

@ x @) = i, u},6(Dyp /2 - 1), . (E.9)

Damit ergibt sich fiir die instantane Verlustleistung

P,(t) = —()ﬂthu'thfo&Dm/Z— ryuf-é rdrd9dx (E.10)

D
:_@ﬂthulthTmff iP(r=D,,/2) & dodx,
0Q

2 1
DUy, 4

wobei das Volumenintegral tiber Q durch Auswertung des inneren Integrals iiber r in ein
Oberflachenintegral tiberfiihrt wurde. Letzteres beschreibt den Volumenfluss der akustischen
Schnelle durch die Wirbelschicht. Fiir kleine Mach- und Helmholtzzahlen entspricht der in-
tegrale Volumenfluss dem instantanen Volumenstrom im engsten Querschnitt der Drossel
[56,571%. Nach Anwendung des Operators der zeitlichen Mittelung erhilt man fiir die dissi-
pierte Schallleistung:

2 - -
D3, 0l

<P1}>:_ 4

Wiy . (E.11)

3Dies bedeutet, dass der gesamte Volumenstrom im engsten Querschnitt der Blende mit der Wirbelschicht
interagiert. Damit enthalten ist auch die bereits im Rahmen der Druckverlustbetrachtung getroffene Vereinfa-
chung D%h/Dgo — 0.
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Zur Konsistenz der akustischen Verlustmodellierung

Dieser Ausdruck ist mit Gleichung E.4 identisch. Obwohl auf den ersten Blick zwei unter-
schiedliche Berechnungsgrundlagen verwendet werden, fithren beide Ansétze letztendlich
auf das selbe Ergebnis. Es wird somit deutlich, dass eine akustische Verlustmodellierung ent-
sprechend Abschnitt 4.2 keinen unmittelbaren Widerspruch mit der Analogiebetrachtung aus
Abschnitt 2.6 darstellt.
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