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1 Einleitung

Der Begriff der Schallmauer galt in den 30er und 40er Jahren des letzten Jahr-
hunderts als uniiberwindbare Geschwindigkeitsbarriere in der Luftfahrt, da
der Luftwiderstand bei Erreichen der Schallgeschwindigkeit extrem stark an-
steigt. Doch dies zu unrecht, da 1947 der erste Uberschallflug eines bemann-
ten Flugzeugs gelang. Wihrend das Erreichen des Uberschalls heute kein Pro-
blem mehr darstellt, hat sich die Geschwindigkeitsbarriere zum Hyperschall
hin verschoben.

Das heutige Standard-Triebwerk in der zivilen und militdrischen Luftfahrt ist
der Turbofan-Antrieb. Dieser besteht aus Axialverdichtern zur Kompression
der Luft und Axialturbinen, welche die Verdichter und den Schub produzie-
renden Turbofan antreiben. Seine Vorteile sind der weite Betriebsbereich von
0 <Ma < 3 und der hohe spezifische Impuls, d.h. eine hohe Schubkraft bezo-
gen auf den Treibstoffgewichtsdurchsatz:

F

I, = — (1.1)
omr

Diese Triebwerke haben aber einen physikalisch begrenzten Einsatzbereich
bis Ma = 3, weil die den Verdichter anstromende Luft auf Unterschall abge-
bremst werden muss. Diese Reduzierung der Mach-Zahl geschieht durch Ver-
dichtungssttfe, welche gleichzeitig die statische Temperatur und den stati-
schen Druck der Stromung auf ein fiir das Triebwerk zu hohes Niveau he-
ben. Um hohere Geschwindigkeiten zu erreichen, ist ein anderes Triebwerks-
Konzept notwendig und zwar der sog. Ramjet. Diese verzichten auf die kom-
plexen Baugruppen Fan, Verdichter und Turbine und erzeugen die notwen-
digen Temperaturen und Driicke am Brennkammer-Eintritt einzig und allein
durch die gasdynamische Kompression der VerdichtungsstéBe. Doch auch
dieses Prinzip hat ein Geschwindigkeits-Limit, was sich mit der starken Ver-
zogerung der Anstromung auf Unterschall erkldren ldsst. Dadurch wird die
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Wasserstofftriebwerke

Ramijets

Scramijets

1000 — CHy-Triebwerke
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Abbildung 1.1: Spezifische Impuls Levels fiir verschiedene Antriebssysteme
(nach [Alg93]).

hohe kinetische Energie abgebaut und weitestgehend in innere Energie und
Entropie umgewandelt, womit Druck, Temperatur und Verluste ansteigen. Bei
Ma = 5 ist der Temperaturanstieg so stark, dass es neben einer hohen ther-
mischen Beanspruchung der Bauteile zur Dissoziation von Sauerstoff (und
bei steigender Temperatur auch von Stickstoff) in der Brennkammer kommt
[Hey93]. Diese endotherme Reaktion wandelt einen Teil der inneren Ener-
gie zuriick in chemisch gebundene Energie. Da die Rekombinationsvorgdange
langsam ablaufen sind dissoziierte Molekiile auch in der Schubdiise vorhan-
den. Somit wird weniger chemisch gebundene Energie in kinetische Energie
umgewandelt, was sich negativ auf die Schuberzeugung auswirkt.

Diese Probleme werden vermieden, wenn die Brennkammer mit Uberschall
durchstromt wird, wie es bei Scramjets (engl.: supersonic combustion ramjet)
der Fall ist. Dadurch sind Scramjets im Machzahlbereich theoretisch nicht be-
schrankt. Abbildung [Tl zeigt die Geschwindigkeitsbereiche der verschiede-
nen Antriebskonzepte sowie deren spezifischen Impuls. Aufgrund des hohe-
ren spezifischen Heizwertes von Wasserstoff besitzen Wasserstofftriebwerke
einen wesentlich hoheren spezifischen Impuls als CyHy-Triebwerke. Wahrend
Ramjets heute vereinzelt im militdrischen Bereich Anwendung finden, sind
die technischen Probleme und physikalischen Fragestellungen bei Scramjets
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Leitwerk

Vorkdrper

Doppelrampe Shdﬂse
Zentralinjektor

Isolator und Brennkammer

Abbildung 1.2: Grundkonzept des Scramjet-Antriebssystems des Graduier-
tenkollegs.

selbst nach drei Jahrzehnten der weltweiten Forschung noch nicht gel6st. Da-
her lag die Geschwindigkeitsbarriere fiir luftatmende Antriebe seit vielen Jahr-
zehnten bei Ma = 5. Erstim Jahr 2004 gelangen der NASA mit dem unbemann-
ten Experimentalflugzeug X-43A zwei Fliige im Hyperschall [DWO06]. Bei die-
sen Fliigen mit Ma = 6,8 und Ma =9, 6, welche nur wenige Sekunden dauer-
ten, konnte ein positiver Nettoschub nachgewiesen und somit das Prinzip des
Hyperschallfluges mittels Scramjet bestétigt werden.

Das Graduiertenkolleg 1095 der Deutschen Forschungsgemeinschaft mit
dem Titel Aero-thermodynamische Auslegung eines Scramjet-Antriebssystems
fiir zukiinftige Raumtransportsysteme befasst sich mit der Auslegung eines
Scramjet-Antriebssystems fiir einen Betriebspunkt mit Ma = 7 bei einer Flug-
hoéhe von 30 km. Das Grundkonzept des Antriebssystems ist in Abbildung
dargestellt. Der Fokus dieser Forschungsgruppe liegt auf der aero- und
thermodynamischen Untersuchung der wichtigsten Komponenten: Einlauf,
Brennkammer und Schubdiise. Ziel dieses Graduiertenkollegs ist die Schaf-
fung der technologischen Grundlagen zur Entwicklung eines neuen Raum-
transportsystems.

Die Technologie des Raumtransports hat sich in den letzten 50 Jahren kaum
verdndert und basiert noch immer auf Raketen. Diese haben sich zwar als sehr
zuverldssig erwiesen, besitzen aber den Nachteil, dass nicht nur der Brenn-
stoff sondern auch der Oxidator mitgefiihrt werden muss. Aufgrund der ho-
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hen Molmasse von Sauerstoff besteht der Anteil der Masse des Oxidators an
der gesamten Startmasse des Systems bei weit tiber 50 % (Saturn V bei 70
% [Alg93]). Dies erhoht nicht nur die Masse des Gesamtsystems, sondern be-
deutet gleichzeitig hohe Transportkosten.

Das neue zweistufige Raumtransportsystemﬁl soll die Transportkosten senken,
indem der schwere Oxidator nicht mehr mitgefiihrt wird. Stattdessen wird der
Sauerstoff der Atmosphére zur Verbrennung genutzt. Somit wird das Gesamt-
system leichter, was sich direkt auf die Transportkosten auswirkt. Aulerdem
liegt der spezifische Impuls bei luftatmenden Antrieben deutlich hoher als bei
Raketen, besonders wenn Wasserstoff als Treibstoff genutzt wird. Dies wird in
Abbildung [Tl verdeutlicht. Die hohen Geschwindigkeiten der zweiten Stufe
sollen hier durch ein Scramjet-Antriebssystem realisiert werden.

Neben der hypersonischen Aulenstromung ist die gro8te Herausforderung
bei der Konstruktion eines Scramjet die stabile Verbrennung im Uberschall.
Die Uberschallstromung in der Brennkammer ist aus oben genannten Griin-
den notwendig, wurde aber bis heute in keiner technischen Anwendung
gebraucht. Ob in Bunsenbrenner, Ottomotor, Gasturbine oder Turbofan-
Triebwerken — iiberall findet die Verbrennung mit einer deflagrativen Flam-
menausbreitung bei kleinen bis sehr kleinen Mach-Zahlen statt. Bei Scramjets
wird also technologisches Neuland betreten, verbunden mit dem Problem,
dass einerseits eine direkte Flugerprobung aufgrund der enormen Kosten aus-
scheidet und andererseits keine Tests am Boden unter realistischen Bedin-
gungen moglich sind. Grund hierfiir ist die hohe Enthalpie einer hypersoni-
schen Stromung, welche in einem stationdren Windkanal nicht erreicht wer-
den kann. StoBwindkanile sind zwar im Stande, Hochenthalpiestromungen
im Machzahlbereich von 6-10 zu erzeugen, haben aber den Nachteil extrem
kurzer Messzeiten in der Grélenordnung von 1-3 ms (siehe [Sur06]). Heute
besteht aber die Méglichkeit, die unterschiedlichen Experimente mit den ent-
sprechenden numerischen Simulationen zu begleiten, welche aufleistungsfa-
higer Hard- und Software basieren.

Die Aufgabe der Brennkammer besteht in der effektiven Verbrennung des

IEine horizontal startende und wiederverwendbare Unterstufe soll das Scramjet-Antriebssystem samt Nutz-
last auf die notwendige Hohe und Geschwindigkeit befordern.
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Brennstoffs. Hierfiir miissen Brennstoff und Luft gut gemischt werden, was
zur Folge hat, dass die Brennkammer lang genug sein muss, um gute Ver-
mischung und vollstdndigen Ausbrand des Brennstoffs zu gewihrleisten. Das
Problem bei Scramjets ist nun, dass die Brennkammer mit extrem hohen Ge-
schwindigkeiten (€ (1000 m/s)) durchstrémt wird. Dennoch muss die Brenn-
kammer moglichst kurz sein, damit Gewicht, Reibungswiderstand und Kiih-
lung minimiert werden konnen (vgl. [Oda04]). Zudem muss die Flamme
stabilisiert werden, da die Geschwindigkeit der Flammenausbreitung (G (10
m/s)) sehr viel kleiner als die Stromungsgeschwindigkeit ist. Zur Stabilisie-
rung einer Flamme in einer Uberschallstromung existieren verschiedene Kon-
zepte, wie die aerodynamische oder die reaktionskinetische Stabilisierung
[Gri198San03]]. Flammenhalter wie z. B. Querstreben sichern zwar eine stabile
Verbrennung in der Brennkammer, verursachen aber starke Verluste. Andere
Konzepte, welche geringere Verluste produzieren, sind dagegen weniger ge-
eignet fiir eine zuverldssige und effektive Verbrennung. Nach vielen Jahren der
Scramjet-Forschung hat sich herausgestellt, dass es keinen Konigsweg gibt,
sondern dass das Brennkammerkonzept einen Kompromiss darstellt, welcher
nur in einem iterativen Prozess gefunden werden kann. Die Simulation ist des-
halb von besonderem Interesse, da ein realistischer Test unter Flugbedingun-
gen am Boden nicht moglich ist.

Dieses Projekt baut auf der Arbeit von Lyubar [Lyu05] auf, der im Sonderfor-
schungsbereich 255 Transatmosphdrische Flugsysteme mitwirkte. Die theore-
tische Arbeit von Lyubar befasste sich mit der effizienten Modellierung der
Uberschallverbrennung fiir Scramjet-Antriebe. Als Verbrennungsmodell wur-
de ein detaillierter H, — O,-Reaktionsmechanismus verwendet. Dieser Ansatz
ist nur dann gerechtfertigt, wenn in jeder Rechenzelle lokal geriihrte Bedin-
gungen vorliegen, was auch bei Uberschallflammen hoéchstens ndherungs-
weise der Fall ist. Die aufwendige Berechnung der detaillierten Chemie wur-
de umgangen, indem der komplette Reaktionsverlauf in einer hochdimensio-
nalen Tabelle gespeichert wurde und in der Simulation nur noch ausgelesen
werden musste.

Ziel dieser Arbeit ist die Weiterentwicklung des von Lyubar implementierten
Modells fiir die Uberschallverbrennung. Auf der Grundlage der effizienten Ta-
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bellierung der Chemie soll ein Ansatz fiir die Turbulenz-Chemie Interaktion
hinzugefiigt und untersucht werden. Diese Untersuchung bezieht sich zum
einen auf die Giiltigkeit dieses Ansatzes fiir die Uberschallverbrennung aus
Sicht der Verbrennungs-Theorie und zum anderen auf die Verbesserung ge-
geniiber dem Ansatz ohne Turbulenz-Chemie Interaktion. Es gilt die Frage zu
beantworten, welches Verbrennungsmodell bei der Auslegung einer Scramjet-
Brennkammer die besten Ergebnisse bei vertretbarem Aufwand produziert.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: In Kapitel 2 werden die Grundlagen er-
lautert, die notwendig zum Verstdndnis fiir die Verbrennungssimultation im
Uberschall sind. Das assumed-PDF Modell wird in Kapitel 3 vorgestellt. Es
wird auf die physikalischen Grundlagen dieses Modells eingegangen und ei-
nige Eigenschaften aufgezeigt. Im folgenden Kapitel 4 wird das neu gestaltete
Tabellierungs-Verfahren erkldrt und auf die Vor- sowie Nachteile eingegangen.
Schlielllich findet in Kapitel 5 das Verbrennungsmodell bei der Simulation ei-
ner Uberschallflamme Anwendung. Es wird auRerdem gezeigt, welches Flam-
menregime im Uberschall vorherrschend ist. Kapitel 6 fasst die wichtigsten
Ergebnisse zusammen.



2 Grundlagen

2.1 Reaktionskinetik

Zur detaillierten Beschreibung der Verbrennung ist eine genaue Kenntnis der
ablaufenden chemischen Vorgdnge notwendig. Neben den Edukten und Pro-
dukten, mit denen das thermodynamische Gleichgewicht bestimmt werden
kann, treten auch Radikale auf, die fiir die Dynamik der Reaktion eine wichtige
Rolle spielen. Gleichung[Z.1] zeigt eine Reaktionsgleichung aus einem H, — O,-
Reaktionsmechanismus:

OH+ H,= H,O+ H. (2.1)

Hier reagiert das Hydroxyl-Radikal (OH) mit einem Wasserstoff-Molekiil zu
Wasser und einem Wasserstoff-Atom (H).

Die Gleichungen der Reaktionskinetik beschreiben die zeitliche Verdnderung
der Spezies in einer homogenen Gasphase, also eines Gasgemisches ohne
Gradienten in rdumlicher Richtung. Die mathematische Formulierung der
molaren Bildungsgeschwindigkeit der Spezies s aus einem Reaktionsmecha-
nismus mit r Reaktionen ist gegeben durch:

1

N, N, Vv, N V]
I S le ir D le ir
ws:;(V;lr_Vlsr) (kfrH(M_) - ker(Mi)

i=1 i i=1

(2.2)

Darin sind k¢, und k;, die Geschwindigkeitskoeffizienten fiir Hin- (engl.: ,for-
ward“) bzw. Riickreaktion (engl.: ,backward®). Der Quotient aus der Dichte
p, dem Massenbruch Y; und der Molmasse M; ergibt die Konzentration der
Spezies s, die mit ihrem stochiometrischen Koeffizienten v' bzw. v" gewichtet
werden. Die Temperaturabhédngigkeit der Geschwindigkeitskoeffizienten wird
mit dem Ansatz von Arrhenius beschrieben:

~E
kpp=A, T" exp(gTT“) : (2.3)

7
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Hier ist A, der Frequenzfaktor der Gleichung r, der die Wahrscheinlichkeit ei-
ner Kollision der Reaktanden ausdriickt, T" beschreibt dessen Temperatur-
abhédngigkeit und Z ist die allgemeine Gaskonstante. Die Aktivierungsener-
gie E, stellt eine Energieschwelle dar, die bei einer Kollision auf molekula-
rer Ebene vorhanden sein muss, damit die chemische Reaktion stattfindet.
Da die Temperatur ein Mal$ fiir die mittlere kinetische Energie der Teilchen
ist, hat sie einen stark nichtlinearen Einfluss auf die Reaktionsrate. Die Bil-
dungsgeschwindigkeit einer Spezies s ergibt sich aus deren molarer Bildungs-
geschwindigkeit sowie der jeweiligen Molmasse zu:

ws= M ws. (2.4)

Da Elementarreaktionen wie Gleichung 2.1l prinzipiell reversibel sind, kann
deren Hin- oder Riickreaktionsrate auch iiber das chemische Gleichgewicht
bestimmt werden. Befindet sich eine Reaktion im Gleichgewicht, gilt w, = 0,
somit laufen Hin- und Riickreaktion gleich schnell ab. Dieser Zustand ist
durch bestimmte Werte der Geschwindigkeitskoeffizienten gekennzeichnet,
deren Quotient

kbr(T)

die Gleichgewichtskonstante darstellt. Bei bekannter Gleichgewichtskonstan-
te und gegebenem Geschwindigkeitskoeffizienten der Hinreaktion kann so-
mit der Koeffizient der Riickreaktion berechnet werden.

Die Gleichgewichtskonstante ldsst sich aus thermodynamischen Daten be-
stimmen, da die Reaktionsgleichung, als geschlossenes System betrachtet,
sich auf maximale Entropie einstellt. Maximale Entropie fiihrt zu minimaler
Gibbs-Energie, woraus sich die Gleichgewichtskonstante wie folgt berechnen
lasst:

KC(T) =

(2.5)

AGO T Zi\is (V,s,r_vlsr)
- ( ))( Po ) 1 , 2.6)
RT

T

mit py dem Druck der Standardatmosphdére (101325 Pa). Das Minimum des
totalen Differentials der Gibbs-Funktion schreibt sich [Hir05]:

K.=exp (—

AGUT) _AS) AH) & 5 h
) 2.7)

= Z(v | B
%T % RT =1
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2.2 Eigenschaften der Uberschallstrémung

mit §? der Standard-Entropie und i der Standard-Bildungsenthalpie in mo-
larer Form.

Die Produktionsrate einer Spezies aus GleichungZ.4lkann als Quellterm in ei-
ner komplexen 3D-Simulation erscheinen, aber ebenso das zeitliche Verhal-
ten in einem Null-dimensionalen Reaktor beschreiben. In beiden Féllen hat
das zu l6sende Gleichungssystem den Charakter einer Differentialgleichung.

Der hier verwendete H, — O, Mechanismus ist der gekiirzte Jachimowski-
Mechanismus [Jac88] mit seinen acht Spezies und 19 Reaktionen. Dieser Me-
chanismus wurde bei der NASA speziell fiir die Uberschallverbrennung ent-
wickelt und ist im Anhang angefiigt.

2.2 Eigenschaften der Uberschallstromung

Die Uberschallstromung ist durch

u
Ma=—>1 (2.8)
a

definiert, was bedeutet, dass die lokale Geschwindigkeit u der Stromung gro-
Ber als die lokale Schallgeschwindigkeit a ist. Eine Konsequenz daraus ist,
dass sich Druckstorungen nicht mehr im gesamten Stromungsfeld auswir-
ken konnen. Kleine Druckstérungen (Schallwellen) kénnen sich nur inner-
halb eines Machschen Kegels ausbreiten (vgl. [Sig08]). Vergleichbar ist das Ein-
flussgebiet bei groen Druckstérungen, welche sich entlang von Charakteris-
tiken ausbreiten. Dabei entstehen sog. Verdichtungsstof3e, tiber denen sich
die Stromungsgeschwindigkeit und der thermodynamische Gaszustand quasi
sprunghaflﬁl dndern. Zu den thermodynamischen Grof8en Druck, Dichte und
Temperatur zdhlt auch die Entropie, welche ansteigt und somit einen Druck-
verlust im Stromungsfeld reprdsentiert.

Diese sprunghaften Anderungen der thermodynamischen Variablen sind in
Abbildung Z1] dargestellt, wo ein keilférmiger Zentralkérper in einer Uber-
schallstromung Verdichtungsstol3e verursacht, welche wiederum an den Ka-
nalwédnden reflektiert werden. Dadurch wird ein Stromungsfeld mit abrupt

lin Realitiit eine stetige Anderung der ZustandsgréRen innerhalb weniger freier Wegldngen [Sig08]

9
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)
—= 4 :

3,87e+4  6,06e+4  8,25e+4  1,04e+5  1,26e+5  1,48e+5 1,70e+5 1,85e+5

I B -

Abbildung 2.1: Druckverlauf in einer Kanalstromung mit Ma=1,8 (Anstro-
mung von links) und reflektierten Verdichtungsstdf3en bei rei-
bungsfreier Simulation.

wechselnden Variablen erzeugt, welches sich deutlich von einem subsoni-
schen Stromungsfeld unterscheidet. Niedrige Geschwindigkeiten korrespon-
dieren mit hohen Temperaturen, Driicken und Dichten und hohe Geschwin-
digkeiten mit niedrigen Werten. Entlang der Stromlinie sieht sich ein reagie-
rendes Gasgemisch stark unterschiedlichen thermodynamischen Zustdnden
ausgesetzt, was im Fall von mehrfach reflektierten St6Ren, wie in Abbildung
2.1, abwechselnd zu hohen und niedrigen Reaktionsraten und in speziellen
Féllen sogar zum periodischen Zusammenbruch der Reaktionsrate fiihren
kann. Diese Besonderheit hat sich Odam [Oda04] zunutze gemacht und die
Produktion von Radikalen bzw. die Ziindung in einer Scramjet-Brennkammer
mit den Zonen hoher Temperatur gesteuert. Dieses Konzept wird mit radical
farming bezeichnet.

Zusitzlich zu den nicht-viskosen Effekten treten im Uberschall auch beson-
dere viskose Effekte auf. Die mit steigender Mach-Zahl zunehmende Kom-
pressibilitdt hat Auswirkungen auf die Turbulenz, welche heute aber noch
nicht komplett verstanden werden (siehe [SD06]). Selbst die wesentlich einfa-
cher zu beschreibende turbulente Scherschichtim Unterschall wirft noch Fra-
gen auf. Einige Beobachtungen, gewonnen aus Experimenten und in zuneh-
menden Mall durch direkte numerische Simulation, beschreiben eine rela-
tive Abnahme turbulenter Geschwindigkeitsfluktuationen bei zunehmender
Mach-Zahl. Der Strahlwinkel turbulenter Jets nimmt mit steigender Mach-
Zahl ab, was eine schlechtere Vermischung bedeutet. Aulerdem kann der

10



2.3 Turbulente Strémungen

Temperaturanstieg aufgrund turbulenter Dissipation nicht mehr vernachlés-
sigt werden. Im Gegensatz zu inkompressibler turbulenter Strémung steigen
Druck-, Temperatur- und Dichte-Fluktuationen mit steigender Mach-Zahl an
ILSFOT] und konnen deshalb die Ziindung eines sich im Uberschall befinden-
den brennbaren Gasgemisches beeinflussen. Eine triviale aber wichtige Er-
kenntnis ist, dass die Aufenthaltszeit des reagierenden Gasgemischs extrem
kurzist. Da keine deflagrative Ausbreitung moglich ist, wird die Flamme durch
Selbstziindung stabilisiert. Die Flammenstruktur wird durch die starke Tur-
bulenz gepréagt und unterscheidet sich deutlich von Flammen in konventio-
nellen Anwendungen, die alle im Unterschall betrieben werden (siehe dazu
Abschnitt[(.T).

2.3 Turbulente Stromungen

2.3.1 Charakteristiken der Turbulenz

Turbulente Strémungen zeichnen sich auf den ersten Blick dadurch aus, dass
das Geschwindigkeitsfeld einen scheinbar chaotischen Charakter hat, da es in
rdumlicher Richtung als auch in zeitlicher Entwicklung fluktuiert. Tatsdchlich
besteht Turbulenz aus einer Uberlagerung von Wirbeln verschiedener GréRRe.
Wichtige Eigenschaften turbulenter Strémungen sind der effektivere Trans-
port von Stromungseigenschaften (z.B. Impuls, Temperatur) und die wesent-
lich stdrkere Mischung von Fluiden als es in laminaren Stromungen mog-
lich ist [Pop00]. Ein wichtiger Parameter zur Beschreibung des Zustands einer
Stromung ist die dimensionslose Reynolds-Zahl
L xU-Z

Re , (2.9)
v

welche das Verhdltnis aus Tragheitskraften zu Reibungskréften bildet. Diese
Zahl wird mit einer charakteristischen Geschwindigkeit %, einer charakteris-
tischen geometrischen Lange £ des Problems und der kinematischen Visko-
stdt v des Fluids definiert. Turbulenz tritt nur bei grollen Reynolds-Zahlen auf.

Das Auftreten eines breiten Spektrums von Wirbeln, die sich raumlich tiberla-
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f(r,t)

Abbildung 2.2: Zwei-Punkt Geschwindigkeits-Korrelation.

gern, kann wie folgt erkldart werden:

Die gro8en Wirbel werden durch Geschwindigkeitsgradienten in der Haupt-
stromung erzeugt und besitzen ungefdhr die Abmessung des charakteristi-
schen Lingenmales Z. In dieser Wirbelklasse wird turbulente Energie pro-
duziert, wobei hier die Fluktuationen noch rdumlich anisotrop sind, aus-
gerichtet an den verursachenden Geschwindigkeitsgradienten. Diese Wirbel
zerfallen in einem kontinuierlichen Prozess in immer kleinere Wirbel, wobei
der Transfer der turbulenten Energie immer von groen zu kleinen Wirbeln
verlduft. Dieser Wirbelzerfall wird von Tragheitskrdften bestimmt, welche die
anfanglich anisotropen Fluktuationen rdumlich hin zu isotroper Turbulenz
umverteilen. Besitzt ein Wirbel der Abmessung [ eine charakteristische Ge-
schwindigkeit u(l) und ein Zeitmal 7(/) = [/u(l), dann fiihrt, nach den Hy-
pothesen von Kolmogorov (1941), eine Absenkung von [ zu einer kleineren
Geschwindigkeit #(/) und einem kleineren Zeitmal$ 7(/) [Pop00]. Mit kleiner
werdenden Wirbeln sinkt somit deren Reynolds-Zahl Re; = [-u(l)/v, bis bei ca.
Re; = 1 die viskosen Krifte iiberwiegen. In dieser Klasse der kleinsten Wirbel,
der sog. Kolmogorov-Wirbel, wird die turbulente Energie mit einer Dissipati-
onsrate € in innere Energie des Fluids umgewandelt.

Die Beschreibung der kontinuierlichen Wirbelverteilung kann mit Hilfe einer

12



2.3 Turbulente Strémungen

Zwei-Punkt Geschwindigkeits-Korrelation durchgefiihrt werden:

R;;(X,7, 1) = uj(X, r) u; (X+7,1). (2.10)

Dabei werden gleichzeitig die Fluktuationen der Geschwindigkeitskompo-
nenten an den Orten X und X + 7 bestimmt und deren Produkt zeitlich ge-
mittelt. Uberschreitet die Reynolds-Zahl einen bestimmten Wert, kann von
isotroper Turbulenz ausgegangen werden. Fiir die homogene isotrope Tur-
bulenz kann folgende entdimensionierte Korrelation mit dem Betrag r = |7|
angeschrieben werden:

f(r,)=R(r, )/ u?(r=0,1). (2.11)

Ein qualitativer Verlauf dieser Funktion ist in Abbildung dargestellt. Auf
der Abszisse ist der Abstand r zwischen den zu korrelierenden beiden Orten
aufgetragen, aullerdem sind qualitativ zwei wichtige Wirbelgré8en des turbu-
lenten Stromungsfeldes eingezeichnet. Das integrale Lingenmal? [, eines sol-
chen turbulenten Feldes ist definiert mit

lo(2) :f f(r,)dr (2.12)
0

und bestimmt die Abmessung der Wirbel mit der h6chsten Energie. Neben [,
ist auch die Grolle n der oben erwdhnten Kolmogorov-Wirbel eingezeichnet,
welche die kleinstmoéglichen Wirbel am Ende des Wirbelspektrums darstellen.
Da die Turbulenz bei den kleinsten Skalen eine universelle Form hat, die nur
von v und ¢ abhingig ist, kann mittels einer Dimensionsanalyse deren Ab-
messung ) und Zeitmald 7, wie folgt abgeschéatzt werden.
VS 1/4
=|— 2.13
n=(%) @13
Tp=(— :
T e
Das Verhdltnis der Lingen- und Zeitskalen von integralen Wirbeln zu
Kolmogorov-Wirbeln geben die Gleichungen und wieder. Hier wird
deutlich, dass mit steigender Reynolds-Zahl die Kolmogorov-Wirbel kleiner
werden.

!
D x R (2.15)

n
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A

grolde energie- Tragheits- viskoser
Wirbel ' tragende Unterbereich ' Unterbereich
109 E(k) . Wirbel ! :
0 2nlly 21 g k
Abbildung 2.3: Qualitatives Energiespektrum in einem turbulenten Ge-
schwindigkeitsfeld.
T
= x Re'” (2.16)
Ty

Jedem Wirbel mit der charakteristischen Abmessung [ kann eine Wellenzahl k
mit k = 27/l zugeordnet werden. Eine rdumliche Fourier-Transformation der
Geschwindigkeits-Korrelation R(r, ) liefert mit

E(k,t) = %f exp(—ikr)R(r,t)dr (2.17)

die spektrale Energie-Verteilungsdichte E(k,t) von u/u/(¢) im Wellenzahl-
raum. Diese Spektralfunktion ist in Abbildung dargestellt. Das Integral
J Edk stellt denjenigen Beitrag zur kinetischen Turbulenzenergie dar, der von
den Wirbeln der Wellenzahl k mit k* < k < (k*+dk) stammt. An diesem Spek-
trum ist zu erkennen, dass vereinzelte groe Wirbel einen kleineren Beitrag
zur Turbulenzenergie liefern, als Wirbel des integralen Langenmalles /. Aus-
gehend von der Annahme einer universellen und isotropen Form der Turbu-
lenz und einer Dimensionsanalyse ergibt sich das Energiedichte-Spektrum im
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2.3 Turbulente Strémungen

Trégheits-Unterbereich zu
E(k)=Ce* k™", (2.18)

mit der universellen Konstante C = 1,44 + 0,06 [Fri00]. Der Energiefluss im
Trégheits-Unterbereich von groflen zu kleinen Wirbeln wird auch als Energie-
kaskade bezeichnet und entspricht in seinem Wert der Dissipationsrate €.

2.3.2 Navier-Stokes Gleichungen

Die Gleichungen fiir die kompressible und reibungsbehaftete Stromung ge-
hen zuriick auf Navier und Stokes, die ein System partieller Differential-
gleichungen an einem infinitesimal kleinen Fluidelement hergeleitet hatten.
Unter der Annahme einer Kontinuumsstromung wurden die Erhaltungsglei-
chungen Z.T9HZZT] bestimm(:

Kontinuitdtsgleichung

op O0(puj)
ot oy, " =
Impulsgleichung 5 o ) 5 5
(pu;) Olpuju; p O
ot * 0x; - 0x; * 0x; 220
Energiegleichung
WD . 0 (ujpE+p) = —(xijus+ a)+ S 2.21)
ot 0x; ! 0x; A

Die Kontinuitdtsgleichung ist eine Erhaltungsgleichung fiir die Masse, be-
schrieben durch die Dichte p und den Geschwindigkeitsvektor # (u; stellt
die Geschwindigkeitskomponente in i-Richtung dar), ¢t und ¥ sind zeitliche
und rdumliche Koordinaten. In der Impulsgleichung wird eine Bilanz iiber al-
le Krifte gebildet, mit dem Druck p und dem Schubspannungstensor 7. Fiir
Fluide, deren Viskositdt unabhingig von der Schergeschwindigkeit ist, was bei
allen Gasen zutrifft, wird der Ansatz von Newton verwendet:

ou; Ouj 2 _ Ouy
+——=0;,i—|. 2.22
Oxj 6)6,' 3 ]6xk ( )

Tij=u(T)

2Es findet die Einsteinsche Summationskonvention Anwendung, d.h. es wird iiber gleiche Indizes summiert.
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Die hier auftretende dynamische Viskositidt p hdngt nicht vom Druck ab, ist
aber proportional zur Wurzel aus der Temperatur (siehe [WMDO01]). Die im
Schubspannungstensor auftretenden Normalspannungen 7;; sind bei Gasen
sehr gering und kdénnen vernachlédssigt werden.
Im Gegensatz zur Kontinuitdts- und Impulsgleichung kann die Energieglei-
chung verschiedene Formen besitzen, je nachdem welche Gré3e bilanziert
und transportiert wird [PV05]]. Neben der inneren Energie kénnen auch die
Anteile der kinetischen oder der chemischen Energie mit inbegriffen sein. Im
verwendeten CFD-Loser FLUENT 6.2 wird die totale Energie
=12
E=p-2 (2.23)
p 2

bestehend aus innerer und kinetischer Energie, verwendet [EIu05]. Fiir ein
Gasgemisch, bestehend aus N Spezies mit den Massenbriichen Y;, schreibt
sich die sensible Enthalpie

N T
h=) Yh, mit he=| cpsdT. (2.24)
s=1 To
Die Komponente q; des Warmestromvektors ¢4 in Gleichung (ZZ1I) steht fiir
den Wéarmestrom in Richtung x; aufgrund von Warmeleitung, welche nach
dem Gesetz von Fourier berechnet wird:

oT
q;=~MI) 7. (2.25)

Xj
Die kinetische Gastheorie zeigt, dass die Warmeleitfdhigkeit A zwar dichteun-
abhingig, aber ebenso wie die Viskositit proportional zu T% ist [Fro88]. Der
Quellterm 7;;u; beschreibt die Umwandlung von kinetischer Energie in in-
nere Energie aufgrund viskoser Reibung. Der Term Sy, ist eine Warmequelle,
verursacht durch chemische Reaktion.

Um das Gleichungssystem schlieen zu kdnnen, wird ein weiterer Zusam-
menhang bendétigt. Dieser findet sich in der thermischen Zustandsgleichung

p=pRT. (2.26)

Die Gleichungen Z.T9HZ. 20 werden als Navier-Stokes Gleichungen bezeichnet.
Damit lassen sich theoretisch alle Stromungsprobleme berechnen. Praktisch
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2.3 Turbulente Strémungen

ist dies aber nicht méglich, da alle Skalen des turbulenten Stromungsfeldes
aufgelost werden miissten und somit auch alle Vorgdnge bis hinunter zum
Kolmogorovschen Langenmal3 .

2.3.3 Reynolds-Mittelung und Turbulenzmodelle

Da die Losung eines Stromungsproblems durch direkte numerische Simulati-
on (DNS) nicht praktikabel ist, wird, statt die Turbulenz direkt zu berechnen,
diese durch einen statistischen Ansatz modelliert. Diese Idee geht zurtick auf
Reynolds (1883), der die fluktuierenden Stromungsvariablen in einen Mittel-
wert und einen Schwankungswert aufteilte:

u; =u; + U;. (2.27)

Neben diesem statistischen Mittelwert ist bei kompressiblen Strémungen der
von Favre (1969) vorgeschlagene massengewichtete Mittelwert

uj=u; + Lt;-’ mit u; = mlﬁ (2.28)

von groller Bedeutung, da er zu einfacheren Gleichungen fiihrt. Die Bertick-
sichtigung der Fluktuation mittels der Aufspaltung in Mittelwert und Schwan-
kungswert wird Momenten-Methode genannt, da der Mittelwert das erste Mo-
ment darstellt und aus dem Schwankungswert das zweite zentrale Moment
berechnet wird [Hei03] (siehe Abschnitt 2.5]).
Werden in den Navier-Stokes Gleichungen alle fluktuierenden Variablen
durch die Reynolds-Mittelung (p und p) bzw. die Favre-Mittelung (#; und E)
ersetzt und diese Gleichungen anschlief3end zeitlich gemittelt, entstehen die
Reynolds Averaged Navier-Stokes Gleichungen, auch RANS genannt. Im Ge-
gensatz zur gemittelten Kontinuitédtsgleichung

op Od(puj

E " 0x b B
die sich in ihrer Form nicht verdndert, entstehen in der gemittelten Impuls-
und Energiegleichung neue Terme hoherer Ordnung:

0, (2.29)

opi) 0pwm) op o0 _ ——
. - pultl] 2.30
ot | ox ox; o, U T PMMY (2:30)
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0pE) 0

o g P
0 i E' — auJ au aﬂl au; g 231
_a—x](pu Q)_ a_x]—pa—]-l'l'l]ax] Tijaxj‘l' ne  (2.31)

In der gemittelten Impulsgleichung 230 erscheint ein zusétzlicher Term

u” u', welcher Reynoldsscher Spannungstensor genannt wird. Die gemittelte
p i’ Y p g g g

EnergiegleichungZ.3Tlenthdlt den turbulenten Energieﬂussﬁﬁ—}’f;, die Druck-

dilatation p’@u;./ 0x; und die turbulente Dissipationsrate T;jdu;./ 0x;. Um das
Gleichungssystem zu schliellen, miissen diese unbekannten Terme modelliert
werden, was im Allgemeinen iiber algebraische Modelle oder Transportglei-
chungen dieser Terme geschieht [Fri00].

Der wichtigste Term fiir die Modellierung der Turbulenz ist der Reynoldssche
Spannungstensor:

//2 // 1 // i
Uy i, Ul

pujui=pujui=p uju! ug’z Lm : (2.32)
ujul ujul ug’z

Ausgehend von den Gleichungen und lasst sich fiir jedes Element
des Spannungstensors eine Transportgleichung herleiten [Fri00]. Diese ent-
hélt nicht nur ungeschlossene Korrelationen 2. Ordnung, sondern auch ei-
ne Korrelation 3. Ordnung. Das bedeutet, dass die gemittelten Navier-Stokes
Gleichungen nicht durch diesen Ansatz geschlossen werden konnen, da je-
de Transportgleichung eines ungeschlossenen Terms i. Ordnung einen Term
(i+1). Ordnung enthélt. Daraus folgt, dass diese Korrelationen modelliert wer-
den miissen.
Das sog. Reynolds-Spannungs-Modell (RSM) berechnet oben genannten
Spannungstensor, indem fiir die einzelnen Elemente die Transportgleichun-
gen berechnet werden. Die ungeschlossenen Korrelationen 2. und 3. Ordnung
werden modelliert. Da der Tensor symmetrisch ist (u’l’ U, = u’z’ u}), miissen nur
sechs Transportgleichungen geltst werden. Zusétzlich wird eine Transport-
gleichung fiir die turbulente Dissipation berechnet, womit das RSM-Modell
aus sieben Gleichungen besteht.
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2.3 Turbulente Strémungen

Das RSM-Modell ist in der Lage, im Rahmen der Genauigkeit der Modellie-
rung, anisotrope Turbulenz wiederzugeben. Es eignet sich u.a. fiir drallbe-
haftete Stromungen oder fiir Stromungen mit stark gekriimmte Stromlinien
[Flu05,Eri00,Pop00].

Einen anderen Weg in der statistischen Turbulenz-Modellierung gehen
die Wirbelviskositidts-Modelle, welche die Auswirkungen des Reynoldsschen
Spannungstensors auf die Stromung betrachten und diesen dahingehend mo-
dellieren. Der Reynoldssche Spannungstensor wird in Analogie zur molekula-
ren Viskositédt iiber die Boussinesq-Approximation bestimmt:

0ii; 011] 2. 0O
0x; Gx, ”6

T

—pu;U; =y

- _5, k. (2.33)

Die Berechnungvon p, kann tiber Nullgleichungs-, Eingleichungs- oder Zwei-
gleichungsmodelle geschehen. Das am weitesten verbreitete statistische Tur-
bulenzmodell ist das Zweigleichungsmodell von Jones und Launder (1972),
das sog. k — € Modell. Die Summe der Diagonalelemente des Reynoldsschen
Spannungstensors wird als turbulente kinetische Energie

1 T
k=- p—_l (234)
2 p

bezeichnet. Wenn in der Transportgleichung des Spannungstensors die Fluk-
tuationen gleicher Geschwindigkeitskomponenten (i=j) eingesetzt werden,

fihrt dies zu einer Transportgleichung fiir die turbulente kinetische Energie:

9 9 —ou;
—(0k)+ —(0kii:) = — PNSNTT

57 PO 5, P = —puiu; 5

6 1"y, 00,1 // ap_ aT_l] au; au;
—— + —u’ - +p——1, . —.
ox; g P PUT U P ) U G G P ax, T T,

(2.35)

Auf der rechten Seite sind die Terme von links nach rechts: Produktion der Tur-
bulenzenergie (Py), turbulente Diffusion, Kompressibilitdtseffekte und turbu-
lente Dissipation. Wegen der herausragenden Bedeutung der turbulenten Dis-
sipation in der Theorie der Turbulenz ist es sinnvoll diese Gré3e so genau wie
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moglich zu berechnen. Eine Transportgleichung fiir die turbulente Dissipati-
on kann hergeleitet werden, enthdlt aber zahlreiche schwer zu modellieren-
de Terme. Daher haben Jones and Launder in ihrem k-&¢ Modell eine halb-
empirische Gleichung vorgeschlagen [Hof04,PV05]:

O 5oy + -2 (peiiy) = = ('(v+vf) a€)+c € b Copl. (236)
ot ¥ Oxjp ]_Oxjp o) 0x; el kT 2P '
Darin sorgt der erste Term der rechten Seite fiir die Diffusion, der mittlere fiir
die Produktion und der rechte Term fiir eine Abnahme von €. Mit Hilfe dieser
beiden Transportgleichungen wird die Wirbelviskositdt wie folgt abgeschitzt:

k2
#t:pcﬁt?' (2.37)

2.3.4 Der chemische Quellterm

Bei Stromungsproblemen, die einen Transport verschiedener Spezies bendo-
tigen, wie zum Beispiel Mischungs- oder Verbrennungsvorgidngen, erweitern
sich die Navier-Stokes Gleichungen um Transportgleichungen fiir die Spezies.
Werden die Speziesgleichungen in Massenbriichen Y; formuliert, sind fiir N
Spezies (N-1) Transportgleichungen der Form

2 0:
e

0 —_
— = BUY) + s (2.38)
J

notig, da fiir Massenbriiche Z?El Y; = 1 gilt. Der erste Term der rechten Seite
beschreibt die molekulare Diffusion mittels eines vereinfachten Diffusions-
koeffizienten &, welcher nur die Diffusion der Spezies s in die Mischung be-
rﬁcksichtigtﬁ. In Stromungen mit hohen Reynolds-Zahlen ist dieser Term klein
und kann vernachlédssigt werden [Pet00]. Der mittlere Term beschreibt den
turbulenten Transport der Spezies s. Fiir diesen Term kann als Ndherung die
Gradienten-Transport-Annahme eingesetzt werden, mit
oY, v, 0Y,

u'Y'=-9 = . 2.39
J3 taxj Sc; 0x; (2.39)

31n diesem Fall wird iiber den Index s nicht summiert.
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2.3 Turbulente Strémungen

Die Schmidt-Zahl Sc = v/ ist das Verhéltnis aus Viskositdt zu Diffusion. Sie
beschreibt den Impuls-Transport durch Diffusion bezogen auf den Spezies-
Transport durch Diffusion [Pol04]. Die turbulente Schmidt-Zahl ist angelehnt
an ihren laminaren Wert und wird darum standardmélig abgeschdtzt mit
Sc;=0,7.

Die bis jetzt verwendeten Momenten-Methoden haben die Korrelationen
stochastisch fluktuierender Strémungsvariablen in isotroper Turbulenz be-
schrieben. Der Quellterm @ in Gleichung 238 besitzt eine funktionale Abhin-
gigkeit von der Temperatur und der Spezies-Zusammensetzung (siehe Glei-
chungenZ.2 - [2.4). Diese Gleichungen besitzen einen exponentiellen Charak-
ter und konnten daher nur iiber eine grolle Zahl htherer Momente model-
liert werden [Pet00], was nicht praktikabel ist. Daher muss fiir diesen Term
ein alternativer SchlieBungsansatz verwendet werden. Einer dieser Ansitze ist
die Verwendung von angenommenen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen,
welcher Inhalt dieser Arbeit ist.

Wegen der Berticksichtigung reaktiver Spezies durch die oben beschriebene
Transportgleichung kann, je nach Formulierung der Energiegleichung, ein zu-
satzlicher Quellterm darin auftauchen [PV05]. Im Fall der hier verwendeten
Formulierung (Gleichung tritt der folgende Quellterm auf der rechten
Seite von Gleichung 23T auf:

— Ns p0 _

Sh=—) —ws. (2.40)

L%

Dieser Quellterm verursacht keinen zusitzlichen Aufwand, da die Reaktions-
raten der Spezies bereits in der Speziesgleichung berechnet wurden.
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2.4 Turbulente Verbrennung

Bei der Verbrennungsmodellierung werden vier wesentliche Fille unterschie-
den: vorgemischte und nicht-vorgemischte Verbrennung mit den jeweiligen
Aufteilungen in laminare und turbulente Flammen. In der Praxis finden die
laminaren Flammen in der Heiztechnik ihre Anwendung, wihrend in vielen
anderen technischen Anwendungen wie Kolbenmotoren, Gasturbinen, Ra-
ketentriebwerken oder Ofen turbulente Zustinde herrschen. Um turbulente
Flammen verstehen und beschreiben zu konnen, ist die Betrachtung der ein-
facheren, laminaren Flamme notwendig, da diese alle grundlegenden Prozes-
se enthdlt.

2.4.1 Vorgemischte Verbrennung

Unabdingbar fiir jede chemische Reaktion ist, dass die Reaktanten auf mo-
lekularer Ebene gemischt sind. Bei der vorgemischten Verbrennung werden
Oxidator und Brennstoff vor der Brennkammer (oder Diise) zusammenge-
fiihrt und vollkommen gemischt. Dies geschieht bei einer Temperatur die
deutlich unterhalb der Temperatur der Selbstziindung liegt. Wird das Gasge-
misch an einer Stelle geziindet, konnen Flammen durch dieses hindurch pro-
pagieren. Die Flammenfront kann sich auf drei wesentliche Arten rdumlich
fortpflanzen: durch laminare oder turbulente Flammenausbreitung (auch als
Deflagration bezeichnet), sowie durch Detonation. Wiahrend sich bei der De-
tonation die Flamme mit einer Druckwelle ausbreitet, und dabei sehr hohe
Geschwindigkeiten erreichen kann (mehr als 1000 m/s), bestimmen bei der
Deflagration Transportprozesse die Ausbreitungsgeschwindigkeit (G (1 m/s)).

Ein wichtiger Parameter der vorgemischten Verbrennung ist die laminare
Flammengeschwindigkeit. Diese ist definiert als die Geschwindigkeit, mit der
sich die ebene Flammenfront relativ zum anstromenden Frischgas bewegt.
Die Ausbreitung der Flamme geschieht aufgrund folgender im Gleichgewicht
stehenden Prozesse: Reaktion, Diffusion und Warmeleitung. Die sich daraus
ergebende Flammenstruktur ist in Abbildung 2.4] dargestellt. Durch die star-
ken Gradienten an der Flammenfront wird die angrenzende Frischluft er-
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Abbildung 2.4: Eindimensionale Flammenstruktur einer stochiometrischen
H,-Vormischflamme.

warmt und es diffundieren Radikale und Produkte in diesen Bereich. Da-
durch startet die Reaktion vor der Flammenfront, so dass sich Warmefrei-
setzung und Wiarmeleitung tiberlagern. Die Geschwindigkeit dieses Vorgangs
bzw. die daraus resultierende Flammengeschwindigkeit ist abhéngig von Art
des Brennstoffs, der Luftzahl, der Temperatur des Frischgases und des Umge-
bungsdruckes:

S'=f(A,T,p), (2.41)

was die Flammengeschwindigkeit damit zu einer Eigenschaft eines Gasgemi-
sches macht. Die drei oben genannten Variablen haben qualitativ folgende
Einfliisse auf eine Wasserstoff-Flamme [Pet94]:

* Die Flammengeschwindigkeit wird maximal in dem Bereich A = 0,8 und
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fallt fiir groBe oder kleine A in Richtung Null ab.

* Die Druckabhéngigkeit der Flammengeschwindigkeit hangt von der ef-
fektiven Reaktionsordnung der Verbrennungsreaktion ab. Bei Wasser-
stoff ist die Reaktionsordnung n=2, was zu einem Abfall der Flammen-
geschwindigkeit mit S; ~ p~%° fiihrt.

e Der Einfluss der Temperatur des Frischgases ist sehr gro8, da mit der
Temperatur die laminare Flammengeschwindigkeit quadratisch ansteigt.

Verschiedene Kohlenwasserstoffe besitzen bei Standardbedingungen lami-
nare Flammengeschwindigkeiten zwischen 40-80 cm/s (vgl. [WMDO01]). Auf-
grund der hohen Diffusivitdt von Wasserstoff 1dsst sich seine, im Vergleich
zu Kohlenwasserstoffen, hohe laminare Flammengeschwindigkeit von ca. 300
cm/s erkldren.

Neben thermodynamischen und chemischen Parametern, welche die Ge-
schwindigkeit einer ebenen laminaren und somit eindimensionalen Flamme
bestimmen, beeinflussen in realen zwei- und dreidimensionalen Flammen
die Form der Flammenfront sowie deren zeitliche Verdanderung die laminare
Flammengeschwindigkeit. So kann die Flammenfront durch Scherschichten
oder turbulente Wirbel verformt und dadurch gestreckt werden. Dieser Vor-
gang wird durch den Streckungsfaktor

1dA

- 2.42
T Adr (2.42)

beschrieben, welcher ein MaR fiir die relative zeitliche Anderung eines Ele-
mentes der Flammenoberflache ist. Abhingig vom Verhdltnis aus Tempe-
raturleitfahigkeit und stofflicher Diffusion des Brennstoffs, welches mit der

Lewis-Zahl
A

Le=
¢ pc,9

(2.43)

ausgedriickt wird, ergibt sich mit einem steigenden Streckungsfaktor, zum
Beispiel fiir eine magere H,-Luft Flamme (Le < 1), eine héhere Flammen-
geschwindigkeit. Dagegen sinkt die laminare Flammengeschwinkigkeit mit
steigendem « fiir Brennstoffe mit Le > 1 [PV05]. In beiden Féllen fiihrt ein
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2.4 Turbulente Verbrennung
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Abbildung 2.5: Beispiel einer gestreckten Flamme (links) und einer ge-
kriimmten Flamme (rechts). Hier dominiert die Stoffdiffusion
(graue Pfeile) die Warmeleitung (weille Pfeile), was zu einer
neuen Flammengeschwindigkeit S; fiihrt.

zu starker Streckungsfaktor schliellich lokal zum Verléschen der Flamme.
Den héufig untersuchten Fall einer gestreckten laminaren Flamme in einer
Gegenstrom-Brennerkonfiguration zeigt die linke Seite der AbbildungZ.5l
Die Flammengeschwindigkeit wird aulerdem durch die Krimmung der
Flammenfront beeinflusst. Durch eine lokale Kriimmung der Flammenfront
dndert sich das Gleichgewicht aus Warmeleitung bzw. Temperaturdiffusion
und Stoffdiffusion, welches in einer ebenen Flamme eine bestimmte Ge-
schwindigkeit S? zur Folge hatte. Liegt eine konvexe Kriimmung in Richtung
Frischgas vor, dann kann im Fall Le < 1 mehr Frischgas in die Reaktionszone
diffundieren als Warme zum kalten Frischgas abgeleitet wird. Dadurch steigt
die Flammengeschwindigkeit (sieche Abbildung rechts), wobei derselbe
Mechanismus bei Le > 1 ein Sinken der Flammengeschwindigkeit verursacht.
Bei einer Kriimmung in Richtung Abgas verhalten sich die Geschwindigkeiten
entgegengesetzt.

Fiir die Flammendicke existieren verschiedene Definitionen, was einsichtig
ist, da die Flamme selbst keine klaren Grenzen hat. Eine auf den Temperatur-
verlauf in der Flammenfront zuriickgehende Definition kann wie folgt ange-
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geben werden [PV05]:

Tb - Tu
max ()
Mit dieser Abschidtzung ergibt sich zum Beispiel aus Abbildung 2.4 fiir ei-
ne laminare H,-Flamme eine Dicke von ca. 0,4 mm. Ahnlich der laminaren
Flammengeschwindigkeit ist auch die Flammendicke keine Konstante, son-
dern abhédngig von thermodynamischen Parametern sowie der Art des Brenn-
stoffs [BocO1]. Fiir den Fall einer Wasserstoff-Flamme ergibt sich aus der ver-
einfachten thermischen Analys£ mit einer Reaktionsordnung n=2 folgende

Beziehungen:

5, = (2.44)

* Die Flammendicke nimmt mit steigender mittlerer Temperatur der
Flammenzone ab.

* Es ergibt sich fiir alle Brennstoffe dass die Flammendicke bei steigendem
Druck geringer wird. Fiir Wasserstoff gilt niherungsweise 6; ~p~!.

* Hohe Diffusionskoeffizienten (Le < 1) bewirken eine Zunahme der Flam-
mendicke [Kr603]. Daher hat Wasserstoff im Vergleich zu Methan eine
dhnliche Flammendicke, obwohl bei der Verbrennung von Methan we-
sentlich mehr Spezies involviert sind.

Die Eigenschaften der Flamme in einer turbulenten Strémung, wie Struktur,
Ausbreitungsgeschwindigkeit und Dicke, unterscheiden sich deutlich von de-
nen der laminaren Flamme. Denn die in einer turbulenten Strémung auftre-
tenden Wirbelstrukturen kénnen, je nach Stdarke der Turbulenz, die laminare
Flammenfront wellen, falten oder sorgar verriihren. Das wichtigste Resultat
dieses Vorgangs ist eine turbulente Flammengeschwindigkeit, die h6her ist als
die Flammengeschwindigkeit in einer entsprechenden laminaren Strémung.
Heute existiert eine Vielzahl von empirischen Korrelationen fiir die turbulente
Flammengeschwindigkeit. Eine hdufig verwendete Formulierung ist
S; u

/ d
2t _14cC. (_rms) (2.45)
S S,

4Mit Hilfe mehrerer Vereinfachungen, u.a. einer Einschrittkinetik und Le = 1, wird eine eindimensionale Bi-
lanz der Flammenfront durchgefiihrt. Dabei wird {iber ein vorgegebenes, stiickweise lineares Temperaturprofil
integriert, um Aussagen iiber die laminare Flammengeschwindigkeit und Flammendicke zu erhalten [BocOTl.
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2.4 Turbulente Verbrennung
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Abbildung 2.6: Flammenregime bei vorgemischter Verbrennung nach Borghi
(WMDO1].

mit den Konstanten C und d, deren Werte jeweils zwischen 0 und 1 liegen.
Die turbulente Flammengeschwindigkeit wichst demnach nichtlinear mit der
Turbulenzintensitdt an. Da der Exponent d kleiner Eins ist, wird die Zunahme
von S; mit steigender Turbulenzintensitit geringer. Dies liegt an den lokalen
Loschvorgidngen, welche mit gréer werdendem u)., . zunehmen. Bei zu star-
ken Geschwindigkeitsschwankungen wird die Flammenfront durch turbulen-

te Mischung zerstort, mit der Folge der globalen Flammenldschung.

Die turbulente Flammengeschwindigkeit ist also keine Eigenschaft des Gas-
gemisches, da sie zusédtzlich zu den thermodynamischen und chemischen Ei-
genschaften des Gases auch noch durch den Charakter der turbulenten Stro-
mung bestimmt wird. Die verschiedenen Regime, in denen sich eine turbulen-
te und vorgemischte Flamme bewegen kann, sind in AbbildungZ.6dargestellt.
Auf der Abszisse ist der dimensionslose Quotient aus integralem Liangenmald
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und laminarer Flammendicke aufgetragen, wobei die Flammendicke (Glei-
chunglZ.44) durch eine Ndherung aus der vereinfachten thermischen Analyse

ersetzt wird:
9

Die Ordinate enthilt einen dimensionslosen Wert, gebildet aus charakteris-
tischen Geschwindigkeiten von Turbulenz und Flamme. Aus diesen Werten
kann eine turbulente Reynolds-Zahl mit

0; (2.46)

u' l()
Re, = 2~ 2.47
€r 5,5, ( )
definiert werden, als auch die Damkohler-Zahl
I, S
Da=22__% ! (2.48)
Tc 0y Urms

Die Damkdhler-Zahl ist fiir die turbulente Verbrennung ein wichtiger Para-
meter, da sie das Verhdltnis von chemischem zu integralem turbulenten Zeit-
mald wiedergibt. Eine dhnliche Aussage trifft die Karlovitz-Zahl, wobei hier
statt des Zeitmal3es der gro8en Wirbel die kleinsten Wirbelstrukturen, also die
Kolmogorov-Wirbel, auf das chemische Zeitmald bezogen werden:

T¢ 51

Ka= = .
Ty Slrn

(2.49)

Das Borghi-Diagramm geht zurtick auf die Theorie von Damkoéhler, welche
besagt, dass grolskalige Turbulenz die Flammenfront faltet, ohne die Flam-
menstruktur (siehe Abbildung 24) zu beeinflussen, wohingegen kleinskali-
ge Turbulenz primér die Transportprozesse innerhalb der Flamme verdndert
[LW80]. Diese Idee wird in Abbildung 2.6l in einem doppelt logarithmischen
Diagramm dargestellt. Das Borghi-Diagramm ist in fiinf Bereiche unterteilt, in
welche sich bei Kenntnis der vier Achsen-Parameter verschiedene Flammen
eindeutig zuordnen lassen. In den Randbereichen, gekennzeichnet durch die
Geraden Da=1, Ka=1, Re; =1 und %’;“ = 1, konnen sich die folgenden Effekte
tiberlagern:

Der Bereich A kennzeichnet laminare Flammen und wird durch die Gerade
mit Re, =1 begrenzt. Hier ist das Produkt der turbulenten Geschwindigkeit
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2.4 Turbulente Verbrennung

und des integralen Langenmalles kleiner als das Produkt der entsprechen-
den GroRen der laminaren Flamme (S; und §;), so dass die laminare Flam-
me durch turbulente Wirbel nicht beeinflusst wird. Solange Ka < 1 ist, sind
die chemischen Zeitskalen kleiner als jede turbulente Zeitskala und die Flam-
mendicke ist kleiner als die Kolmogorov-Skala. In diesem Regime ist die Flam-
menfront durch die Turbulenz gefaltet, besitzt aber lokal noch ihre lamina-
re Struktur. Abhdngig vom Geschwindigkeitsverhdltnis kann dieses Regime
noch in zwei Bereiche unterteilt werden: Wenn u/,,, . < S; ist hat die Turbulenz
keine weiteren Auswirkungen auf die gefaltete Flammenfront (Bereich B). Ist
u.,.. > S; kann die Flammenfront so weit gefaltet werden, dass es zu Inter-
aktionen verschiedener Flammenfronten kommt [PV05]. Das fiihrt zu Insel-
bildungen verbrannten Gases oder Einschluss unverbrannten Gases (Bereich
C). Im Bereich D ist die Flammendicke groRer als die kleinsten Wirbel. Dies
hat zur Folge, dass die Kolmogorov-Wirbel innerhalb der Flammenfront fiir
turbulente Mischung sorgen und die laminare Struktur verloren geht. Es ent-
stehen verdickte und aufgerissene Flammenfronten. Das Regime mit Da <1
wird als idealer Riihrreaktor bezeichnet, da alle turbulenten Zeitskalen klei-
ner sind als die chemische Zeitskala und somit starke turbulente Durchmi-
schung vorliegt (Bereich E). Die Flammenfrontist in diesem Regime stark ver-
breitert. Die durch den turbulenten Transport verursachte Warmeabfuhr aus
der Flammenfront kann in diesem Bereich auch zur Léschung der gesamten

Flamme ﬁihrenﬁ.

2.4.2 Nicht-vorgemischte Verbrennung

Neben der vorgemischten Verbrennung existiert als Gegensatz die nicht-
vorgemischte Verbrennung. Hier werden Brennstoff und Oxidator erst am
Ort der Verbrennung zusammengefiihrt, die Mechanismen Mischung und
Verbrennung finden also gleichzeitig statt. Eine laminare nicht-vorgemischte
Flamme besitzt folgende Eigenschaften [Pet00,[PV05,WMDO1]:

¢ An der Grenze zwischen Brennstoff und Oxidator diffundieren beide

SPrinzipiell kann es in jedem Flammenregime auch durch einen Kontakt der Flamme mit einer kalten Wand
zur lokalen Loschung kommen.
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Edukte ineinander. Die Reaktionszone bildet sich in einem Bereich, wo
die Edukte in ausreichendem Malle vorhanden sind, also ungefdhr bei
stochiometrischem Verhéltnis. Die Reaktion wird aufrecht erhalten in-
dem Brennstoff und Oxidator in die Reaktionszone diffundieren. Die Pro-
dukte der Verbrennungsreaktion sowie die dabei freigesetzte Warme dif-
fundieren wiederum aus der Reaktionszone hinaus in Richtung Brenn-
stoff und Oxidator.

* Die Dicke einer nicht-vorgemischten Flamme ist stark vom lokalen Stre-
ckungsfaktor abhédngig. Eine Streckung der Flamme tritt auf, weil das Zu-
sammenbringen von Oxidator und Brennstoff lokal eine Strémungsform
erzeugt, die einer Gegenstrom-Konfiguration entspricht.

* Nicht-vorgemischte Flammen besitzen keine charakteristische Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit. Eine Fortpflanzung normal zur Flammenfront ist
nicht méglich, da die Reaktionszone von Gebieten flankiert wird, welche
entweder zu mager oder zu fett zum Verbrennen sind.

Obwohl durch den zusidtzlichen Mechanismus der Mischung die Vorgédnge
komplexer sind als bei der vorgemischten Verbrennung, kann durch die An-
nahme von unendlich schneller Chemie die Berechnung nicht-vorgemischter
Flammen deutlich vereinfacht werden. Dieser Ansatz wird seit einigen Jahr-
zehnten bei Flammen benutzt, bei welchen die Mischung der limitierende
Faktor ist.

Ein wichtiger Parameter der nicht-vorgemischten Verbrennung ist der Mi-
schungsbruch Z, der eine Information tiber den Ort der Flammenfront lie-
fert. Dieses inerte Skalar kann iiber die Element-Massenbriiche definiert
werden, oder den Massenbruch einer nichtreagierenden Spezies darstellen.
Der Mischungsbruch hat demnach einen maximalen (bzw. minimalen) Wert
am Rand der Brennstoff-Einstromung und einen minimalen (bzw. maxima-
len) Wert am Rand der Oxidator-Einstromung. Durch den linearen Zusam-
menhang mit den Speziesmassenbriichen ist der Ort der stochiometrischen
Spezies-Zusammensetzung eindeutig mit einem Mischungsbruch Z;; ver-
bunden. Werden alle Diffusivitdten als gleich angenommen, kann der Mi-
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2.4 Turbulente Verbrennung

schungsbruch durch die Erhaltungsgleichung
0Z
pE+pu-VZ:V-(p@VZ) (2.50)

beschrieben werden. Hier reicht es aus, am Rand der Brennstoff-Einstromung
den Wert Z = 1 und am Rand der Oxidator-Einstromung den Wert Z = 0 zu
definieren, um im gesamten Rechengebiet den Grad der Mischung zu bestim-
men. Im Zusammenhang mit dem Mischungsbruch Z ist dessen Dissipati-
onsrate von groller Bedeutung. Diese ist definiert als

X=29|VZ. 2.51)

Die skalare Dissipationsrate hat die Dimension [1/s] und représentiert ein in-
verses Diffusions-Zeitmal [Pet00].
Auch fiir die nicht-vorgemischte Verbrennung wurden verschiedene Regime-
Diagramme vorgeschlagen, wie zum Beispiel von Poinsot, Borghi, Klimov als
auch Williams und Peters, konnten sich aber wegen des zusidtzlichen phy-
sikalischen Effektes der Mischung nicht so durchsetzen wie das klassische
Borghi-Diagramm der vorgemischten Verbrennung. Ein Vorschlag zur Klassi-
fizierung ist das Diagramm von Peters in Abbildung 27l Auf der Abszisse ist
der Quotient aus kritischer Dissipationsrate, welche zur Flammenldschung
(engl.: quenching) fithrt, und Favre-gemittelter stochiometrischer Dissipati-
onsrate aufgetragen. Die Ordinate enthélt das Verhéltnis aus den Fluktuatio-
nen des Mischungsbruchs Z|, zur Diffusionsdicke (AZ)r. Hier ist die Abkiir-
zung

Z =) (2.52)

der rms-Wert des mittleren Mischungsbruchs bei stéchiometrischer Mi-
schung. Die Diffusionsdicke (AZ)r erstreckt sich im Z-Raum iiber die Reakti-
onszone sowie die beiden angrenzenden Diffusionszonen und entspricht da-
her der laminaren Flammendicke §; der vorgemischten Verbrennung [Pet00].
Fiir diese Diffusionsdicke wird eine Abschédtzung

verwendet, welche die Diffusionsdicke [/ im physikalischen Raum mit dem
Gradienten |V.Z|; im Mischungsbruch-Feld verkniipft.
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Abbildung 2.7: Flammenregime bei nicht-vorgemischter Verbrennung nach
Peters [Pet00].

Im Diagramm ist der Umriss einer Diffusionsﬂammeﬁ dargestellt. Dieser zeigt
zum einen, welche Flammenregime an welchem Ort in der Flamme vorkom-
men. Zum anderen wird deutlich, dass eine einzelne Flamme nicht durch
einen Punkt reprisentiert wird, sondern durch ein relativ gro8es Gebiet, wel-
ches sich iiber mehrere Flammenregime erstreckt. In Bereich A sind die Fluk-
tuationen des Mischungsbruchs sehr schwach. Diese Fluktuationen Z, sind
kleiner als die Reaktionszone im Z-Raum, was zu zusammenhédngenden Re-
aktionszonen in einem nahezu homogenen Z-Feld fiihrt. Die Grenzlinie zwi-
schen den Bereichen Aund Bbeschreibt den Ort, wo Z|, gerade so grol$ ist wie
die Reaktionszone. Oberhalb dieser Linie sind die Reaktionszonen wegen zu
hoher Schwankungen im Mischungsbruch schon voneinander getrennt, die
wesentlich dickere Flammenfront ist aber noch verbunden. Anders ist das in
Bereich C, wo der rms-Wert des Mischungsbruchs groQer ist als die Diffusi-
onsdicke (AZ)r, und somit voneinander getrennte Flamelets vorliegen. Der

5Wegen der notwendigen Diffusion von Brennstoff und Oxidator wird eine nicht-vorgemischte Flamme oft
Diffusionsflamme genannt, obwohl diffusive Prozesse ebenso in vorgemischten Flammen eine zentrale Rolle
spielen.
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2.4 Turbulente Verbrennung

Bereich Dwird durch die Turbulenz dominiert, die hier so stark ist, dass es zur
Flammenldschung kommt.

2.4.3 Verbrennungsmodelle fiir nicht-vorgemischte Flammen

Ebenso wie bei der vorgemischten Verbrennung existiert auch bei der nicht-
vorgemischten Verbrennung eine Vielzahl von Verbrennungsmodellen. Die
einfachsten dieser Modelle setzen unendlich schnelle Chemie in einer irrever-
siblen Ein-Schritt Reaktion vorraus. Dies fiihrt zu einer Lsung mit einer un-
endlich diinnen Flammenhaut mit der adiabaten Flammentemperatur T, an
der Stelle mit stochiometrischem Mischungsbruch Z;. Aullerhalb der Flam-
menhaut sind die Temperatur und die Massenbriiche von Brennstoff und
Oxidator lineare Funktionen des Mischungsbruchs. Dieser Zusammenhang
wurde erstmals von Burke und Schumann 1928 dargestellt (siehe Abbildung
2.8). Dieses sehr einfache Modell kann um den Zusatz der Mischungsbruch-
Fluktuationen erweitert werden. Hier wird eine Transportgleichung fiir Zmn
gelost, mit deren Hilfe eine PDF fiir den lokalen Mischungsbruch abgeschitzt
wird [PV05]. Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die Flammenstruktur
nicht mit einer irreversiblen Reaktion, sondern mit reversiblen Reaktionen zu
bestimmen. Dies ergibt die adiabate Flammentemperatur fiir jedes beliebige
Z.

Die eben beschriebenen Verfahren modellieren die Flammenfront und lei-
ten daraus die Temperatur und die Massenbriiche der Spezies ab. Ein weit-
verbreitetes Modell, welches ebenso diesem Gedanken folgt, ist der Flamelet-
Ansatz von Peters (1980). Im Gegensatz zu den oben beschriebenen Modellen
wird endlich schnelle Chemie vorrausgesetzt, das heilst, dass Ziindung und
Verloschung simuliert werden kénnen. In der Ndhe der stéchiometrischen
Isofliche kann die reaktiv-diffusive Flammenstruktur mit der instationdren
Flamelet-Gleichung
0bi _ p x 0%¢;
Por " Le; 2 022
beschrieben werden, mit ¢; als Vektor der reagierenden Skalare Y; und
T. Die Temperatur T = T(Z, ys;) als auch die Speziesmassenbriiche Y; =

+ w; (2.54)
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YBr

TBr

0 Zy Z 1

Abbildung 2.8: Flammenstruktur nach Burke und Schumann als Funktion des
Mischungsbruchs.

Ys(Z, xs:) sind tabellierte Funktionen vom Mischungsbruch und der stochio-
metrischen Dissipationsrate. Die gemittelten Variablen ¢; werden iiber eine
PDF 22 (Z, xs:) bestimmt. GleichungZ.54list sowohl fiir brennnende Flamelets
als auch fiir nicht-reagierende Schichten giiltig und kann Ubergidnge zwischen
beiden Zustdnden durch den instationdren Term beschreiben. Das Flamelet-
Prinzip wurde von Peters (1993) auch fiir vorgemischte Verbrennung formu-
liert und ist heute in vielen Varianten anzutreffen.

Statt der Flammenfront kann auch die Reaktionsrate @, modelliert werden.
Ein einfacher Ansatz ist das Eddy Dissipation Concept (EDC) von Magnussen
(1976), welches eine Erweiterung des Eddy Break Up model (EBU) von Spal-
ding (1971) auf nicht-vorgemischte Verbrennung darstellt [PV05] und damit
ebenso von unendlich schneller Chemie ausgeht:

1 o 17Ox 17P

wg,=C —min|Yg, —, b .
Br EDCPTt Br S (1+59)

(2.55)

Die Produktionsrate des Brennstoffs wird durch eine turbulente Mischungs-
zeit bestimmt, die wie im EBU-Model durch 7; = k/e approximiert wird. Ein
limitierender Faktor fiir die chemische Umsetzung ist ein unzureichend vor-
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2.4 Turbulente Verbrennung

kommendes Edukt. Der Fall der fehlenden Ziindenergie wird durch einen
zu geringen Produkt-Massenbruch beschrieben. Cgpec und b sind empi-
rische Konstanten und der Paramater s ist das Verhiltnis des Oxidator-
Massenbruchs zum Brennstoff-Massenbruch bei Stochiometrie.

Die Modellierung endlich schneller Chemie mit Hilfe der mittleren Reaktions-
rate kann nicht mit Momenten-Methoden durchgefiihrt werden, da w;(T, Yy)
stark nichtlinear ist [Pet00]. Ein Ansatz ist, eine Verbund-PDF £(T, Y,) zu er-
zeugen, welche intrinsisch alle h6heren Momente enthilt. Diese PDF kann
zum einen abgeschédtzt werden, d.h. deren Form wird durch die Mittelwerte
und Varianzen der Variablen bestimmt. Diese als assumed-PDFﬁ bezeichne-
ten Verfahren sind mit relativ geringem rechnerischen Aufwand realisierbar.
Eine Schwierigkeit bei diesen Modellen besteht in der Vorhersage der physi-
kalisch sinnvollen Form der PDE Ein solches assumed-PDF Model findet in
dieser Arbeit Anwendung und wird in Kapitel @ genauer erldutert.

Im Gegensatz dazu beschreiben Verfahren, welche eine Transportgleichung
fiir die PDF l6sen, deren Form sehr genau. Diese Gleichung fiir die Verbund-
PDF des Geschwindigkeitsvektors und der reagierenden Skalare schreibt sich
[Pet00]:

a(p@) Ns+1 6

o +V-(pii2P)+ (pg—-Vp)-V, P+ ; a—(/)i(wi@)
_ R Ns+1 0 R
=V, (-V-T+Vpi4,Hy?) - ) £(<V-(p9vw|a,¢>)@).
i=1 i

(2.56)

Die Ausdriicke in eckigen Klammern (-) sind bedingte Mittelwerte fiir einen
bestimmten Zustand (i, ). Wihrend die Terme auf der linken Seite alle in ge-
schlossener Form auftreten, miissen die beiden Terme auf der rechten Seite
modelliert werden. Der erste ungeschlossene Term beschreibt den Transport
der PDF &2 im Geschwindigkeitsraum, hervorgerufen durch viskose Schub-
spannungen und Gradienten in den Druckfluktuationen. Der zweite Term re-
prasentiert den Transport von &2 im Skalarenraum und steht fiir molekulare
Mischung. Die physikalische Richtigkeit dieses Verbrennungsmodells hingt

"oft auch presumed-PDF
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stark von der Modellierung dieser ungeschlossenen Terme ab. Aus numeri-
scher Sicht stellt dieses Modell eine Besonderheit dar, denn durch die ho-
he Dimensionalitit von Gleichung kann es nicht mit Finite-Volumen
oder Finite-Differenzen Verfahren gelost werden [Pet00]. Stattdessen kom-
men sog. Monte-Carlo Methoden zum Einsatz, die durch eine grof3e Anzahl N
von Lagrange-Partikeln die PDF und deren Transport simulieren. Der Nach-
teil des Monte-Carlo Verfahrens ist, dass der statistische Fehler proportional
zu 1/v/N, ist, wobei N, die Zahl der Partikel pro Zelle ist. Somit ist aber die-
ses relativ genaue Verfahren durch die sehr hohe Anzahl der notwendigen
Lagrange-Partikel auch sehr kostspielig.

2.5 Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

2.5.1 Eindimensionale Verteilung

In turbulenten Stromungen transportierte Skalare verhalten sich, dhnlich dem
Geschwindigkeitsvektor, wie stochastisch fluktuierende Variablen. Das Auf-
treten verschiedener Werte dieser Variablen kann durch deren Wahrschein-
lichkeit charakterisiert werden. Bezeichnet Y eine stochastische Variable und
Z deren Zustandsraumvariable, dann ist & (Z) die Wahrscheinlichkeit P, einen
Wert zu finden, fiir den Y<Z gilt. 5% (Z) ist die Verteilungsfunktion oder auch
CDF (engl.: cumulative probability function) von Y mit den folgenden drei Ei-
genschaften:

F(—00) =0, F(o)=1 und F(Zp)=F(Z,) mit Z,> Z,. (2.57)

Die Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten Wert Y in einem Intervall Z, < Y <
Zp zu finden, ist gegeben durch:

PZ,=sY=<Z)=F(Y<Z))-F(Y<Z,). (2.58)

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion &2 ist die Ableitung der entsprechen-

den Verteilungsfunktion:
dZ (Z)

D) = 7

(2.59)
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¢ 1R PO
Abbildung 2.9: Zeitlich fluktuierende Variable Y mit entsprechender Vertei-
lungsfunktion & und Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion 2.

Da & (Y < Z) eine stetig steigende Funktion ist, gilt fiir 2(Z) = 0. Der Zusam-
menhang zwischen & (Z) und £ (Z) ist in Abbildung 2.9 verdeutlicht. In Glei-
chungZ.59ist erkennbar, woher die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ihren
Namen hat: Sie muss erst mit einem infinitessimalen Intervall dZ multipliziert
werden, um die Wahrscheinlichkeit wiederzugeben die fiir Z < Y < (Z+dZ2)
gilt. Daraus folgt eine fiir jede PDF giiltige Eigenschaft:

f P)dZ=1. (2.60)

Dies bedeutet einerseits, dass die Variable Y sicher zwischen den Grenzen —oo
und +oo gefunden wird, andererseits ist es auch die Normierungs-Bedingung
fiir die Funktion £2.

Ist die PDF einer Variable bekannt, konnen aus dieser alle Momente der Va-
riablen berechnet werden. Die Momente sind definiert durchﬁ

+00
yn :f Y"22(Y)dY. (2.61)
Das erste Moment (n=1), welches identisch mit dem Mittelwert ist, wird be-
rechnet mit

+00
?:f Y2 (Y)dY. (2.62)

(oo]

8Die Unterscheidung zwischen Zufallsvariable und deren Zustandsraumvariable wird zu Gunsten der einfa-
cheren Lesbarkeit ab jetzt entfallen.

37



Grundlagen

Statistische Schwankungen, die auf den Mittelwert bezogen werden, sind die
sog. zentralen Momente, die wie folgt bestimmt werden:

—_— +00 _
(Y—Y)”:f (Y -Y)'22(Y)dY. (2.63)
Das erste zentrale Moment ist per Definition gleich Null. Das zweite zentrale
Moment ist die Varianz o und wird berechnet mit

(Y-Y)=0= f (Y -Y)’22(Y)dY. (2.64)
Das dritte zentrale Moment ist die Schiefe. Diese beschreibt die Unsymmetrie
der Verteilung. Weitere hohere Momente von Belang sind fiir n=4 die Flach-
heit (engl.: flatness) und n=6 die Superschiefe (engl.: superskewness) [Ger05].
Neben diesen zentralen Momenten wird hdufig die Standardabweichung s mit

s=+vo (2.65)

verwendet. Ahnlich wie die Varianz, enthilt sie eine Aussage iiber die Stirke
der mittleren Fluktuationen. Da sie aber dieselbe Einheit wie die fluktuierende
Grolle besitzt, ist die Standardabweichung leichter interpretierbar. Die Stan-
dardabweichung der Variablen Y ist identisch mit dem rms-Wert (engl.: root
mean square) von Y.

Im Allgemeinen enthilt eine PDF keine Informationen iiber die rdumliche
und zeitliche Verteilung der fluktuierenden Variablen, weil sie als Ensemble-
Mittelwert aus N Wiederholungen eines stochastischen Vorgangs ermittelt
wird. Die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung kann somit als Ein-Punkt-
Eine-Zeit-PDF (engl.: one point one time pdf) beschrieben werden. Im Falle
eines Experiments zur Messung einer Stromungsvariablen hielRe das, dasselbe
Experiment N mal durchzufiihren, um am selben Ort und jeweils zur selben
Zeit die Einzelereignisse zu messen. Dieses sehr aufwédndige Verfahren ist in
der Praxis nicht gebrdauchlich. Stattdessen wird im selben Experiment N mal
nacheinander gemessen, was auch aus Abbildung hervorgeht. Somit er-
gibt sich eine Ein-Punkt PDE welche fiir einen Ort X zeitliche Schwankungen
enthalt.
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2.5.2 Multivariate Verteilung

Im obigen Abschnitt wurden einige grundlegende Eigenschaften am Beispiel
der PDF einer Variablen erldutert. PDFs sind aber nicht nur auf eine Dimensi-
on beschriankt, sondern konnen auch von mehreren stochastischen Variablen
abhéngig sein. Eine solche multivariate PDF wird auch ]PDPﬁ (engl.: joint pro-
bability density function) genannt. Neben den oben aufgefiihrten grundlegen-
den Eigenschaften bringen JPDFs zusédtzliche Zusammenhinge mit sich.

Fiir eine zwei-dimensionale JPDF 22(Y) sind die Funktionswerte, genau wie
im eindimensionalen Fall, wie folgt begrenzt:

PY)=2(Y,Y) =0. (2.66)

Das Integral tiber Z2(Y) ist ebenfalls Eins:

ff??(Yl, Y,)dY1dY, =1. (2.67)

Aullerdem gilt die folgende Gesetzmalligkeit:

ff@(Ysz)le =P (Yo). (2.68)

GleichungZ.68beschreibt eine sog. Randverteilung (engl.: marginal pdf). Die-
se beschreibt die Verteilung fiir die Variable Y, unabhéngig von der Variablen
Y;. Es kann also aus einer JPDF die Randverteilung jeder einzelnen Variablen
bestimmt werden, oder allgemeiner: aus einer n-dimensionalen JPDF eine m-
dimensionale JPDF mit m < n. Wahrend eine Randverteilung das gesamte
Auftreten einer Variablen wiedergibt, wird mit einer bedingten Wahrschein-
lichkeitsverteilung (engl.: conditional pdf) 2?(Y,|Y,) das Auftreten des Ereig-
nisses Y; mit der Nebenbedingung Y, = a beschrieben.

PV, Vo) =P M| Yo = )P (Y2) (2.69)

Gleichung wird Bayes Theorem genannt. Sie gibt die Gesetzmaligkeit
wieder, dass eine JPDF als Produkt einer Randverteilung und einer entspre-
chenden bedingten PDF geschrieben werden kann.

9oder im Deutschen Verbundwahrscheinlichkeitsdichte
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Eine wichtige Eigenschaft einer JPDF ist die statistische Abhdngigkeit ihrer Va-
riablen. Sind diese schwach oder stark korreliert, also voneinander abhéngig,
gilt GleichungZ.69 Der einfachere Fall ist die statistische Unabhéngigkeit bei-
der Variablen. Hier ergibt sich die JPDF aus den Produkten der Randverteilun-
gen:

PV, Yy) =2 (VNP (Ya). (2.70)

2.5.3 Dirac-Funktion

Die Heaviside-Funktion ist eine unstetige Funktion mit den folgenden Eigen-
schaften [Ger05]:
0 : x=<0

H(x):{1 C x>0 (2.71)

Sie ist in AbbildungZ.T0lauf der linken Seite dargestellt.

Die Dirac-Funktion § (x) ist definiert als die Ableitung der Heaviside-Funktion:

dH(x)
dx

O0(x) = (2.72)

Durch die beiden folgenden Eigenschaften zeichnet sich die Dirac-Funktion
als PDF aus:

5(x)={ 0 : x#0 2.73)
oo : x=0
und

f O(x)dx=1. (2.74)

Aus Gleichung 2.74] folgt die fiir die praktische Anwendung wichtige Eigen-
schaft:

f O(x—a)f(x)dx= f(a). (2.75)

Die Dirac-Funktion wird als ein Pfeil dargestellt (rechts in Abbildung 2.10),
welcher die Singularitédt an dieser Koordinate symbolisiert.
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-1 0 '1x -"] 6 '1X

Abbildung 2.10: Wihrend die Heaviside-Funktion eine Stufenform besitzt
(links), kann der Verlauf der Dirac-Funktion nicht dargestellt,
sondern nur angedeutet werden (rechts).

2.5.4 Gaul’-Verteilung

Die Gaul$-Verteilung (Gleichung 2.76), oder auch Normalverteilung, ist die
am héufigsten anzutreffende Wahrscheinlichkeitsverteilung in den Ingenieur-
und Naturwissenschaften. Ihre Form wird durch die zwei Parameter Mittel-
wert und Varianz ¢ bzw. Standardabweichung s = /o bestimmt. Das zentra-
le Moment 4. Ordnung ist 3 und das zentrale Moment 6. Ordnung ist 15. Da
die Verteilung symmetrisch ist, sind alle ungeraden zentralen Momente gleich
Null.

Y
P (x) = (x—X)

(2.76)

exp Py

1
V2no
Der Definitionsbereich der Verteilung erstreckt sich von —oo < x < +o0, was
bei den meisten Anwendungen nicht mit dem Definitionsbereich der fluktu-
ierenden Variablen {ibereinstimmt. Da die Normalverteilung an den Rindern
sehr schnell gegen Null abfillt, wird sie meistens nur innerhalb eines Viel-
fachen der Standardabweichungen ausgewertet (zum Beispiel liegen 99,73%
aller Zustdnde innerhalb von drei Standardabweichungen vom Mittelwert).
Alternativ kann die Gaul$-Verteilung auch abgeschnitten werden, wenn ein
nicht zu vernachldssigender Anteil der Verteilung aullerhalb des Definitions-
bereiches der Variablen liegt. Eine solche abgeschnittene Verteilung wird in

Abschnitt naher erldutert.

In Abbildung 2.11] sind mehrere Verteilungen mit unterschiedlichen Varian-
zen dargestellt. Die Gaul$-Verteilung hat nicht die Formenvielfalt einer -
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Abbildung 2.11: GauB-Verteilungen mit dem Mittelwert Null und verschiede-
nen Standardabweichungen.

Verteilung (siehe Abschnitt[2.5.5), denn sie ist selbstdhnlich.

2.5.5 Beta-Verteilung

Die f-Verteilung fiir eine Variable unterscheidet sich bei hoher Varianz in ih-
rer Form ganz wesentlich von der Gaul3-Verteilung. Wahrend die (nicht ab-
geschnittene) Gaull-Verteilung symmetrisch ist und sich von —oo bis +oco er-
streckt, ist die B-Verteilung nur fiir 0 < x < 1 definiert. Weiterhin kann die §-
Verteilung einen unsymmetrischen Charakter besitzen und fiir grof3e Varian-
zen in eine bimodale Form iibergehen. Wie in Abbildung gut zu erken-
nen ist, lassen sich mit dieser Funktion eine Vielzahl unterschiedlicher Vertei-
lungsformen beschreiben. Die -Funktion lautet:

F(,Bl + ,52) B1-1 Bo—1
= —F"x"1"' (1 - 2= 2.77
rarpy” Y 77)
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Abbildung 2.12: Beta-Verteilungen mit verschiedenen Formparametern und

anderen hoheren Momenten.

mit der Gamma-Funktion:
I'(P) = f xP e *dx. (2.78)
0

Die Gamma-Funktion erweitert die Fakultdtsfunktion auf den Bereich positi-
ver reeller Zahlen, so dass die Beziehung

I'x+1)=xI'(x) (2.79)

gilt. Der Mittelwert der -Verteilung ldsst sich aus den Formparametern ge-
mald
P

= (2.80)
P1+ B2
berechnen. Die Varianz ergibt sich aus
P15 2.81)

T Bt P Bt ot 1)
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Die Parameter ; und f, bestimmen den Grad der Unsymmetrie sowie die
Varianz. Fiir sehr kleine Werte der Varianz geht diese Verteilung in eine Gaul3-
Verteilung tiber [Gir91].
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3 Das assumed-PDF Verbrennungsmodell

Die im Ingenieurbereich hdufig verwendeten RANS-Gleichungen basieren auf
der in Abschnitt[Z3.3 erlauterten Reynoldsschen Aufspaltung und bilden das
Stromungsfeld zeitgemittelt ab. Die dabei erhaltene Losung ist fiir viele An-
wendungen ausreichend, z.B. bei der Druckverteilung umstrémter Korper
oder bei anderen stationdren Problemen. Abbildung B.1] zeigt qualitativ am
Beispiel einer Scherstromung den Unterschied zwischen zeitlich gemittelter
und momentaner Verteilung einer skalaren Grée. Diese kann die Dichte, ein
Speziesmassenbruch oder die Temperatur sein. Der mit dem Kreuz markier-
te Ort im zeitgemittelten Stromungsfeld besitzt eine mittlere Temperatur 7,
wohingegen am selben Ort in der ,realen” Stromung die Temperatur zeitlich
stark variiert. Weil die Verbrennungsvorgdange durch Gleichungen und
beschrieben werden, welche einen nichtlinearen Charakter haben, liefert
die Verwendung der Mittelwerte von Temperatur und Speziesmassenbriichen
ein falsches Ergebnis. Das assumed-PDF Verfahren versucht nun, die lokalen
Fluktuationen der Temperatur und der Massenbriiche aus deren Mittelwer-

_|_

Abbildung 3.1: Skalare GréRe in einer turbulenten Scherschicht zeitgemittelt
(oben) und als Momentanfeld (unten).
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ten und rdumlichen Gradienten, sowie aus den Turbulenzvariablen k und &
zu rekonstruieren, um damit den gemittelten Spezies-Quellterm berechnen
zu konnen.

In diesem Kapitel wird die Schliefung des Quellterms aus Gleichung2.38 be-
schrieben und die beiden verwendeten Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen
werden im Detail erklédrt. Die dafiir notwendigen mathematischen Grundla-
gen sowie auch verschiedene PDFs wurden in Abschnitt erldutert. An-
schlieRend wird das verwendete assumed-PDF Modell analysiert, d.h. dessen
Herleitung und physikalische Einordnung, die Modellierung der ungeschlos-
senen Terme und die Fehler, welche dem Modell innewohnen, werden erldu-
tert.

3.1 Implementierung

Der gemittelte Quellterm der Spezies-Erhaltungsgleichung kann im Falle ei-
ner bekannten Einpunkt-Verbund-PDF Z2(T, ¢, ..., cy) mit

Eszfd)s(T, 1,y CN)P (T, Cy,...,cn)dT dcy ...dey (3.1)

bestimmt werden. Eine solche Verbund-PDE die Korrelationen von
Temperatur-, Dichte- und Speziesschwankungen enthdlt, ist aber nur
schwer abzuschdtzen. Ein gebrduchlicher Ansatz ist daher, diese unbekann-
ten Abhdngigkeiten zu vernachldssigen [PB01},(GNA05, BAH94]. Das in dieser
Arbeit verwendete assumed-PDF Verfahren nimmt sowohl eine statistische
Unabhingigkeit der Temperatur- und Speziesfluktuationen an, als auch eine
nicht fluktuierende Dichte. Mit diesen Vereinfachungen schreibt sich die PDF

@(T; Clyeeey CN) :@T(T) - @Y(er---; YN)5(P_p) (32)

In diesem Verbrennungsmodell wird die Interaktion von Turbulenz und Che-
mie modelliert, indem in den laminaren Ansatz aus den Gleichungen 2.2l und
Fluktuationen der Temperatur und Spezies in Form von Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktionen implementiert werden. Somit ergibt sich folgende Glei-
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chung fiir den chemischen Quellterm:

_ Ny _ Ns+1 le V,ir __ Ns+1 le V,i,r
@s=M;Y | (Ve Vi) [ ke T1 (M) —kpr [] (M) : (3.3)
r=1 i=1 i i=1 i

Den Unterschied zur laminaren Gleichung[Z.Zl bilden die vier tiberstrichenen
und damit statistisch gemittelten Terme, welche in den folgenden Abschnit-
ten ndher erldutert werden. Aus Gleichung 3.3l ist ersichtlich, dass die statis-
tische Unabhéngigkeit es ermoglicht, die gemittelten Terme getrennt vonein-
ander zu berechnen. Im Vergleich zu statistisch abhdngigen PDFs reduziert
dies den numerischen Aufwand deutlich. Denn zum Einen miissen die Kova-
rianzen der Zufallsvariablen nicht berechnet werden und zum Anderen flie-
Ben die Kovarianzen nicht in die Integration der PDFs ein.

Der Mischungsbruch tritt in diesem Verbrennungsmodell nicht explizit auIEl,
und auch die Flammenstreckung als Einflussgré8e wird nicht benutzt. Dafiir
enthdlt das Modell skalare Dissipationsraten, welche die Abnahme der Tem-
peraturfluktuationen (siehe Abschnitt[3.2) und die Abnahme der Speziesfluk-
tuationen (siehe Abschnitt beschreiben und dadurch die lokalen Vari-
anzen der beiden Verteilungen mitbestimmen.

3.2 Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Temperatur

Mit Gleichung fiir die Geschwindigkeitskoeffizienten einer Hin- oder
Riickreaktion r und der Temperaturverteilung ergibt sich der mittlere Ge-
schwindigkeitskoeffizient mit

—_ Tmax

k, :f k. (TYr(T)dT. (3.4)
Tmin

Die Temperatur kann mit verschiedenen Verteilungen dargestellt werden.

Gaffney et al. [GWG92] haben den Unterschied zwischen einer Gaul3-

Verteilung und einer -Verteilung untersucht. Der Nachteil der -Verteilung

IDer Mischungsbruch kann zwar an jeder Stelle aus der Gaszusammensetzung berechnet werden, er besitzt
aber keine Bedeutung.
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sind die zusidtzlichen Formparameter 8; und §,, welche unbekannt sind. Da-
her hat sich die Gaul3-Verteilung als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fiir
die Temperatur durchgesetzt [Ger03,BAH94]. Der einzige Formparameter der
Gaul3-Verteilung (siehe Abschnitt Z.5.4) ist die Varianz. Die Varianz der Tem-
peratur schreibt sich zu

or=T", (3.5)

Sie ist einer der wichtigsten Parameter dieses Verbrennungsmodells.

Da sich die Gaul3-Verteilung bis +oo erstreckt, miissen die Gebiete aullerhalb
des Gﬁltigkeitsbereichsﬁ der Temperatur bzw. der Geschwindigkeitskoeffizi-
enten abgeschnitten werden. In Gleichung 3.6l ist eine Verteilung dargestellt,
welche die Heaviside-Funktion H beinhaltet. Dadurch wird die PDF auf einen
Bereich oberhalb von T,;; und unterhalb von T, ,x begrenzt:

1 (T-T)>
Pr(T) = Tanp —T [H(T = Tipin) — H(T — Tyax)]
V T T
+A10(T — Tiin) + A20(T — Thyax) - (3.6)

Die abgeschnittenen Fliachen A; und A, werden an den Rdndern durch ei-
ne Dirac-Funktion é wieder hinzuaddiert. Dies ist in Abbildung 5.2l anhand
der roten Kurve dargestellt, welche eine besonders hohe Standardabweichung
besitzt. Die Mehrzahl der Kurven muss nicht abgeschnitten werden, da die-
se Verteilungen numerisch nur bis +4,/01 berechnet werden und die Limits
Thmin und Tphax nicht erreichen. Um die Temperaturverteilung bestimmen zu
konnen, wird neben der gemittelten Temperatur T die Varianz der Tempera-
tur benotigt. Zur Berechnung dieser Varianz wird eine Transportgleichung fiir
diese Grolle gelost. Prinzipiell ist es méglich o1 auch aus anderen Energie-
variablen abzuleiten, z.B. aus Transportgleichungen der Varianz der spezifi-
schen Enthalpie / oder der spezifischen inneren Energie e. Hierbei entstehen
jedoch groRere Probleme bei der Modellierung unbekannter Terme als bei der
direkten Berechnung der Temperaturvarianz. Die von Gerlinger [Ger03] vor-

2Die Temperatur besitzt als Untergrenze den absoluten Nullpunkt, daher ist T},;, = 0K. Die Obergrenze in
einer Hochenthalpie-Strdmung mit Verbrennung kann grob mit T;,,, = 5000K abgeschitzt werden. Deutlich
enger fallen die Grenzen aus, die durch den Reaktionsmechanismus vorgegeben werden. Diese Mechanismen
sind oft nur in einem Bereich von ca. 800 K - 2000 K validiert [Ger08].
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Abbildung 3.2: Temperaturverteilungen mit verschiedenen Mittelwerten und
Standardabweichungen.

geschlagene Transportgleichung schreibt sich

0 0 0 [P )GUT
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g7
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_o e ( ) cTypaT——z(y l)paT———ZT”Zw ho, (3.7)
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wobei zu beachten ist, dass bis auf die ersten zwei Terme der linken Sei-
te und €7 auf der rechten Seite alle anderen Terme modelliert sind. Die-
se ersten beiden Terme sind die zeitliche Anderung, sowie der konvektive
Transport der Temperaturvarianz. 9 ! ist durch einen Gradienten-Diffusions-
Ansatz modelliert und beschreibt den Transport von Varianz aufgrund von
Geschwindigkeits-Fluktuationen, Warmeleitung und Diffusion. Der Produk-
tionsterm 227 ist die Hauptquelle von o7 und wird von den Gradienten des
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mittleren Temperaturfelds bestimmt. Die Hauptsenke dieser Transportglei-
chung ist die Dissipationsrate £”. Diese Dissipationsrate der Temperaturfluk-
tuationen ist an die Dissipationsrate der Geschwindigkeitsfluktuationen bzw.
an das inverse turbulente Zeitmal 1/7 = e€/k gekoppelt. Dieses Zeitmal} gibt
die Zeit wieder, in welcher die turbulente kinetische Energie k durch eine Ra-
te ¢ dissipiert wird. Fiir die dimensionslose Konstante C; wird in der Litera-
tur der Wert 2,0 vorgeschlagen [Ger03]. Die Korrelation der Temperaturfluk-
tuation und des Druckes wird mit dem Druckterm .# T modelliert. Der letz-
te Term 6T beschreibt die Wechselwirkung von Temperaturfluktuationen mit
den chemischen Umsatzraten und kann sowohl Quelle als auch Senke sein.
Durch die bekannte PDF ist dieser Term prinzipiell berechenbar ohne model-
liert werden zu miissen. Untersuchungen haben jedoch gezeigt, dass Terme,
die Momente hoherer Ordnung und chemische Reaktionen enthalten, falsche
Ergebnisse liefern. Die Genauigkeit der geschétzten Temperatur-PDF reicht
nicht dazu aus, auch nur das Vorzeichen dieses Terms korrekt zu bestimmen.
Daher wird der Empfehlung [Ger03] gefolgt und dieser Term vernachléssigt.

Das Integral in Gleichung3.4lwird numerisch mit der Rechteckregel gelost. Da
die Gaul’-Verteilung nur eine Schdtzung der wahren Temperaturverteilung ist,
reicht dieses einfache Integrations-Verfahren an dieser Stelle aus.

3.3 Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Spezies

Girimaji [Gir91] hat die Giiltigkeit eines assumed S-PDF Ansatzes fiir den Fall
der inerten Mischung zweier Skalare untersucht. Die Gleichung dieser Ver-
teilung und deren Eigenschaften wurden in Abschnitt dargestellt. Zur
Validierung diente ihm zum einen die aus verschiedenen Experimenten ge-
wonnene Erkenntnis, dass die skalare PDF in der Endphase der Mischung
die Form einer Gaul-Verteilung annimmt. Zum anderen wurde das Modell
mit den Daten der DNS fiir die Mischung zweier Skalare in statistisch statio-
ndrer isotroper Turbulenz von Eswaran und Pope [EP88] verglichen. Girimaji
konnte analytisch zeigen, dass die §-PDF fiir kleine Varianzenﬁ in eine GauR-

3in der Endphase der Mischung geht die Varianz o — 0
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Verteilung iibergeht. Der Vergleich mit der DNS ergab eine sehr gute Uberein-
stimmung in allen Phasen der Mischung. Angefangen vom symmetrischen bi-
modalen Zustand bis zur Gaul’-Verteilung als Endstadium wurden alle Uber-
gangsformen sehr gut abgebildet. Ausgehend von diesen Ergebnissen wurde
die PDF auf mehrere Skalare erweitert, was im folgenden Abschnitt beschrie-
ben wird.

3.3.1 Beschreibung der multivariaten Spezies-PDF

Da zu diesem Zeitpunkt Girimaji zum Thema multiskalare Mischung weder
experimentelle Daten noch direkte numerische Simulationen zur Verfiigung
standen, beruht das multiskalare Modell auf den Ergebnissen der Mischung
zweier Skalare. Das von Girimaji vorgeschlagene Modell sollte folgende Eigen-
schaften besitzen:

1. Die mathematischen Eigenschaften einer PDF (siehe Abschnitt[Z.5),

2. die Wiedergabe des Ubergangs in eine multivariate Gaul3-Verteilung bei
kleiner Varianz.

3. Die Reduzierung auf die univariate -PDF fiir den Fall von zwei Skalaren,
sowie

4. die einfache Handhabung auch in komplexen Stromungssimulationen.

Es wurde folgende Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fiir N Skalare vorge-
schlagen

U(Br+Pot...+PN) g1, L yPv1
YRyl LY PNT
L(BIT(B2)...L(BN)

die sich in ihrer Struktur stark an die univariate 8-PDF aus Gleichung 277
anlehnt. Die Form dieser multivariaten Verteilung ist exemplarisch fiir N=3 in
AbbildungB.3 dargestellt. Dazu gehort der Mittelwert

= Bs
YS_,61+...+,BN
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und die Varianz

o,=Y]Y]= V.-,
TS B+ 4Byt
Damit das Modell physikalisch plausibel ist, miissen fiir die N Parameter
B1...6n bestimmte Momente der Verbund-PDF bestimmt werden. Inspiriert
durch das k-€ Modell werden nur die Momente niedriger Ordnung betrachtet.
Die N Parameter sind demnach die N-1 unabhédngigen Massenbriiche und die
turbulente Skalarenergie Q mit

(3.10)

N

Ns
Q=) o,=) Y'Y/, (3.11)
s=1

s=1

welche die Summe aller Speziesvarianzen ist. Die turbulente Skalarenergie Q
ist somit vergleichbar mit der turbulenten kinetischen Energie k, die aus der
Summe der Diagonalelemente des Reynoldsschen Spannungstensors besteht
und ndherungsweise den lokalen Zustand der turbulenten Geschwindigkeits-
Schwankungen beschreibt. Aus diesen N-1 mittleren Speziesmassenbriichen
und der turbulenten Skalarenergie lassen sich alle Parameter §; wie folgt be-
rechnen:

,Bs =Y (3.12)

1 _Zé\il?s _ 1)

Neben den notwendigen mathematischen Eigenschaften konnte Girimaji
auch zeigen, dass fiir kleine Werte von Q die multivariate - Verteilung in eine
multivariate Normalverteilung tibergeht. Physikalische Rechtfertigung erfahrt
diese Verteilung aulerdem durch die Betrachtung ihrer Randverteilungen. Gi-
rimaji zeigte allgemein, dass im Fall der isotropen Turbulenz die Transport-
gleichungen der Randverteilungen alle dieselbe Form haben. Die multivaria-
te B-Verteilung besitzt nun eben diese Eigenschaft, da alle Randverteilungen
stets §-PDFs sind.

Aus der JPDE definiert durch die oben beschriebenen Parameter, lassen sich
alle Einzelvarianzen und Kovarianzen berechnen (siehe Abschnitt[3.3.4]), ohne
dass dafiir zusitzliche Transportgleichungen gelost werden miissen. Dies ist
einer der grollen Vorteile dieses Ansatzes. Denn unabhéngig von der Anzahl
der Skalare bzw. der Dimensionalitdt der PDF muss nur eine einzige zuséatzli-
che Transportgleichung fiir die Variable Q berechnet werden. Diese Gleichung
wird im folgenden Abschnitt ndher erldutert.
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Abbildung 3.3: -Verteilungen fiir drei Spezies mit unterschiedlichen Vari-
anzen. Der Massenbruch Y3 ergibt sich aus der Bedingung
YV ve=1.
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3.3.2 Transportgleichung der Speziesvarianz

Da die meisten CFD-Codes Favre-gemittelte Erhaltungsgleichungen losen,
muss der Parameter Q, der mit Reynolds-gemittelten Massenbriichen defi-
niert ist, modelliert werden. Aus Mangel an einem {iberzeugenden Modell
fiir Q wurde in den Arbeiten, in welchen die von Girimaji vorgeschlagene
PDF Anwendung findet [BAH94, BG03), (GNAO5], der Unterschied zwischen
Reynolds-gemittelten und Favre-gemittelten Speziesfluktuationen ignoriert
und die Summe der Speziesvarianzen mit

Ny
oy=) Y/? (3.13)
s=1

bezeichnet. Dieses oy wird ebenso als turbulente Skalarenergie interpretiert
und ersetzt nun in Gleichung3.12]den Parameter Q.

Folgende Transportgleichung fiir oy kann, ausgehend von der Transport-
gleichung der Favre-gemittelten Speziesmassenbriiche, hergeleitet werden
[Ger05):

000y N 000y Ui;

— Z u//y// +22(1)5Y”+

ot 0x; i s )
PV €Y
0 doy b oY, 0Y/
09 — 1Yz =2 Ds— . 3.14
Ox,- P Ox, p;u Zp axl axl ( )
g ’ e¥

Der erste Term der rechten Seite, Y, reprisentiert die Produktion der tur-
bulenten Skalarenergie. Hauptursache fiir die Produktion von oy sind Gra-
dienten im mittleren Speziesfeld. Der zweite Term der rechten Seite ist eine
Quelle bzw. Senke aufgrund der Wechselwirkung von Speziesfluktuationen
mit der Chemie. Der Term 9V steht fiir den Transport durch Diffusion und
Geschwindigkeits-Fluktuationen und €Y ist die Dissipation der turbulenten
Skalarenergie oy.

Bis auf €Y sind die Terme der rechten Seite von Gleichung B.I14 ungeschlos-
sen und miissen daher modelliert werden. Die meisten dieser Terme wer-
den mit dem Gradienten-Diffusions-Ansatz approximiert, welcher auf die
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Mischungsweg-Hypothese von Prandtl (1925) zuriickgeht. Dies ist die ein-
fachste Art, turbulente Terme zu modellieren, unterliegt aber der Annah-
me, dass sich der Wert des transportierten Skalars wahrend des Transports
nicht dndert [Pop79]. Diese Voraussetzung gilt nicht in reagierenden Stro-
mungen. Weiterhin haben Experimente und direkte numerische Simulatio-
nen eine Diskrepanz aufgezeigt, welche zwischen der tatsdchlichen Richtung
des turbulenten Transports und der Richtung des mittleren Gradienten be-
steht [PV05,Pop00]. Dabei wurde sogar vereinzelt die Diffusion entgegen des
Gradienten (engl.: counter-gradient diffusion) beobachtet. Trotzdem findet
der Gradienten-Diffusions-Ansatz sehr oft Anwendung, da dieser Ansatz ein-
fach zu implementieren ist.

Mit Hilfe des Gradienten-Diffusions-Ansatzes

U aO'y 617
ou'Y!2 = - 9D d pulY!'=~-p2,— 3.15
LpuVEs—pPg = und PV~ —pDig - (3.15)
ergeben sich der Produktionsterm
Ny 8Y,0Y,
P =2) pP—— 3.16
S;p “3x; 0x; (5.16)
sowie der Transportterm
0 H . Ht ) doy
TV e — || =+ | =—|. 3.17
0x; (Sc Sc;) 0x; ( )

Der Dissipationsterm ¢! kann umgeformt und vereinfacht werden, so dass
er einen Bezug zum Zeitmal der Geschwindigkeitsfluktuationen enthdlt
[Ger05]:

Ns oY oY/ £
Y S s _
~2)Y 9. p—— ~C —. 3.18
€ ; NY 3%; Ox; YPOy ¢ (3.18)

Dieser bewirkt eine Abnahme der einzelnen Komponentenfluktuationen
durch molekulare Diffusion und charakterisiert das Zeitmal} feinskaliger Mi-
schung. Da es keinen Hinweis in der Literatur gibt, dass eine Transportglei-
chung einen genaueren Wert fiir die Dissipationsrate liefert, ist die gebrduch-
lichste Annahme, dass die Zeitskala der Verringerung der skalaren Fluktuatio-
nen proportional zur Verringerung der Fluktuationen der Geschwindigkeit ist.
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Wie in der Transportgleichung fiir o r wird fiir die inverse turbulente Zeitskala
1/7 = e/k verwendet, und der lineare Zusammenhang zur skalaren Dissipati-
onsrate mit einem Faktor Cy abgeschitzt. Fiir diese Konstante wird der Wert
Cy = 2,0 empfohlen, sie kann aber lokal in einem Intervall von 0,5 — 2,0 lie-
gen [Di07).

Entsprechend dem Term ¢ in Gleichung B-7 benétigt der Senken- bzw.
Quellterm €7 eigentlich keine Modellierung, da er aus der bekannten PDF
eindeutig bestimmt werden kann. Dennoch wird auch dieser Term zu Null ge-
setzt, da die PDF nur in erster Ndherung korrekt ist. Untersuchungen zur Ge-
nauigkeit der Form der multivariaten -Verteilung werden in Abschnitt 3.3.4]
beschrieben.

3.3.3 Analytische Losbarkeit

Neben dem Vorteil, nur eine einzige zusdtzliche Transportgleichung zu be-
notigen, hat der Ansatz noch einen weiteren Vorteil: Es existiert eine analyti-
sche Losung fiir das Integral dieser multivariaten PDE Die Speziesfluktuatio-
nen werden mit der in GleichungB.8 dargestellten multivariaten §-Verteilung
beschrieben und haben durch den Term in Gleichung Einfluss auf die
Reaktionskinetik. Auch hier entféllt die Unterscheidung zwischen Hin- und
Riickreaktion. Es gilt:

Nexl st ver Ne p ver VNg+1 ik % % % % ¥
H ( M ) = H (ﬁ) fCNsil; H stsr@y(yl,..., YN)dYI dYN (3.19)
s=1 S s=1 N s=1

Die eventuell an der Reaktion teilnehmenden inerten Drittstolpartner wer-
den durch deren Konzentration cy,;, beriicksichtigt. Bei einer Zweier-
Reaktion entféllt dieser Ausdruck, da sein Exponent gleich Null gesetzt wird.
Das Integral ldsst sich in ein Produkt von Gamma-Funktionen umwandeln
und ist somit analytisch 16sbar. Mit der Beziehung[Z.79kann dieser Term noch
vereinfacht werden, so dass sich alle Gamma-Funktionen herauskiirzen. Eine
genaue Herleitung ist bei Gerlinger [Ger05] zu finden. Danach ergibt sich fiir
den gesamten chemischen Quellterm folgende Vorschrift:

N,
@s=M;Y Vi, =V ) (T Top Tap Tap — Tip Top Tap Tap) (3.20)
r=1
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mit
Ty = k (3.21)
Ns 1 Vsr
T. = p™[[|— 3.22
2f,b p Q(Ms) ( )
1Y T2 (Bs + v — 1)
Typp = —om =] s i (3.23)
[1;2,(B+m, =)
N f VNs+1r
Tapp = |D.—(Bs+Vs) (3.24)
s:lMs
N;+1

In obiger Gleichung ist B = Z?’ZSI psund m, =3 ;" v, bezeichnet die Summe
der Stochiometriekoeffizienten einer Hin- oder Riickreaktion inklusive eines
Dreiersto3-Partners mit der Effektivitdt £;. Der Faktor Tj¢ ), ist nur bei einer
Dreierstof3-Reaktion ungleich Eins.

3.3.4 Physikalische Plausibilit:it

Da sich aus einer gegebenen PDF alle hoheren Momente extrahieren lassen,
kann die oben beschriebene multivariate f-Verteilung auf die Richtigkeit die-
ser Momente untersucht werden. Nach Girimaji [Gir91] ergibt sich folgender
Zusammenhang:

Y'Y =0y Y, 5aﬁ - Y, Yﬁ
a~p Ns 17
1- Zs 1 Y32

(3.25)

mit dem sich die einzelnen Varianzen (a = f), als auch die Kovarianzen (a #
B) der Speziesfluktuationen, berechnen lassen. Notwendig fiir einen solchen
Nachweis ist entweder eine DNS oder ein Experiment, aus welchem die Vari-
anzen hervorgehen.

Auch ohne einen Vergleich mit realen Fluktuationen ldsst sich aus Glei-
chung qualitativ das Verhalten ableiten. Durch die gemittelten Spezies-
Massenbriiche im Zdhler wird die Varianz einer bestimmten Spezies gewich-
tet, d.h. die Varianz steigt mit dem Massenbruch bis zum Maximum bei
Y=0,5 an und fillt bei hoheren Massenbriichen wieder ab. Dies gilt unter
zwei Bedingungen: Keine der Spezies besitzt den Massenbruch Y = 1 und die
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turbulente Skalarenergie bewegt sich innerhalb der physikalischen Schranken

Ns N
0<oy <) Y(1-Y). (3.26)
s=1
Wihrend das Verhalten der Varianzen physikalisch plausibel erscheint, gilt
dies nicht fiir die Kovarianzen, welche nach Gleichung 3.2 alle negativ kor-
reliert sind.

Auf der Basis eines Vergleichs mit dem Experiment von Cheng et al. [CWP"94],
genauer untersucht in Abschnitt5.2] ist eine gute Analyse moglich. Baurle et
al. [BAH94] haben die §-PDF von Girimaji mit Hilfe dieses Experiments inten-
siv untersucht. Aus den gemessenen Mittelwerten und Varianzen der Spezi-
es bestimmten sie die Giiltigkeit von GleichungB.25), indem sie aus der Sum-
me der Varianzen auf die einzelnen Speziesvarianzen zuriickrechneten. Es hat
sich gezeigt, dass bei einigen Spezies die Ubereinstimmung sehr gut war, bei
anderen Spezies wurde nur die Gré8enordnung getroffen. Aus dieser Unsi-
cherheit der einzelnen Speziesvarianzen ldsst sich auch die Fehleranfalligkeit
der Terme €T und €Y aus den Transportgleichungen B.7 bzw. B.14] erkliren,
da diese sensitiv auf die Genauigkeit der hOheren Momente reagieren. Somit
wird das Vorgehen bestitigt, diese Terme gleich Null zu setzen.

Ebenfalls am Experiment von Cheng et al. haben Gerlinger et al. [GNAO5]
die Richtigkeit der Form der PDF untersucht. Dies geschah an drei ausge-
wihlten Punkten im Stromungsfeld, wo Mittelwerte und Schwankungsgro-
Ben der thermo-chemischen Variablen aus 2000 Lasershots ermittelt wurden.
Gerlinger untersuchte ein- und zweidimensionale Randverteilungen, welche
aus Gleichung[3.8/durch Integration aller restlichen Variablen gewonnen wer-
den konnen. Eindimensionale Randverteilungen der Spezies O,, H,O und OH
wurden an verschiedenen Punkten des Stromungsfeldes berechnet und mit
den experimentellen Daten verglichen. Es zeigte sich, dass die §-PDF alle we-
sentlichen Formen der Randverteilung gut beschreibt, die entweder aus ei-
nem Maximum zwischen den Rdndern oder zwei Maxima auf den Rédndern
besteht.

Abweichungen entstehen dagegen, wenn die betreffenden Mittelwerte, wel-
che vom CFD-Loser geliefert werden, oder die Varianz nicht korrekt sind. Die
einzelnen Varianzen ergeben sich aus GleichungB.25und werden maligeblich
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durch die Summe der Speziesvarianzen oy bestimmt, was bedeutet, dass die
Transportgleichung fiir oy einen groen Einfluss auf die korrekte Form der
PDF hat.

Gleiches gilt fiir die Temperaturverteilung, die durch eine Gaul3-Kurve appro-
ximiert wird. Auch hier konnte die Form der Temperaturverteilung durch die
PDF gut getroffen werden. Die Unterschiede zwischen Experiment und Nu-
merik stammten hauptsdchlich aus den leicht unterschiedlichen ersten und
zweiten Momenten.

Ein Vergleich der zweidimensionalen Randverteilungen gibt Auskunft, inwie-
weit die Korrelation zweier Speziesfluktuationen mit dem Experiment iiber-
einstimmt. Die aus Gleichung[3.25 ableitbaren stets negativen Korrelationen
bei unterschiedlichen Spezies lassen eine ungenaue Ubereinstimmung erwar-
ten. Trotzdem beschreibt Gerlinger die strukturelle Ubereinstimmung zwi-
schen gemessenen und simulierten Randverteilungen als {iberraschend gut.
Grund hierfiir ist, dass nur die Randverteilungen der im Experiment positiv
korrelierten Spezies stark von der Randverteilung der §-PDF abweichen. Da-
gegen werden physikalisch negativ korrelierte Speziesfluktuationen oder Kor-
relationen nahe Null relativ gut wiedergegeben.

Baurle und Girimaji [BG03] haben untersucht, ob die angenommene statisti-
sche Unabhéngigkeit zwischen Temperatur- und Speziesfluktuationen korri-
giert werden kann. Betrachtet man eine einfache Reaktion

A+B—C (3.27)

lisst sich die mittlere Produktionsrate wc(p4, ps, T) von Spezies C in zwei
Funktionen aufspalten

Fo 09 fr(T) = fo (o) fr(T) + CiLfZ(ps) FA(TN2, (3.28)

deren Varianzen iiber den Korrelations-Koeffizienten C; verkniipft sind. Die-
ser Koeffizient bewegt sich in den Grenzen [-1;1] und ist fiir exotherme Re-
aktionen positiv und endotherme Reaktionen negativ. Unter der Annahme,
dass sich die Reaktionsvariablen entlang einer sog. Intrinsic Low-Dimensional
Manifold (ILDM) bewegen, wurde ein linearer Zusammenhang zwischen der
Anderung der Spezies und der Anderung der Temperatur hergestellt, um den
Korrelationskoeffizienten zu bestimmen.
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Dieser Ansatz birgt eine Reihe von Nachteilen. Einerseits wird durch die An-
wendung eines ILDM-Verfahrens zwar die Dimensionalitdt eines Reaktions-
mechanismus verkleinert, damit gehen aber die Informationen iiber sehr
schnell ablaufende Einzelreaktionen verloren, welche fiir eine exakte Wieder-
gabe der Ziindverzugszeit notwendig sind. Aulerdem wird bei dieser Koppe-
lung von Temperatur- und Speziesfluktuationen Warmefreisetzung vorausge-
setzt. Diese tritt aber immer erst in der Endphase der Ziindung auf, womit
dieser Ansatz in der Startphase der Ziindung keine Auswirkungen hat. Gera-
de aber diese Startphase hat in einer Uberschallbrennkammer grofle Auswir-
kungen auf die Ziindverzugsldnge. Schliel3lich ist Gleichung[3.28 einfach an-
wendbar bei einer einzelnen Reaktionsgleichung, bei einem grofleren Reak-
tionsmechanismus mit gleichzeitig auftretenden exothermen und endother-
men Reaktionen sind die Koeffizienten allerdings nicht mehr eindeutig be-
stimmbar.

Wegen der Unsicherheit der Ergebnisse und dem hohen numerischen Auf-
wand findet dieses Verfahren noch keine breite Anwendung.

3.4 Untersuchungen zum assumed-PDF Ansatz

3.4.1 Einfluss der Temperatur- und Speziesschwankungen

Wie Gleichung zeigt, kann die turbulente Flammengeschwindigkeit als
Funktion der laminaren Flammengeschwindigkeit und der turbulenten Ge-
schwindigkeitsschwankungen beschrieben werden. Dieses Modell gibt in sehr
guter Ndherung den Einfluss der Turbulenz bei vorgemischter Verbrennung
wieder, was im Borghi-Diagramm anschaulich dargestellt wird. Die Turbu-
lenz verursacht indirekt eine hohere Reaktionsrate, was sich direkt als gro-
Bere Flammengeschwindigkeit duert. Der Parameter u,, . hat somit einen
eindeutigen Einfluss auf die Verbrennung.

Im Gegensatz zu einem einzelnen Parameter u., ., welcher die turbulen-
ten Geschwindigkeitsschwankungen beschreibt, gehen in den hier verwende-
ten assumed-PDF Ansatz zwei Turbulenz-Parameter ein. Diese sind, in Form
von Varianzen, die Temperaturschwankung 7" und die Speziesschwankun-
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Abbildung 3.4: Fluktuations-Diagramm bei einer Vorwdrmtemperatur von
1000 K.

gen Y. Es stellt sich nun die Frage, welche Bedeutung diese Parameter fiir das
Verbrennungsmodell besitzen bzw. welche Auswirkung sie auf das zugrunde
liegende rein reaktionskinetische Modell haben. Dazu wurden Rechnungen
durchgefiihrt, welche die Ziindverzugszeiten des detaillierten Mechanismus
mit assumed-PDF Modell in einem Null-dimensionalen Konstant-Volumen
Reaktor berechnen (siehe Abschnittd.Z.7).

Die durch das assumed-PDF Modell beeinflusste Ziindverzugszeit wird mit
der eigentlichen Ziindverzugszeit, also ohne fluktuierende Variablen, vergli-
chen. Mit der turbulenten Ziindverzugszeit f;; und der Referenzzeit tz ,.r
wird eine relative Ziindverzugszeit £ ,.; mit

t
Ly o = —2 (3.29)

Z,ref

gebildet. Diese relative Ziindverzugszeit ist in Abhédngigkeit der beiden
Schwankungsgrolen in Abbildung 3.4 dargestellt. Da die Temperaturvarianz
sehr grofle und dadurch schwer interpretierbare Werte annehmen kann, wird
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Abbildung 3.5: Fluktuations-Diagramm bei einer Vorwdrmtemperatur von

1100 K.

die Varianz durch die Intensitdt der Temperaturfluktuationen ersetzt:

Ip=~—. (3.30)

Werte kleiner Eins im Diagramm bedeuten eine durch turbulente Schwan-
kungen beschleunigte Chemie. Bei Werten grofer Eins wirken sich die
Temperatur- und Speziesfluktuationen dimpfend auf die chemische Produk-
tionsrate aus, was eine ldngere turbulente Ziindverzugszeit zur Folge hat. Die
in Abbildung[3:4lgezeigten Werte beziehen sich auf eine stochiometrische H,-
Luft Mischung mit Ty=1000 K. Dieses Diagramm deckt einen Wertebereich
von 1% bis 20% Temperaturfluktuationen und moderaten Speziesfluktuatio-
nen ab (reale Temperatur- und Speziesfluktuation zeigt Abbildung 5.11). Am
ausgedehnten Gebiet mit £ ,,; > 1 ist erkennbar, dass offensichtlich turbulen-
te Fluktuationen nicht gleichzeitig schnellere Chemie bedeuten. Hier ist ein
Unterschied zu diversen Modellen fiir die turbulente Flammengeschwindig-
keit zu erkennen, bei welchen die Turbulenz, charakterisiert durch u.., ., stets
beschleumgendE auf die chemische Umsatzrate bzw. Flammengeschwindig-

“unter der Voraussetzung, dass in der Anstromung keine Luftzahlschwankungen existieren
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Abbildung 3.6: Fluktuations-Diagramm bei einer Vorwdrmtemperatur von

1300 K.

keit wirkt (siehe Gleichung2.45). Dieser eindeutige Einfluss der Turbulenz ist
bei diesem assumed-PDF Verbrennungsmodell nicht zu beobachten. Weiter-
hin ist zu erkennen, dass in jedem Punkt des Diagramms eine partielle Ablei-
tung in Richtung der Temperaturfluktuationen einen negativen Wert besitzt,
d.h. mit zunehmenden Temperaturschwankungen wird die relative Ziindver-
zugszeit kleiner. Dagegen ist in jedem Punkt des Diagramms die partielle Ab-
leitung in Richtung der Speziesfluktuationen positiv, was zur Folge hat, dass
die relative Ziindverzugszeit grofler wird. Der Einfluss der Temperaturfluk-
tuationen ist mit den Verldufen der Geschwindigkeitskoeffizienten k(T) er-
kldrbar. Einige wenige dieser Funktionen sind stetig fallend, die meisten Ge-
schwindigkeitskoeffizienten steigen aber mit der Temperatur nichtlinear an.
Dies hat zur Folge, dass eine symmetrische Wahrscheinlichkeitsdichtefunk-
tion, wie in diesem Fall die GauR-Verteilung, bei nichtlinear anwachsenden
Funktionen stets den Geschwindigkeitskoeffizienten erh6ht:

ks (T) <fkf(T)97’(T)dT. (3.31)
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Der Geschwindigkeitskoeffizient der wichtigsten Ketteneinleitungsreaktion
(Elementargleichung 9, Anhang[A) besitzt einen stark exponentiellen Charak-
ter, ebenso die Koeffizienten der Kettenfortpflanzungs- und Kettenverzwei-
gungsreaktionen (Elementarreaktionen 1 — 4, Anhang[A). Da diese erste Pha-
se der Ztindung maf3geblich die Ziindverzugszeit bestimmt, kénnen die Aus-
wirkungen der Elementargleichungen, deren Geschwindigkeitskoeffizient mit
steigender Temperatur fillt, fiir die Zlindverzugszeit vernachlédssigt werden.
Das bedeutet, dass mit wachsenden Temperaturfluktuationen die chemische
Umsatzrate stets erhoht wird. Dagegen bewirken wachsende Speziesfluktua-
tionen eine breitere Verteilung im Zustandsraum, d.h. es sind mehr chemisch
ungiinstige Zustdnde in der JPDF enthalten. Diese Zunahme der Zustdnde ist
deutlich in AbbildungB.3 erkennbar.

In den Diagrammen in AbbildungB.5 und B.6list die relative Ziindverzugszeit
bei stochiometrischer Mischung und unterschiedlichen Vorwarmtemperatu-
ren dargestellt. Auch bei diesen hoheren Temperaturen haben die Fluktuatio-
nen einen solchen Einfluss. Desweiteren ist eine Zunahme des Gebietes mit
t7 re1 < 1 festzustellen.

Im Fall einer Mischung deren Mittelwert stéchiometrisch ist, bedeutet jede
Speziesfluktuation eine Abweichung vom Optimum und infolgedessen eine
Erhéhung der Ziindverzugszeit. Dagegen erstreckt sich der Wertebereich ei-
ner PDE deren Mittelwert nicht stéchiometrisch ist, auch in Gebiete mit einer
starker reagierenden Spezies-Zusammensetzung. Dieser Effekt wurde unter-
sucht und ist in den Abbildungen B.71und 3.8 dargestellt. Die Startbedingun-
gen mit A=0,75 und 1=1,4 zeigen nur geringe Unterschiede zum stéchiome-
trischen Fall. Besonders die oben beschriebenen qualitativen Auswirkungen
von Temperatur- und Spezies-Schwankungen sind auch hier zu beobachten.
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Abbildung 3.7: Fluktuations-Diagramm bei A = 0,75 und einer Vorwidrm-

temperatur von 1100 K.
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Abbildung 3.8: Fluktuations-Diagramm bei A = 1,4 und einer Vorwdrmtem-

peratur von 1100 K.
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Abbildung 3.9: Unterschied zwischen realer (links) und modellierter (rechts)
PDF fiir den Fall der Mischung einer Spezies mit Luft.

3.4.2 Entmischung der Luft

Der Vorteil, alle Speziesfluktuationen iiber nur einen Parameter zu beschrei-
ben, kann zu Ungenauigkeiten in den Varianzen und Kovarianzen der einzel-
nen Spezies fithren (siehe Abschnitt[3.3.4). Desweiteren treten auch Fluktua-
tionen auf, welche physikalisch gar nicht existieren. So verhilt sich zum Bei-
spiel die reine Mischung aus Luft und Wasserstoff in der Realitdt anders, als
durch das Modell beschrieben. Wird Wasserstoff in eine Luftstromung einge-
diist, kann die Mischung iiber eine PDF beschrieben werden. Obwohl haupt-
sdchlich die drei Spezies N, O, und H;, vorhanden sind, hat die PDF einen
zweidimensionalen Charakter, da N, und O, bereits perfekt mit einem Ver-
hiltnis von ca. 75,5 Massenprozent Stickstoff und 24,5 Massenprozent Sauer-
stoff vermischt sind. Eine solche physikalisch korrekte Verteilung zeigt Abbil-
dung auf der linken Seite, wahrend auf der rechten Seite dieselbe Gasmi-
schung mit einer B-PDF dreier Speziesmassenbriiche beschrieben wird. Der
dreidimensionale Charakter dieser PDF bedeutet quasi eine , Entmischung*
von Stickstoff und Sauerstoff.

Um den Einfluss dieses Vorgangs auf die Verbrennung zu untersuchen, wur-
den die resultierenden Ziindverzugszeiten zweier Konstant-Volumen Reakto-
ren verglichen. Hierbei ist der erste ein herkdmmlicher Reaktor ohne fluktuie-
rende Temperatur und ohne fluktuierende Spezies. Im zweiten Reaktor wur-
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Abbildung 3.10: Relative Ziindverzugszeit als Funktion der Luftzahl und der
Speziesvarianz.

de eine einfache PDE bestehend aus fiinf Dirac-Funktionen, implementiert,
welche nur eine Schwankung von Sauerstoff und Stickstoff bewirkte. Der Ef-
fekt der Entmischung der Luft hat nur einen geringen Einfluss, wie Abbildung
B.I0verdeutlicht. Die hier dargestellte, relative Ziindverzugszeit zeigt zwar ei-
ne Abnahme mit steigender Varianz, die aber sehr gering ausfillt. Die kiirzere
Ziindverzugszeit liegt an dem hoheren Sauerstoffgehalt in einem Teilbereich
der PDE welcher sich stirker als der hohere Stickstoffgehalt im anderen Teil-
bereich auswirkt.

3.4.3 Statistische Abhingigkeit der fluktuierenden Variablen

Wie in Abschnitt B.1] dargestellt, sind in dem hier verwendeten assumed-
PDF Verbrennungsmodell die Spezies- und Temperaturfluktuationen statis-
tisch unabhédngig. Wie schon beschrieben, wurde der Ansatz aus den folgen-
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Abbildung 3.11: Isentrope Dichtefluktuationen bei relativen Geschwindig-
keitsfluktuationen von 5%.

den Griinden trotzdem verwendet:

» Eine zuverldssige Korrelation ist nicht vorhanden, weshalb das Modell
von Baurle und Girimaji [BG0O3] (beschrieben in Abschnitt B:3.4) nicht
implementiert wurde.

* Die statistische Unabhdngigkeit bedeutet eine einfache Multiplikation
der beiden Integrale der unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktionen, wobei dadurch der numerische Aufwand stark reduziert wer-
den kann.

Wihrend Spezies- und Temperaturfluktuationen modelliert werden, wird die
Dichte als konstant angenommen (Gleichung B.2). Dies ist eine Vereinfa-
chung, da

* die kompressible Turbulenz,
* die Warmefreisetzung durch chemische Reaktion,
* akustische Wellen und

e turbulente Mischung verschiedener Stoffe
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in der Realitdt zu Dichtefluktuationen fiihren. In Abbildung3. 1Tl sind Dichte-
fluktuationen in Abhéngigkeit der Mach-Zahl dargestellt. Die Dichte fluktuiert
aufgrund von Schwankungen in der Geschwindigkeit, welche um 5% von der
mittleren Geschwindigkeit abweichen. Daraus resultiert eine minimale Dich-
te bei u,,,, = 1,05 und eine maximale Dichte bei u©,,;, = 0,95i#. Es wird an-
genommen, dass bei diesen Geschwindigkeitsfluktuationen die Totaltempe-
ratur konstant bleibt. Es werden die Isentropen-Beziehungen der Gasdyna-
mik [Wag98] fiir die Dichte und die Temperatur verwendet, wodurch keine
Verluste auftreten. Die Dichte-Beziehung schreibt sich mit

1

0 1 (3.32)
(1+L2Ma?)7T

p=p

und die Mach-Zahl kann als Funktion der Geschwindigkeit dargestellt wer-
den:

Ma = - . (3.33)

VYRT -5 u

Da die Annahme einer konstanten Totaltemperatur eine starke Vereinfachung
bedeutet, bringt der Verlauf der Dichtefluktuationen nur eine qualitative Aus-
sage. Das linke Diagramm zeigt die isentrope Anderung der Dichte entlang
der Mach-Zahl (blaue Kurve), zusdtzlich die maximale (rote Kurve) und mini-
male (griine Kurve) Dichte hervorgerufen durch Geschwindigkeitsfluktuatio-
nen. Das rechte Diagramm enthélt dieselbe Information, hier aber normiert
mit p(Ma). Dadurch wird deutlich, dass die relativen Dichtefluktuationen mit
zunehmender Mach-Zahl stark ansteigen. Wie zu erwarten ist, kann im in-
kompressiblen Bereich (Ma < 0,3) die Dichtefluktuation vernachldssigt wer-
den. Dagegen sind Dichteschwankungen im Uberschall deutlich ausgeprigt.
In der turbulenten und kompressiblen Stromung eines ziindfdhiges Gasgemi-
sches konnen Dichteschwankungen somit prinzipiell die Reaktionskinetik be-
einflussen.

Wihrend die Korrelation zwischen Spezies- und Temperaturschwankungen
nur ndherungsweise und unter Verwendung vieler Modellannahmen zu be-
stimmen ist [BGO03J], ist der Zusammenhang zwischen Dichte- und Tempera-
turschwankungen weniger komplex. Kompressible turbulente Scherschichten
wurden von Mahle [Mah05] mittels direkter numerischer Simulation (DNS)
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Abbildung 3.12: Dichte-Fluktuationen in einer inerten (oben) und einer rea-
gierenden Scherschicht (unten) bei verschiedenen Mach-
Zahlen: Ma=0,15 (%), Ma=0,7 ([J) und Ma=1,1 (O) (aus
[Mah05]).

untersucht. Dabei wurde die Kompressibilitdt durch unterschiedliche Mach-
Zahlen variiert und deren Einfluss auf turbulente Strémungen mit und ohne
Verbrennung untersucht. In der ausfiihrlichen Analyse der Simulationsdaten
wurden unter anderem auch einige Aussagen iiber die Dichtefluktuationen
getroffen. Diese Ergebnisse sind in Abbildung B.T2] dargestellt. Hier ist x; die
Koordinate normal zur ebenen Scherschicht und 6 5 eine charakteristische Di-
cke der Scherschicht. Alle GroRen sind Mittelwerte in der x; — x, Ebene. Die
beiden oberen Abbildungen zeigen Ergebnisse der inerten Scherschicht. Hier
bestédtigt das linke Bild den oben gezeigten Anstieg der Dichtefluktuationen
mit der Mach-Zahl. Das rechte Bild zeigt den dominanten Mechanismus, wel-
cher bei inkompressibler Scherschicht (Ma=0,15) die Dichtefluktuationen er-
zeugt. Hier ist die Korrelation zwischen Dichte und Molmasse des Gasgemi-
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sches
pIMI
R(p, M) = — = 1,0, (3.34)
PrmsM;

rms rms
was bedeutet, dass der Mechanismus der Mischung dominiert. Bei htheren
Mach-Zahlen zeigt sich eine verstidrkte Dichte-Druck und Dichte-Temperatur
Korrelation. Die unteren Abbildungen stellen einige Zusammenhénge in der
mit unendlich schneller Chemie reagierenden Scherschicht dar. Die Warme-
freisetzung erzeugt einerseits wesentlich hohere Dichtefluktuationen (und
auch Temperaturfluktuationen) als im inerten Fall und andererseits eine star-

ke Dichte-Temperatur-Korrelation.

Der Zusammenhang zwischen Dichte- und Temperaturfluktuationen wird
mit den thermodynamischen Fluktuationen begriindet. Diese lassen sich aus
der Zustandsgleichung des idealen Gases herleiten und schreiben sich (unter
Vernachldssigung der Terme hoherer Ordnung) als
! ! T/ M/
p_P +—=.

(3.35)

PP T M
Eine Analyse der einzelnen Terme ergab, dass fiir den Fall der reagierenden
Scherschicht die Fluktuationen des Druckes und der Molmasse M des Gasge-
misches vernachlédssigbar sind. Das fiihrt zu der Beziehung

—_— k-, (3.36)

welche durch die Auswertung der DNS-Daten in sehr guter Ndherung besté-
tigt werden konnte.

Die Auswirkungen der Korrelation aus Gleichung auf die Produktions-
raten verschiedener Spezies wurden berechnet. Das negative Vorzeichen in
der Korrelation bedeutet, dass ein Zustand hoher Temperatur einhergeht mit
niedriger Dichte und vice versa. Wie schon in Abschnitt B.4.1] gezeigt, be-
schleunigen reine Temperaturfluktuationen die Reaktion. Zusdtzlich nega-
tiv korrelierte Dichtefluktuationen wirken dampfend auf diesen Effekt. Die
qualitative Auswirkung der Temperaturfluktuationen auf die Reaktionskinetik
bleibt erhalten, nur fillt diese, wegen der Dichtefluktuationen, weniger stark
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aus. Eine Implementierung dieses Ansatzes bendotigt keinen zusétzlichen Pa-
rameter, da p’ direkt an T’ gekoppelt ist. Vorteile der Korrelation 336/ sind zum
einen deren einfache Struktur und zum anderen, dass sie keine Modellierung
benotigt. Allerdings ist der Giiltigkeitsbereich beschriankt: Bei Mahle [Mah05]
gilt sie in der reagierenden Scherschicht, bei Lechner et al. [LSFO1] tritt diese
Korrelation auch in der Wandgrenzschicht eines mit Uberschall durchstrom-
ten Kanals auf. Die GleichungB.36ist somit nicht im gesamten Stromungsfeld
anwendbar und muss fiir den Ziindbereich angepasst werden.

Dieser Abschnitt hat gezeigt, dass eine Korrelation zwischen Temperatur-
und Dichtefluktuationen existiert, welche wesentlich einfacher aufgebaut
ist als die von Baurle und Girimaji [BGO3] vorgeschlagene Temperatur-
Spezies-Korrelation. Im Gegensatz zur Temperatur-Spezies-Korrelation wird
die physikalische Richtigkeit der Temperatur-Dichte-Korrelation durch DNS-
Ergebnisse bestdtigt. Ausgehend davon kann in Zukunft ein Modell entwi-
ckelt werden, welches die Temperatur-Dichte-Korrelation auch fiir den, fiir
die Uberschallverbrennung wichtigen, Ziindbereich modelliert. Nur die exak-
te Kenntnis der Temperaturfluktuationen rechtfertigt die Anwendung dieser
Korrelation, da der numerische Aufwand, durch die nun nicht mehr vonein-
ander unabhéngigen Spezies- und Temperatur-PDE stark ansteigt.

72



4 Tabellierung

4.1 Grundidee

Schonim 15. Jahrhundert wurden von Astronomen Tabellen genutzt, um Wer-
te trigonometrischer Funktionen, welche sehr umstandlich zu berechnen wa-
ren, auf einfache Weise abzufragen. Verbreitete Anwendung erfuhren mathe-
matische Tabellen in allen Bereichen der Wissenschaft und des Ingenieurwe-
sens, bis sie durch elektronische Rechner abgeltst wurden. Ein Beispiel einer
tabellierten Funktion ist die Exponentialfunktion in Gleichung@.1], welche als
Potenzreihe aus unendlich vielen Summanden besteht.
® 1

ef=) —x" (4.1)

Schon die Berechnung der ersten Terme dieser Potenzreihe war sehr miihsam,
so dass eine Wiederverwendung einmal berechneter Werte sinnvoll erschien
(siehe Abbildung@.T]).

Die Exponentialfunktion ist eine nichtlineare Funktion einer Variablen und
kann daher in einer eindimensionalen Tabelle abgelegt werden. Die Abfra-
ge der Tabelle kann prinzipiell auf zwei Arten geschehen: Entweder wird der
ndchstgelegene Tabellenwert gewdhlt oder zwischen den Tabellenwerten in-
terpoliert. Zu beachten ist, dass der Aufwand fiir die Extraktion der Daten aus
der Tabelle heraus deutlich geringer sein sollte als die direkte Berechnung. An-
dernfalls wiirde die Tabellierung ihren Sinn verlieren.

Seit dem Einzug der Computer ist die Tabellierung von Daten eine gebrduchli-
che Anwendung. In der Informatik wird eine Tabelle zum speichern und wie-
der auslesen von Daten als look-up Tabelle bezeichnet. Die allgemeine Auf-
gabe besteht darin, Rechenzeit einzusparen. Das ist auch in dieser Arbeit der
zentrale Gedanke, da die numerische Berechnung detaillierter Chemie einen
enormen zusdtzlichen Zeit- und somit Kostenaufwand innerhalb einer CFD-
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x ez Logio(e®) ez
2.00 | 7.3831 0.86859 | 0.135335
2.01 7.4633 .87293 . 133989
2.02 1. 7.8383 " 87727 .132655
2.03 7.6141 .88162 . 131336
2.04 | 7.6906 .88596 . 130029
2.0 | 7.7679 0.89030 | 0.128735
2.06 | 7.8460 .89465 .127454
2.07 | 7.9248 .89899 .126186
2.08 | 8.0045 .90333 . 124930
2.0 | 8.0849 .90768 . 123687
2.10 | 8.1662 0.91202 | 0.122456
2.11 8.2482 .91636 21228
2.12 1. 8.3311 " " . 93070 120032
2.13 | 8.4149 .92505 .118837
2.14 | 8.4994 .92939 .117655

Abbildung 4.1: Auszug aus einer Tabelle mit Exponentialfunktionen aus ei-
nem mathematischen Tabellenwerk von 1941 [Hod41].

Simulation darstellt. Die Verwendung einer look-up Tabelle bringt neben dem
Vorteil der Einsparung von Rechenzeit immer zwei mehr oder weniger rele-
vante Nachteile mit sich. Zum einen der dabei entstehende Ndherungsfehler
und zum anderen der fiir die Tabelle notwendige Speicherplatz.

Wihrend das Thema Speicherplatz fiir viele Anwendungen unkritisch ist, be-
notigt die in dieser Arbeit verwendete hochdimensionale Tabelle einen nicht
unerheblichen Teil des Arbeitsspeichers und steht damit in Konkurrenz zum
parallel laufenden CFD-Verfahren. Zusammenfassend kann die Verwendung
einer look-up Tabelle wie folgt beschrieben werden: Es wird der Vorteil der
kiirzeren Rechenzeit gegen den Nachteil des hoheren Speicherplatzes ge-
tauscht, wobei eine gréRere TabelleEl einen kleineren Fehler der Ndherungs-
l6sung bedeutet.

ldurch eine groRere Anzahl von Stiitzstellen
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4.2 Tabelleninhalt

4.2.1 Thermo-chemische Variablen

Die hier verwendete hochdimensionale Tabelle fiir die Wasserstoffverbren-
nung enthilt den thermo-chemischen Zustand ¢(f + At) nach einem Zeit-
schritt Az, wobei der thermo-chemische Zustand durch folgende Variablen
beschrieben wird:

—

¢ = (T, coz, CN2, CH2, CH20) €O, CHy COH> CHO2, CH202) - (4.2)

Darin sind T die statische Temperatur und cx die molare Konzentration der
Spezies X. Der Zeitschritt entspricht dem physikalischen Zeitschritt des CFD-
Losers. Dieser neue Zustand zum Zeitpunkt ¢ + At entspricht der realen Ande-
rung des Gasgemischesﬁ. Diese Anderung wird in einem nulldimensionalen
Konstant-Volumen Reaktor berechnet (siehe Abschnitt.2.7)), da das betrach-
tete Gasgemisch auf ein Finites Volumen begrenzt ist und dieses in der vom
CFD-Loser entkoppelten Verbrennungsberechnung auch nicht verlassen wer-
den kann. Der Druckausgleich mit der Umgebung findet in den darauf folgen-
den Iterationen des CFD-Losers statt.

Der neue thermo-chemische Zustand ist eine Funktion des alten thermo-
chemischen Zustands und der Fluktuationen der thermo-chemischen Varia-
blen:

((Z(t);UT;Uy) — G(t+AL). (4.3)

Genau genommen dndert sich der neue Zustand ¢ (¢ + At) auch mit dem Zeit-
schritt Az. Da dieser Zeitschritt aber pro Tabelle nur einen konstanten Wert
besitzt, ist er auch nicht als Variable auf der linken Seite von Beziehung
aufgefiihrt.

Die Tabellierung der Massenbriiche statt der Spezies wiirde zwar auf den
ersten Blick eine Dimension einsparen (die Summe aller Massenbriiche ist
Eins), jedoch schlie8t die Verwendung aller Konzentrationen dafiir indirekt
den Druck mit in die Tabelle ein. Da der Druck fiir die detaillierte Chemie ein

2im Rahmen der Genauigkeit des verwendeten Reaktionsmechanismus
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wichtiger Parameter ist, besonders in kompressiblen Stromungen, findet er
Eingang in die Tabelle tiber die Konzentrationen der Spezies.

Die Methode, den thermo-chemischen Zustand ¢ (¢ + Af) zu tabellieren, wur-
de das erste Mal von Pope [Pop97|] angewendet und als reaction mapping be-
zeichnet. Dabei wurde dieses Verfahren in einer Monte-Carlo Simulation ver-
wendet, um den Reaktionsfortschritt der zahlreichen Partikel effizient zu be-
schreiben.

Prinzipiell kénnten auch die Quellterme der Erhaltungsgleichungen von Spe-
zies und Energie in einer Tabelle abgelegt werden. Die Tabelle hitte in diesem
Fall dieselbe Anzahl an Dimensionen und auch dieselbe Struktur. Diese Me-
thode wire aber zweifelsfrei langsamer als das hier angewandte reaction map-
ping, da der CFD-Loser bei jeder inneren Iteration (pro Zeitschritt ca. 5 - 10)
in der EnergiegleichungZ.ZTund allen SpeziesgleichungenZ.38 einen nichtli-
nearen Quellterm berticksichtigen miisste.

4.2.2 Konstant-Volumen Reaktor

Um die zeitliche Entwicklung eines chemisch reagierenden Gasgemisches
zu beschreiben, wird ein Konstant-Volumen Reaktor verwendet. Dieser ba-
siert auf der momentanen Spezies-Produktionsrate aus Gleichung bzw.
der durch das assumed-PDF Modell modifizierten Gleichung 3.3l Dieser Re-
aktor wird durch folgendes gekoppelte Differentialgleichungs-System erster
Ordnung beschrieben [Tur00]:

AT RTY we— Y5 (hsMwy)

(4.4)
dz Zi\fl (Cs(cp,s - %))
des W 4.5)
de '

Die Gleichungen .4l und .5 des Konstant-Volumen Reaktors werden mit der
Methode von Rosenbrock [PTVF92] gel6st, welches ein mehrstufiges Runge-
Kutta Verfahren enthdlt, das fiir steife chemische Gleichungs-Systeme geeig-
net ist.
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Rein formal ist die Anwendung eines solchen Reaktors auf ein PDF Mo-
dell zwar widerspriichlich, da der thermodynamische und chemische Zu-
stand per Definition rdumlich konstant sein muss, eine Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktion aber (unendlich) viele unterschiedliche Zustinde ab-
bildet. Mathematisch betrachtet dndert sich aber das zugrunde liegende
Differentialgleichungs-System nicht, lediglich der Betrag der Produktionsra-
ten - dhnlich als wiirde ein anderer Reaktionsmechanismus implementiert.
Um dennoch auf den formalen Unterschied hinzuweisen, wére die Bezeich-
nung Pseudo-Konstant-Volumen Reaktor préziser.

4.3 Tabellenstruktur

Wie schon oben erwédhnt, besitzt die Tabelle fiir eine Exponentialfunktion nur
eine Dimension, da nur eine Variable den Wert der Exponentialfunktion be-
stimmt. Die Tabellierung einer Funktion mehrerer Variablen bedeutet daher
auch eine mehrdimensionale Tabelle. Diese kann rechnerintern als Array oder
auch als Baumstruktur [Pop97|] abgelegt werden. Die hier verwendete Tabelle
besitzt 12 Dimensionen: die zehn Variablen des thermo-chemischen Zustands
aus Gleichungld.2 plus den zwei Parametern oy und o 7, welche die turbulen-
ten Fluktuationen von Spezies und Temperatur beschreiben.

Diese hohe Anzahl der Dimensionen macht eine direkte Ablage in einem 12-
dimensionalen Array nicht mehr méglich, da dies Speicheranforderungen im
Terra-Byte Bereich bedeuten wiirde. Dieses Problem kann umgangen werden,
indem nur die physikalisch sinnvollen Zusténde tabelliert werden. Dieser rea-
lisierbare Bereich ist ein kleiner Unterraum im gesamten 12-dimensionalen
Gebiet [Lyu05].

Die Bestimmung und Tabellierung des physikalisch sinnvollen Unterraumsist
nicht trivial und kann mit verschiedenen Ansdtzen erfolgen. Als Beispiel sei
wieder die tabellierte Exponentialfunktion erwdhnt, deren Tabelle nur einmal
erstellt wird und immer wieder verwendet werden kann. Die Erstellung erfolgt
somit vor dem Verwendungsprozess, also im sog. preprocessing. Eine mit ei-
nem Preprozessor erstellte Tabelle des physikalischen Unterraums der H,-0O,-
Verbrennung wurde von Lyubar [Lyu05] implementiert. Trotz der anspruchs-
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Cy

Abbildung 4.2: Dreidimensionale in situ Tabelle mit dquidistanten Stiitzstel-
len.

vollen Algorithmen enthielt die Tabelle nicht alle von der Simulation ben6-
tigten Datenﬁ, da eine vorherige Abschdtzung des spédter benétigten physika-
lischen Unterraums sich nicht als hundertprozentig zuverldssig erwiel8. Der
Preprozessor berechnete aus einem plausiblen Feld von thermo-chemischen
Startzustdnden deren zeitliche Entwicklung mittels reaktionskinetischer Glei-
chungen. Die durch Transportvorgidnge (Diffusion und Konvektion) in einer
mehrdimensionalen, komplexen Strémung erzeugten Zustdnde, zum Beispiel
eine lokale Mischung aus verbranntem und unverbranntem Gas, konnten da-
bei nicht erfasst werden.

Die Alternative zum Preprozessor ist die sog. in situ Tabellierung. Dabei ist
zu Beginn der Berechnung, in diesem Fall der CFD-Simulation, die Tabellen-
struktur vorhanden, die Tabelle selbst ist aber noch leer. Sie wird erst wéh-
rend der Rechnung mit Daten gefiillt. Dadurch wird vor allem sicher gestellt,
dass wirklich alle auftretenden thermo-chemischen Zustidnde tabelliert wer-
den. Zudem werden nur die Daten gespeichert, die tatsdchlich in der Simula-
tion benotigt werden, womit die Tabelle die kleinstmogliche Grof$e annimmt.
Abbildung B2 zeigt ein Beispiel einer dreidimensionalen in situ Tabelld]. Die

3die Quote der fehlenden Tabelleneintrige war < 1%
*hoch-dimensionale Tabellen stellen in der algorithmischen Umsetzung kein Problem dar, wohl aber in der
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Abbildung 4.3: Aquidistante versus nicht-dquidistante Diskretisierung.

Quader stellen den Bereich dar, innerhalb welchem Daten tabelliert wurden.
Jeder Quader begrenzt einen Bereich im Zustandsraum, in welchem ein Ta-
belleneintrag seine Giiltigkeit besitzt. Da diese Tabelle nur schwach besetzt
ist, enthdlt sie nur einen Bruchteil der kompletten Tabellendaten und redu-
ziert damit den Speicherplatz.

Fiir die Aufteilung der Stiitzstellen in einer Tabelle gibt es verschiedene An-
sdtze. Die einfachste Variante sind dquidistante Stiitzstellen. Eine weitere
Moglichkeit sind variable Schrittweiten, die an die Kriimmung der Funkti-
on angepasst sind. So kann zum Beispiel eine Sinus-Funktion an den Stel-
len der Extremwerte kleinere Schrittweiten aufweisen und somit den Feh-
ler durch Interpolation verringern (siehe Abbildung@.3). Ein unstrukturiertes
und anspruchsvolles Tabellierungs-Verfahren wurde von Pope [Pop97] imple-
mentiert. Statt dquidistanter Stiitzstellen wurden multidimensionale Spha-
ren kreiert, deren Ausdehnung automatisch durch den lokalen Interpolati-
onsfehler bestimmt wurden. Dieser elegante Ansatz hatte aber den Nachteil,
dass ein bestimmter Punkt im Zustandsraum nur durch aufwendige Matrix-
Operationen der entsprechenden Sphére zugeordnet werden konnte, was den
Zugriff auf die Tabellendaten wieder verlangsamt hat. Dieser Nachteil wird in
der hier verwendeten Tabelle umgangen, indem die multidimensionale Ta-
belle in dquidistante bzw. bereichsweise dquidistante Zellen zerlegt wird. Ab-
bildung(.4l zeigt ein Beispiel einer zweidimensionalen Tabelle, in welcher ein

graphischen Darstellung
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24 f(c.,c)

) Zelle

2,1 Koordinaten

-
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Abbildung 4.4: Zweidimensionale dquidistante Tabelle.

Funktionswert abhdngig von den Konzentrationen c¢; und ¢, tabelliert wird.
Jedem Bereich zwischen vier Eckpunkten, hier Zelle genannt, konnen auf ein-
fache Weise seine Koordinaten zugordnet werden, so dass er schnell und ein-
deutig wiedergefunden werden kann. Die c;-Koordinate wird mit

ky = {01 - Cl,oJ

Ac (4.6)

bestimmt, wobei Ac; der Abstand der Stiitzstellen auf der c;-Achse ist und
1,0 einen optionalen Minimalwert darstellt, welcher den Wert der Koordina-
te nach unten begrenzt. Dieser Quotient wird auf den ndchsten ganzzahligen
Wert abgerundet, was der Koordinate der gesuchten Zelle entspricht. Wah-
rend mit der ganzzahligen Koordinate der richtige Tabelleneintrag gesucht
wird, werden die verbleibenden Nachkommastellen dazu verwendet, in der
betreffenden Zelle den pridzisen Wert auszulesen (siehe Abschnitt4.4).

4.3.1 Koordinaten in hoher Dimension

Die Verwendung von Koordinaten zum Wiederfinden von Zellen ist eine
schnelle, eindeutige und stabile Vorgehensweise, hat aber bei héheren Di-
mensionen folgendes Problem: Die zweidimensionale Tabelle aus Abbildung
4.4l besitzt wegen ihrer 5x6 Stiitzstellen insgesamt 30 Funktionswerte sowie
(5-1)x(6-1) Zellen. Wird nun eine weitere Dimension benutzt und die Diskre-
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tisierung der Tabelle auf 11 Stiitzstellen pro Achse erhoht, ergibt dies 1000 Zel-
len bzw. 1000 mogliche Koordinaten. Allgemein kann die Anzahl N aller Zellen
bei m Stiitzstellen pro Achse (zur Vereinfachung sei angenommen, dass jede
Achse gleich diskretisiert ist) und beliebiger Dimension ngemall N = (m—1)"
berechnet werden. Dies ergibt bei den hier notwendigen 12 Dimensionen und
angenommenen 10 Stiitzstellen pro Achse eine Anzahl von 2, 8-10'! méglichen
Koordinaten.

Die direkte Implementierung einer solchen Tabelle als multidimensionales
Array ist unmoglich, da diese einen prohibitiv hohen Speicherplatz belegen
wiirde. Dies erkannte auch Pope [Pop97] und entwickelte aus dieser Erkennt-
nis heraus zur Tabellierung eine bindre Baumstruktur, welche theoretisch
auch fiir sehr hohe Dimensionen anwendbar ist (n > 50). Die Umsetzung die-
ser Idee erwies sich aber als nicht unproblematisch. Einen anderen Ansatz
verfolgte Lyubar [Lyu05|. Er argumentierte, dass jeder Punktim Zustandsraum
auf einer Trajektorie liegt, entlang derer er mit direkt angrenzenden Nachbar-
zellen verbunden ist. Wenn jede Zelle ihre 2 x n Nachbarn kennt (verbunden
durch Pointer), kann man sich entlang dieser Trajektorie bis zur gesuchten
Zelle bewegen. Dies hat den Vorteil, dass auch bei h6heren Dimensionen kein
speicherintensives Array benutzt wird. Aber auch dieser Ansatz hatte Nach-
teile: Die Ermittlung aller Nachbarn einer neu kreierten Zelle war aufwendig
und teilweise nicht eindeutig. Auerdem ist eine solche Tabelle nicht konvex,
sondern enthélt , Locher, welche fiir den Such-Algorithmus schwierig zu um-
gehen sind.

Aus diesem Grund wurde eine neue Tabellenstruktur entwickelt, welche in fol-
gendem Abschnitt beschrieben wird.

4.3.2 Hybrider Ansatz

Die Tatsache, dass der physikalisch sinnvolle Bereich bei Verbrennungsvor-
giangen nur ein kleiner Unterraum des gesamten Zustandsraumes ist [Pop97],
fiihrt zu folgendem Ansatz:

Angenommen wird, dass in einem hochdimensionalen, durch karthesische
Koordinaten einteilbaren Raum nur ein paar Dutzend Zustinde vorkommen.
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Um diese Zustdnde abzufragen, bedarf es keiner ausgekliigelten Tabelle, son-
dern es reicht, deren Koordinaten in einer Liste festzuhalten und bei jeder Ta-
bellenabfrage die Liste zu durchsuchen bis die gewiinschten Koordinaten mit
dem entsprechenden Funktionswert gefunden sind.

Enthédlt die Tabelle nun mehrere (Hundert-)Tausend Eintrdge, ist der Auf-
wand, die nun sehr lange Liste zu durchsuchen enorm hoch. Hier kommt nun
der Vorteil eines Arrays ins Spiel: obwohl fiir Dimension n = 10 als unbrauch-
bar bewertet, kann es fiir n < 5 angewendet werden und seine Schnelligkeit
ausspielen. Die Idee ist also, die Vorteile der Liste und die Vorteile des Arrays
zu kombinieren. Bei einer Anzahl von 12 Dimensionen werden zum Beispiel
die ersten zwei Koordinaten in einem Array abgelegt und die restlichen zehn
Koordinaten stehen in den oben beschriebenen Listen, wie in Abbildung &5l
dargestellt. Dies verkiirzt den zeitlichen Aufwand der Tabellenabfrage, da statt
einer sehr langen Liste nun eine sehr viel kiirzere Liste durchsucht werden
muss. Die Kosten dieses Verfahrens sind lediglich der Speicherplatzbedarf fiir
das Pointer-Array, welches je nach Implementierung zwischen zwei und fiinf
Dimensionen haben kann.

Auch an dieser Stelle ist ein Kompromiss zwischen Speicherplatz und Rechen-
zeit einzugehen. Je hoher die Dimensionalitédt des Pointer-Arrays (und damit
dessen Bedarf an Arbeitsspeicher), desto kiirzer sind die zu durchsuchenden
Listen. Werden in einem dreidimensionalen Array die Koordinaten durch un-
abhéingigeﬁ Variablen wie T, co, und cy, belegt, entsteht eine optimale Aus-
nutzung des Arrays. Bei einer in situ erzeugten Tabelle kann gezeigt werden,
dass durch diesen Algorithmus eine Gesamtzahl von etwa 30000 Zellen in eine
durchschnittliche Listenldnge von 10 Eintrdgen umgesetzt wird.

4.4 Datenextraktion

Es gibt eine Vielzahl von Methoden, Ndherungswerte aus einer Tabel-
le zu extrahieren. Bei der einfachsten Methode wird direkt der nédchst-
liegende Tabellenwert verwendet, was einer Genauigkeit 0. Ordnung ent-

5Alle Radikale kénnen als voneinander abhingige Variablen betrachtet werden, da sie meistens in einem be-
stimmten Verhéltnis zueinander auftreten.
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Abbildung 4.5: Struktur einer 12-dimensionalen Tabelle, deren Koordinaten
in zwei Array- und zehn Listen-Koordinaten aufgeteilt sind.

spricht. Dieser schnellen aber ungenauen Vorgehensweise stehen an-
spruchsvollere und exaktere Varianten in beliebiger Ordnung gegeniiber.
Da Interpolations-Schemata héherer Ordnung, wie die Lagrange- oder die
Hermite-Interpolation, sehr komplex sind und diese Verfahren in zwei Di-
mensionen schon einen beachtlichen Aufwand bedeuten [HH94], kommen
diese Verfahren in diesem Fall nicht in Frage. In den folgenden Abschnitten
werden zwei unterschiedliche Verfahren 1. Ordnung beschrieben und auf ihre
Vor- und Nachteile in Bezug auf eine hochdimensionalen Tabelle untersucht.

4.4.1 Interpolation

Hier soll der einfachste Interpolations-Ansatz, die lineare Interpolation, be-
schrieben werden, welche eine Genauigkeit 1. Ordnung besitzt. Diese liefert,
wie in Abschnittd.5.21gezeigt werden wird, auch fiir die hier verwendete hoch-
gradig nichtlineare Funktion sehr gute Ergebnisse. Wiahrend bei der linearen
Interpolation in einer Dimension lediglich die Funktionswerte der ,linken“
und ,rechten® Stiitzstelle ben6tigt werden, werden bei allgemeiner Dimen-
sion n alle 2" Eckpunkte eines n-dimensionalen Hyperwiirfels (hier als Zelle
bezeichnet) verwendet. Die dabei entstehende Hyperfldche (im dargestellten

83



Tabellierung

Abbildung 4.6: Approximierter Funktionsverlauf bei einer 2D-Interpolation.

2D-Beispiel auch als Oberfldache interpretierbar) ist in Abbildung B8l an ei-
ner 2D-Interpolation mit vier Eckpunkten bzw. Stiitzstellen zu sehen. Obwohl
diese Flache durch vier Geraden berandet ist, besitzt sie dennoch eine Kriim-
mung und ist wesentlich flexibler bei der Approximation einer Funktion als
eine einfache Ebene. Mit der multilinearen Interpolation ergibt sich folgende
Formel fiir den interpolierten Funktionswert f"*(¥) [Lyu05]:

n

finf(.;C’) = f(WbWZ’---;Wn) =dy+ Zaiwi-l—

i=1

n-1 n n-2 n—1 n
Yoanvivi+ Y Y Y QnaWiVi Vet .. (4.7)
i=1j=i+1 i=1j=i+lk=j+1

Hier wurden die Variablen der Funktion f(X) in lokale, normierte Zell-
Variablen v tiberfiihrt, mit 0 < y; < 1. Der Wert ay ist der Aufpunkt der Zelle
und besitzt den Funktionswert von f (i = 0). Alle anderen Koeffizienten sind
partielle Ableitungen, die aus den Funktionswerten in den Eckpunkten der
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Zelle gebildet werden. Dabei konnen hohere Ableitungen durch Ableitungen
niedrigerer Ordnung substituiert werden:

0= of :f(llfizl)—f(llfizo)

= oy, Ay mit  Ay;=1 “.8
a: = o f = of - ﬁ : 39)
Toyioy; il OWily

Dieses Verfahren liefert ein Polynom mit 2" Monomen. Jedes dieser Mono-
me besitzt die oben beschriebenen Koeffizienten, welche aus den Funktions-
werten an den Stiitzstellen der Zelle berechnet werden. Um den Vorgang der
Datenextraktion zu beschleunigen, werden in der Tabelle statt der 2" Funkti-
onswerte die 2" Koeffizienten abgelegt, so dass deren rekursive Berechnung
nur einmal durchgefiihrt werden muss.

Durch die exponentielle Zunahme der Terme mit der Anzahl der Dimensio-
nen ist die multilineare Interpolation allerdings fiir hohe Dimensionen nicht
mehr praktikabel. Denn durch den hohen Aufwand beim Auslesen der Da-
ten verletzt sie die eingangs erwdhnte Grundvoraussetzung fiir die Anwend-
barkeit der Tabellierung. Werden bei n=5 noch 32 Monome addiert und dabei
80 Multiplikationen durchgefiihrt, sind es bei n=10 schon 1024 Monome und
5120 Multiplikationen pro auszulesender Variablen. Dieser Rechenaufwand
liegt durchaus im Bereich der direkten Berechnung mittels ODE-Solver.

4.4.2 Extrapolation

Wie im obigen Abschnitt gezeigt wurde, ist die multilineare Interpolation nur
fiir niedrige Dimensionen sinnvoll anwendbar, da der numerische Aufwand
exponentiell mit der Anzahl der Dimensionen steigt. Eine Alternative ist die
Vernachldssigung der hoheren gemischten Ableitungen aus Gleichung .7,
was aber gleichzeitig die Genauigkeit dieses Verfahrens herab setzt. Dieses
Problem kann durch die Verwendung der linearisierten Extrapolation beho-
ben werden. Diese sei am eindimensionalen Fall kurz erkldrt: Anstatt zwi-
schen zwei Funktionswerten f(x;) und f(x,) zu interpolieren, werden von ei-
nem Aufpunkt f(xo) aus mit Hilfe der ersten Ableitung f’(x,) die umgeben-
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Abbildung 4.7: Vergleich des numerischen Aufwandes fiir die multilineare In-
terpolation und das linearisierte Extrapolations-Verfahren.

den Funktionswerte extrapoliert. In Abbildung4.9list erkennbar, dass die Ex-
trapolation in der Umgebung des Aufpunkts wesentlich genauer ist als die
Interpolation. Dieses auf dem lokalen Gradienten basierte Verfahren wurde
auch von Pope [Pop97|] auf Verbrennungsprobleme angewendet. Hier steigt
der Aufwand nur linear mit der Anzahl der Dimensionen, was folgende Glei-
chung zeigt:

R .0
FEUR) = [(Fo) + a—)];Ax,-. (4.10)

Durch diese Linearisierung ist eine schnellere Berechnung bzw. Approxima-
tion des gesuchten Wertes moglich, was in Abbildung .7 zu erkennen ist.
Die notwendige Ndhe zum Aufpunkt bedeutet aber kleinere Hyperwiirfel in
der multidimensionalen Tabelle. Dies hat zur Folge, dass mehr Zellen fiir das
Extrapolationsverfahren benotigt werden. Bei hohen Dimensionen bedeutet
das eine sehr hohe Anzahl an Zellen. Um die Anzahl der Zellen in hand-
habbaren Grenzen zu halten, wurde die Tabelle physikalisch sinnvoll nicht-
dquidistant verdndert. Dies ist in Abbildung dargestellt. Dabei wurden

86



4.5 Genauigkeit

4 fo(c1 ’Cz)

olofofe ° ° ° Ze”e

. Koordinaten

olefols| o [(5,.4y |

>
Cc
1

Abbildung 4.8: Zweidimensionale nicht-dquidistante Tabelle fiir das Extrapo-
lationsverfahren.

mehrere Koordinaten-Achsen so aufgeteilt, dass diese dann zwei dquidistante
Bereiche mit verschiedener Schrittweite besitzen. Die h6here Diskretisierung
der Tabelle liegt im sensiblen Bereich der Ziindung (Temperatur relativ nied-
rig, Radikale nicht vorhanden). Im Bereich der groberen Diskretisierungist die
Konzentration der Radikale ausreichend hoch, so dass sich ein Approximati-
onsfehler nicht mehr so stark auf die Ziindverzugszeit auswirken kann.

Auch bei diesen zwei verschiedenen Verfahren der Datenextraktion wurde Re-
chenzeit gegen Speicherplatz getauscht, denn das Extrapolationsverfahren ist
deutlich schneller, benotigt aber dafiir eine héhere Diskretisierung im Zu-
standsraum.

4.5 Genauigkeit

In dem hier implementierten Tabellierungsverfahren entstehen zwei unter-
schiedliche Arten von Fehler. Der erste Fehler wird verursacht durch die Auf-
spaltung des Gleichungssystems fiir reaktive Stromungen, d.h. die Losung von
Stromung und Verbrennung findet nacheinander und nicht gleichzeitig statt.
Der zweite Fehler entsteht durch die Verwendung der Tabelle und der durch
Interpolation bzw. Extrapolation entstehenden Approximation der Losung.
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4.5.1 Operator Splitting

Der Ansatz, die Verbrennungs-Berechnung von der Stromungs-Berechnung
zu entkoppeln und in zwei aufeinander folgenden Schritten zu 16sen, wird
operator splitting genannt. Gleichungen 221 und kénnen wie folgt ver-
einfacht dargestellt werden:

dé (1)

5 = LD+ M (D). (4.11)

Der thermo-chemische Zustand ¢(¢) erfihrt eine zeitliche Anderung auf-
grund von Stromungsprozessen zum einen und chemischer Reaktion zum an-
deren. Der Term .4 (t) steht fiir Mischungs- und Transportprozesse und der
Term % (¢(1)) ist der chemische Quellterm. All diese Prozesse werden durch
ein gekoppeltes, partielles Differentialgleichungs-System beschrieben, wel-
ches im Normalfall durch den CFD-Loser berechnet wird.

Beim hier angewendeten operator splitting wird Gleichung B.17] zuerst vom
CFD-Loser ohne den chemischen Quellterm geltst. Dabei ergibt sich, ausge-
hend vom Startzustand ¢(f,), ein Zwischenzustand ¢(¢*). Nachdem die Stro-
mungsprozesse fiir diesen Zeitschritt berechnet worden sind, kann aus dem
Zwischenzustand mit der Gleichung
d(z")
dt
der thermo-chemische Endzustand nach dem Zeitschritt berech-
net werden. Gleichung beschreibt ein gekoppeltes gewohnliches
Differentialgleichungs-System fiir den sog. Konstant-Volumen-Reaktor (siehe
dazu Gleichungen B.4l und [A.5). Der berechnete Endzustand wird dem Stro-
mungsloser tibergeben, d.h es werden die neue Spezies-Zusammensetzung
und die Temperatur in die jeweilige Gitterzelle zuriickgeschrieben.
Nach Yang und Pope [YP98] besitzt dieser Ansatz einen Fehler 1. Ordnung
im Zeitschritt. Da im Fall einer Uberschallstromung aufgrund der hohen
Geschwindigkeiten die Zeitschritte sehr klein gewdhlt werden miissen
(©(1077s)), hat dieser Fehler aber einen zu vernachlissigenden Einfluss.

=L (") (4.12)

Je nach Formulierung der Energie-Gleichung Z.21] des verwendeten CFD-
Solvers muss die Temperaturerhohung durch Reaktion unterschiedlich be-
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handelt werden. Ist die Energie-Gleichung mit der Enthalpie formuliert, reicht
es aus, die Spezies zuriickzuschreiben, aus welchen eine neue Temperatur
resultiert. Unter Umstidnden kann es auch notwendig sein, den Quellterm
in der Energie-Gleichung zu aktualisieren. Im hier verwendeten CFD-Solver
von FLUENT muss bei kompressiblen Stromungen, wie oben beschrieben,
die Temperatur zuriickgeschrieben werden. Details tiber die Vorgehensweise
konnen bei Lyubar [Lyu05|] gefunden werden.

4.5.2 Approximation

Die zwei verwendeten Mdoglichkeiten zur Extraktion der Daten besitzen je-
weils einen Approximationsfehler. Dieser fédllt bei Interpolation anders aus als
bei der Extrapolation, was Betrag und Vorzeichen betrifft. Dies wird in Abbil-
dung 4.9 deutlich. In beiden Fillen spielt die Diskretisierung der Tabelle fiir
den Betrag der Abweichung eine wichtige Rolle.

Interpolation

Der Fehler bei Verwendung einer eindimensionalen Lagrange-Interpolation
ist gegeben durch

(n+1)
f ) & 1—[ x

fx)-gkx) = )

(4.13)

wobei f(x) die Funktion mit den Stiitzstellen x; ist, die durch eine Funk-
tion g(x) der Ordnung n interpoliert wird. Diese Formel ergibt fiir eine
Interpolations-Funktion 1. Ordnung:

'@
2

fx)—gkx) = (x—x5)(x—xp), (4.14)

mit x, < ¢ < x;,. Hier ist erkennbar, dass der Fehler mit steigender Krimmung
der Funktion f(x), als auch mit wachsendem Abstand x;, — x,, zunimmt. Diese
Folgerungen gelten auch in guter Naherung fiir die multidimensionale lineare
Interpolation, obwohl Gleichung T3 nur fiir eine Dimension angeschrieben
ist. Fiir die Tabelle bedeutet das, dass ein groRerer Abstand der Stiitzstellen
einen grolleren Fehler verursacht.
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Abbildung 4.9: Qualitativer Unterschied zwischen dem Interpolations- und
Extrapolationsfehler dargestellt an einer Exponentialfunktion.

Dieser Fehler kann besonders gut untersucht und illustriert werden, indem
ein Ziindvorgang in einem nulldimensionalen Reaktor berechnet wird, ein-
mal direkt und einmal mittels einer Tabelle. Dazu werden, 4hnlich der Anwen-
dung mit einem CFD-Solver, sehr kleine Zeitschritte gewdhlt. Bei der direkten
Berechnung ist der thermo-chemische Zustand zum Zeitpunkt (t, + At) gleich
dem Zustand t, des darauffolgenden Zeitschritts. Bei der Berechnung mittels
Tabelle wird fiir den Startzustand der entsprechende Hyperwiirfel berechnet
und darin soviele Zeitschritte interpoliert, bis eine Variable den Giiltigkeits-
bereich dieses ersten Tabellenelements verldsst und ein neuer Hyperwiirfel
erzeugt werden muss. Dies geschieht solange, bis die Produkte einen statio-
ndren Zustand erreichen.

Da der Ziindprozess in den meisten thermo-chemischen Variablen eine expo-
nentiellen Zunahme bedeutet, ist bei der Interpolation ein Fehler mit positi-
vem Vorzeichen zu erwarten, was in Abbildung 4.9 anschaulich gezeigt wird.
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4.5 Genauigkeit

Dies ist auch in Formeld.T4]zu erkennen, denn die zweite Ableitung ist in die-
sem Fall positiv. Eine Uberschitzung beinahe aller Variablenﬁ bedeutet eine
kiirzere Ziindverzugszeit. Diese theoretische Betrachtung wird eindrucksvoll
in Abbildung bestétigt: alle interpolierten Reaktionsverldufe zeigen eine
schnellere Reaktion als der korrekte Verlauf. Auerdem besitzt die Tabelle mit
der grobsten Diskretisierung (siehe Tabelle A.1T) die grof$te Abweichung.

Die Wahl der Diskretisierung ist von groller Bedeutung, was den Speicher-
platzbedarfund die Genauigkeit der Tabelle betrifft. Eine gleichmaRig bessere
Diskretisierung aller 12 Achsen wiirde zwar die Genauigkeit erhohen, aller-
dings auch den Speicherplatzbedarf der ohnehin gro8en Tabelle exponentiell
anwachsen lassen. Da die unterschiedlichen Variablen mit verschiedener Sen-
sitivitdt auf das Ergebnis reagieren, ist es sinnvoll, die Diskretisierung den je-
weiligen Variablen anzupassen. Als wichtigste Variablen haben sich die Tem-
peratur und die Radikale H, O und OH erwiesen, weshalb auf diesen Achsen
eine hohere Anzahl an Stiitzstellen gewdhlt wurde. Dieses Vorgehen gilt auch
fiir die im folgenden Abschnitt beschriebene Extrapolation.

Extrapolation

Die lineare Extrapolation in einer Dimension geht aus einer abgeschnittenen
Taylor-Reihe hervor. Die (eindimensionale) Taylor-Reihe lautet:
f'(x0) 1" (x0) £ (x0)

(x—xp) +
n!

T o (x—x0)" + R, (x).

(4.15)
Das Restglied R, (x) stellt den Fehler fiir eine an n-ter Ordnung abgeschnittene
Reihe dar

f(x) = f(xo) + (x—X0)% +...+

@
(n+1)!
mit einer zwischen x und x, gelegenen Zahl ¢. Wird die Reihe nach dem Term
mit der ersten Ableitung abgeschnitten, entsteht ein Fehler-Term 2. Ordnung:

[ @)

2!
Der Fehler wachst demnach quadratisch mit dem Abstand (x —x,), wird aber
auch bei kleinem Abstand quadratisch kleiner. Dieses Verhalten ist deutlich in

R,(x) = (x — x0) "V, (4.16)

Ry(x) = (x — Xo)°. (4.17)

6nicht bei den Edukten 02, H, und N,
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Abbildung 4.10: Temperaturverldufe fiir verschiedene Diskretisierungen bei
Verwendung der Interpolation.

Interpolation-1 Interpolation-2

AT [K] 70 50
AO, [mol/cm?] 4x1077 4x1077
AH [mol/cm?] 4x1078 3x1078
AOH [mol/cm3] 3x1078 3x1078
AO [mol/cm3] 3x1078 3x1078
AH, [mol/cm3] 5x10~7 5x1077
AH,0 [mol/cm?) 2x1077 2x1077
AN, [mol/cm?] 1.5x1076 1.5x1076

A7 [-] 0.05 0.05

Aoy [-] 0.01 0.01

Abbildung 4.11: Aquidistante Weiten der Stiitzstellen fiir unterschiedliche
Interpolationstabellen.
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Abbildungl.9sichtbar: Fiir kleine Abweichungen vom Aufpunkt ist der Fehler
deutlich geringer als bei der Interpolation, wohingegen der Fehler fiir gro3e
Abweichungen stark anwichst, und dort die Interpolation ihre Vorteile hat.
Wie oben bereits erldutert, wachsen bei einem Ziindprozess Temperatur und
die meisten der Spezies exponentiell an. Dies fiihrt in Gleichung A.17 zu ei-
nem positiven Restglied, d. h. die lineare Extrapolation unterschétzt den rea-
len Funktionsverlauf, was wiederum in Abbildung[.9 gut zu erkennen ist.

Abbildung zeigt einen Vergleich zwischen der direkten Berechnung des
Temperaturverlaufs und Temperaturverldufen, welche aus verschiedenen Ta-
bellen extrapoliert wurden. Durch die Unterschdtzung der Variablen tendiert
die Extrapolation zu einer Uberschitzung der Ziindverzugszeit. Auch hier
wird wieder deutlich, dass eine bessere Diskretisierung eine kleinere Abwei-
chung vom wirklichen Funktionsverlauf bewirkt. Die Sensitivitdt der Diskreti-
sierung der verschiedenen Variablen ist in Tabelle zu erkennen. Wiahrend
in Extrapolation-1 die Spezies sehr fein diskretisiert werden, ist die Tempera-
tur mit 15 K relativ grob diskretisiert, was eine relativ grole Abweichung be-
deutet. Dagegen wird in Extrapolation-2, trotz der starken Vergroberung auf
allen Spezies-Achsen, ein deutlich kleinerer Fehler erzielt, was mit der besse-
ren Diskretisierung der Temperatur-Achse moglich ist. Darin wird der expo-
nentielle Einfluss der Temperatur deutlich.

Im Folgenden soll gezeigt werden, welchen Einfluss die nicht-dquidistante Ta-
belle auf Genauigkeit und Speicherbedarf hat. Hierfiir wurden Vergleichsrech-
nungen durchgefiihrt, einmal mit hoher Diskretisierung und dquidistanter Ta-
belle und zum anderen mit niedriger Diskretisierung bei nicht-dquidistanter
Tabelle. In Abbildung B.T14] sind die Temperaturverldufe zu erkennen, welche
bei der Ziindung einer stochiometrischen Mischung mit Ty = 1000K entste-
hen. Die dazugehorigen Weiten der Stiitzstellen sind in Tabelle Zu se-
hen. Dort ist Extrapolation-non die Tabelle mit nicht-dquidistanten Stiitzstel-
len auf der Temperatur-Achse und auf den Achsen der Radikale H, OH und O.
Wie in Abbildung .8 dargestellt, wurde die Tabelle am Startpunkt der Ziin-
dung feiner diskretisiert, d.h. die Temperatur im Bereich 800K - 1100K und
die drei Radikale von 0mol/cm?® — 1x10~8mol/cm?®. Am Temperaturverlaufvon
Extrapolation-non ist zu erkennen, dass dieser praktisch identisch ist zu sei-
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Abbildung 4.12: Temperaturverldufe fiir verschiedene Diskretisierungen bei
Verwendung der Extrapolation.

Extrapolation-1 Extrapolation-2 Extrapolation-3

AT [K] 15 2 15
AO, [mol/cm?] 2x1078 2x1077 1x10~7
AH [mol/cm?] 1x10710 1x10~7 1x10~8
AOH [mol/cm3] 1x10710 1x10~7 1x1078
AO [mol/cm?] 1x10710 1x10~7 1x1078
AH, [mol/cm?3] 5x1078 5x1077 1x10~7
AH,O [mol/cm?] 1x1079 1x10~7 1x10°8
AN, [mol/cm?) 1x10~7 1x10~7 1x10~7
AHO, [mol/cm?] 1x10712 1x1079 1x10710
AH,O [mol/cm?] 1x10713 1x1079 1x10710
Al [-] 0.02 0.02 0.02
Aoy [-] 0.01 0.01 0.01

Abbildung 4.13: Aquidistante Weiten der Stiitzstellen fiir unterschiedliche
Extrapolationstabellen.
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nem Pendant von Extrapolation-fein.

Der Nutzen fiir die damit verbundene Reduzierung der Tabellengrolle wur-
de mit Hilfe einer Schar von Trajektorien bestimmt, welche durch minima-
le Variationen am stéchiometrischen Ausgangszustand ¢(f,) erzeugt wurden.
Fiir diese 36 im Zustandsraum nahe beieinander liegenden Trajektorien war
die Tabellengrolie fiir Extrapolation-fein 6561 Hyperwiirfel grof$, wahrend die
Diskretisierung Extrapolation-non nur 1834 Hyperwiirfel gebraucht hat.

Die Auswirkungen der nicht-dquidistanten Diskretisierung sind also durch-
weg positiv, wobei die genaue Weite der Stiitzstellen sicher noch optimiert
werden kann.

Wihrend bei der Interpolation das Gebiet der Approximation eindeutig be-
schriankt ist, und damit auch der Fehler, kann bei der Extrapolation der Fehler
sehr grol$ werden (siehe Abbildung4.9). Dies geschieht bei zu grol3en Stiitz-
stellen und fiihrt zu unphysikalischen Losungen. Mit den in Tabelle und
beschriebenen Weiten der Stiitzstellen ist aber eine stabile Rechnung ge-
wihrleistet.

Sowohl bei der Interpolation als auch bei der Extrapolation zeigt sich eine
leichte Fehlerabhéngigkeit von der Temperatur. Im niedrigen Temperaturbe-
reich, wo die Reaktion langsam ablduft und die Trajektorie der Reaktion sich
sehr lange innerhalb eines Hyperwlirfels aufhélt, ist der Fehler groer. Das
liegt an der Fehlersummation bei wiederholten Approximationen innerhalb
eines Hyperwitirfels. Dieser Effekt wird durch die abweichenden Ziindverzugs-
zeiten in Abbildung erkennbar, wo mit derselben Tabelle, aber unter-
schiedlichen Anfangstemperaturen gerechnet wurde.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Extrapolationsmethode
deutlich mehr Tabelleneintridge erzeugt als die multilineare Interpolation, was
das Finden des richtigen Hyperwiirfels etwas erschwert. Obwohl der einzelne
Tabelleneintrag im Fall der Interpolation deutlich mehr Daten enthélt, ben6-
tigt die gesamte Tabelle (bei vergleichbarer Genauigkeit) weniger Speicher als
bei der Extrapolation. Dafiir ist der numerische Aufwand fiir das Auslesen der
Daten aus der Tabelle bei der Extrapolationsmethode um Gréf8enordnungen
geringer, wodurch diese Methode insgesamt den besseren Ansatz darstellt.
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Abbildung 4.14: Vergleich der Temperaturverldufe von dquidistanter und
nicht-dquidistanter Diskretisierung.

Extrapolation-fein Extrapolation-non Extrapolation-grob

AT [K] 2 2/15 15
AO, [mol/cm?] 2x1078 2x1077 1x1077
AH [mol/cm?®] 1x10710 1x10719/1x1078 1x1078
AOH [mol/cm3] 1x10710 1x1071%/1x1078 1x10°8
AO [mol/cm?] 1x10710 1x10710/1x1078 1x10°8
AH, [mol/cm3] 5x1078 5x1077 1x1077
AH,O [mol/cm?] 1x1079 1x10~7 1x1078
AN, [mol/cm?3] 1x10~7 1x10~7 1x1077
AHO, [mol/cm?3] 1x10712 1x107° 1x10710
AH,0 [mol/cm?®) 1x10713 1x107° 1x10710

Al [-] 0.02 0.02 0.02

Aoy [-] 0.01 0.01 0.01

Abbildung 4.15: Aqui- und nicht-dquidistante Weiten der Stiitzstellen fiir
unterschiedliche Extrapolationstabellen.

96



4.6 Implementierung in FLUENT
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Abbildung 4.16: Ziindverldufe stochiometrischer =~ Mischungen  bei
T = 970K, 1000K und 1050K.

4.6 Implementierungin FLUENT

Der CFD-Loser FLUENT bietet dem Nutzer einige Modelle zur vorgemisch-
ten und nicht-vorgemischten Verbrennung an, aber nicht das hier verwende-
te assumed-PDF Verbrennungsmodell. Dieses Modell musste daher iiber eine
UDF (engl.: user defined function) eingebunden werden. Eine UDF ist ein be-
liebig komplexes Programm, welches in der Programmiersprache C geschrie-
ben ist und dessen kompilierte Bibliothek dem FLUENT-Code hinzugefiigt
wird. Fiir eine numerisch effiziente Berechnung wurde das Verbrennungs-
modell mit dem oben beschriebenen Tabellierungsverfahren gekoppelt. Das
Auslesen der Daten erfolgt iiber die Extrapolationsmethode auf einem be-
reichsweise . Durch die Entkopplung von Strémung und Verbrennung be-
rechnet der CFD-Loéser nur die ,kalte“ Stromung, das hei8t die Konvektion
und Diffusion von Masse, Impuls und Energie, weiterhin die Turbulenz und
die Verteilung aller Spezies. Mit der UDF wird der chemische Reaktionsfort-
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schritt in jedem finitem Volumen bestimmt. Dieser ist abhédngig vom thermo-
chemischen Zustand. Dieser Zustand wird durch die Mittel- und Schwan-
kungswerte von Temperatur und Spezies beschrieben. Nach jedem Zeitschritt
At des CFD-Losers wird die UDF aufgerufen. Diese fiihrt nacheinander fiir
jede Zelle des Simulationsgebietes die Berechnung der chemischen Reakti-
on durch. Die Funktionsweise der UDF ist in Abbildung .17 verdeutlicht.
Nachdem die thermo-chemischen Variablen eingelesen sind, werden diese
in diskrete Tabellenkoordinaten umgerechnet. Diese Koordinaten bezeichnen
einen Hyperwiirfel in der 12-dimensionalen Tabelle, welcher den aus der Zel-
le ausgelesenen thermo-chemischen Zustand enthilt bzw. den Reaktionsfort-
schritt dieser Zusammensetzung fiir den Zeitschritt A¢. Ist dieser Hyperwiirfel
vorhanden, wird das Ergebnis extrahiert und die neuen Werte dem CFD-Loser
tibergeben. Ist dieser Tabelleneintrag noch nicht vorhanden, werden mittels
eines ODE-Losers und den Gleichungen fiir den Konstant-Volumen Reaktor
(sieche Abschnittd.2.7) die Daten fiir einen neuen Hyperwiirfel berechnet und
damit die in-situ Tabelle erweitert. Die zeitliche Entwicklung des reagieren-
den Stromungsfeldes ist in Abbildung.I8 noch einmal dargestellt. Der CFD-
Loser berechnet das gekoppelte Gleichungssystem, ohne direkte Beriicksich-
tigung der chemischen Reaktion, fiir die Stromung von der Zeit £, bis zum
Zwischenzustand t,. Am Ende des Zeitschrittes liest die UDF den thermo-
chemischen Zwischenzustand aus dem Strémungsfeld und berechnet daraus
den neuen thermo-chemischen Zustand zum Zeitpunkt z,,. Der Reaktionsfort-
schritt geschieht mit demselben Zeitschritt Az, den der CFD-Loser verwendet.

Die Effizienz der in diesem Kapitel beschriebenen Tabellierung wird am Bei-
spiel der Simulation einer Uberschallflamme (siehe dazu Abschnitt er-
lautert. Die potenzielle Reduzierung der Rechenzeit ist in Abbildung
zu erkennen, wo der zeitliche Aufwand fiir vier verschiedene Simulationen
verglichen wird. Alle Simulationen wurden auf dem in Abschnitt be-
schriebenen Gitter fiir 50 Zeitschritte mit At=1,0e’s durchgefiihrt. In al-
len Rechnungen wurden die neun Spezies des Jachimowski-Mechanismus
transportiert und ein Zweigleichungs-Turbulenzmodell verwendet. Der oran-
ge Balken zeigt als Referenz-Wert eine FLUENT-Rechnung ohne Verbrennung,
d.h. die Stromung ohne chemische Reaktion berechnet. Den relativen zeit-
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FLUENT UDF
Erhaltungsgleichungen fir: Schleife Giber alle Zellen
Masse, Impuls, Energie, - — — 1 — Bt Einlesen der Variablen (T, Y,, oy, o7)|

Spezies, Turbulenz-Modell  4g— ~
Temperatur-Fluktuationen (c+)
Spezies-Fluktuationen (cy)

Umwandlung in ganzzahlige Koordinaten

1-- Tabelle nach Koordinaten durchsuchen

Hyper-Wirfel gefunden
Ja nein

mit ODE-L6ser die
Gradienten flir neuen
- Hyper-Wiirfel generieren

~ = Tabelle erweitern

o~ Ergebnis extrahieren

- Ergebnis (T, Y;)

t+at ZUriickgeben

Abbildung 4.17: Einbindung des tabellierten assumed-PDF Modells in
FLUENT.

Verbrennung (aus Tabelle): AT, AY

el b,

t, t, t t, ts t
— NN N

URANS mit Zeitschritt At

Abbildung 4.18: Abwechselnde Berechnung von Stromung und Verbrennung.
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D kalte Strémung (100 %)

Verbrennung ohne PDF (468 %)

assumed-PDF Verbrennung (3155 %)

[I tabellierte Verbrennung (106 %)

Rechenzeit

Abbildung 4.19: Relativer zeitlicher Aufwand fiir unterschiedliche Einstellun-
gen der Simulation.

lichen Aufwand fiir eine detaillierte Verbrennungsrechnung ohne Fluktua-
tionen zeigt der blaue Balken. Hier wurde der Jachimowski-Mechanismus
mit seinen neun Spezies und 19 Reaktionsgleichungen in FLUENT imple-
mentiert. Das Losen der zusdtzlichen Reaktionsgleichungen ldsst die Rechen-
zeit stark ansteigen. Der wesentlich hohere numerische Aufwand, welcher
fiir die Berechnung der PDF notwendig ist, wird am gelben Balken deutlich.
Da ein solches Modell in FLUENT nicht verfligbar ist, ist die zusétzliche Re-
chenzeit mit einem Faktor 8,3 abgeschétzt. Dieser zeitliche Faktor wurde aus
Reaktionsreaktor-Rechnungen ermittelt (Reaktor siehe Abschnitt wel-
che mit dem assumed-PDF Verbrennungsmodell durchgefiihrt wurden und
zum Vergleich mit einem Arrhenius-Ansatz ohne Fluktuationen. Der griine
Balken zeigt den zeitlichen Bedarf des mittels Tabellierung implementier-
ten assumed-PDF Verbrennungsmodells, wobei hier vom idealen Fall einer
voll entwickelten Tabelle ausgegangen wird. Nach jedem Zeitschritt des CFD-
Losers wird der thermo-chemische Zustand ausgelesen, der neue Zustand ex-
trapoliert und wieder zurtick auf die FLUENT-Variablen geschrieben. Dieser
Vorgang erhoht die Rechenzeit der CFD-Simulation nur um 6% und ist damit
sogar deutlich schneller als die detaillierte Verbrennung ohne Fluktuationen.
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5 Ergebnisse und Diskussion

Im folgenden Abschnitt wird das in KapitelBlbeschriebene assumed-PDF Ver-
brennungsmodell in Kombination mit der in Kapitel @ beschriebenen Tabel-
lierung an einer nicht-vorgemischten Uberschallflamme getestet. Zuvor aber
wird die Uberschallverbrennung in einem Flammenregime-Diagramm einge-
ordnet und gezeigt, dass der in der Literatur beschriebene Bereich kritisch be-
trachtet werden muss.

5.1 Uberschallverbrennung im Borghi-Diagramm

Wie in den Abschnitten 241 und beschrieben, existieren
Flammenregime-Diagramme fiir die vorgemischte und nicht-vorgemischte
Verbrennung. In der Praxis haben sich aber nur Diagramme durchge-
setzt, welche die vorgemischte Verbrennung abbilden. Dies geht auf die
schon vorher erwdhnten Schwierigkeiten mit den Parametern der nicht-
vorgemischten Verbrennung zuriick, welche nur schwer abschétzbar sind.
In der Literatur sind nur sehr wenige Vermerke zum Thema Uberschallver-
brennung im Flammenregime-Diagramm zu finden. Einer dieser Hinweise
ist ein oft zitierter Artikel von Libby und Williams [[W94], wo in einem
Borghi-dquivalenten Diagramm ein wahrscheinlicher Bereich fiir Uberschall-
verbrennung gekennzeichnet ist. Dieser Bereich ist in Abbildung B.1] in ein
Borghi-Diagramm transformiert und rot umrandet dargestellt. Obwohl in den
meisten Uberschall-Brennkammern der Treibstoff direkt eingediist wird, und
somit nicht-vorgemischte oder zumindest teilweise vorgemischte Verbren-
nung herrscht, wird trotzdem ein Borghi-Diagramm wie bei vorgemischter
Verbrennung verwendet [LW94,/Gab96,0ev00,1B06]. Borghi [Bor88] argumen-
tiert wie folgt: Obwohl die laminare Flammengeschwindigkeit und -dicke hier
keine Bedeutung haben, werden lokal Brennstoff und Oxidator durch tur-
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Abbildung 5.1: Borghi-Diagramm mit wahrscheinlichem Bereich fiir Uber-
schallverbrennung nach [LW94].

bulenten oder diffusiven Transport gemischt und die Verbrennung findet in
einer stochiometrischen Schicht statt. Dieser wiederum kann ndherungswei-
se die charakteristische Geschwindigkeit S; und die charakteristische Lange
01 zugeordnet werden. Durch diese Abschdtzung verlieren die Grenzlinien
Da =1 und Ka =1 ihre Schérfe und sind nur noch als grobe Trennungslinien
zwischen den verschiedenen Flammenregimen zu verstehen.

Der urspriinglich von Balakrishnan [Bal92] beschriebene Bereich fiir Uber-
schallverbrennung wird begrenzt durch die Linien Da =1 und einem wahr-
scheinlichen Spektrum an turbulenten Reynolds-Zahlen mit 50 < Re; < 5000.
Im folgenden Abschnitt soll gezeigt werden, dass dieser Bereich nicht ganz
korrekt ist. Anhand von einfachen Uberlegungen wird eine Erweiterung dieses
Bereichs vorgeschlagen. Wihrend die fluidmechanischen Grenzen, also die
turbulenten Reynolds-Zahlen, ein sinnvolles Gebiet abdecken, sind die Gren-
zen fiir die Flammenstruktur falsch gewdhlt. Die Damkdhler-Zahl Da = 7/ 7,
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5.1 Uberschallverbrennung im Borghi-Diagramm

welche, wie schon in AbschnittZ.4. TIbeschrieben, das Verhaltnis aus turbulen-
ten zu chemischen Zeitmal$ darstellt, kann mittels GleichunglZ.-48 abgeschitzt
werden. Das chemische Zeitmal} 7, wird mit der Gleichung

_ o

=5, (5.1)

Tc
berechnet, mit den Werten 6;~0.3mm und SleOm/sﬂ einer laminaren
Wasserstoff-Flamme. Das turbulente Zeitmall der makroskopischen Wirbel
kann mit der Ndherung [Hir05]

1 k

= —— 5.2
4,98 € (5.2)

To
abgeschitzt werden. Die Werte fiir k und € kommen aus dem Stromungsfeld
der Uberschallflamme, die im folgenden Abschnitt genauer beschrieben wird.
Das daraus resultierende sehr kleine turbulente Zeitmal} kann mit dieser al-
ternativen Abschédtzung bestétigt werden:

ly

TO ~ , (5.3)

/
urms

in welcher die gemessenen Werte (lp = 3,4mm —7,9mm; u;, .~ 200m/s) aus

dem Experiment von Cheng et al. eingesetzt werden. Damit ergibt sich eine
Damkohler-Zahl von
0,4<Dac<5. (5.4)

Diese Damkohler-Zahl liegt deutlich unter dem Wert Eins, und das trotz der
sehr hohen laminaren Flammengeschwindigkeit. Betrachtet man die Ver-
brennung von Kohlenwasserstoffen, zum Beispiel von Methan, kénnen auf-
grund der vergleichbaren Flammendicke 8, aber der viel niedrigeren Flam-
mengeschwindigkeit S; (circa eine Gré8enordnung geringer) auch noch klei-
nere Damkohler-Zahlen auftreten. Dieser Bereich mit Da<1 ist bei der
Deflagration im Unterschall ein Problem (zum Beispiel bei Magermotoren
(WMDO1]), da es dort durch die starke Turbulenz zur Zerstorung der Flam-
menstruktur und damit zu lokaler oder globaler Flammenléschung kommen
kann. Bei der Uberschallverbrennung spielt diese Grenze Da = 1 keine Rolle.
Denn das brennbare Gasgemisch, welches durch die Turbulenz stark verriihrt
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Abbildung 5.2: Borghi-Diagramm mit korrigiertem Bereich fiir Uberschallver-
brennung.

ist, befindet sich in einem thermodynamischen Zustand, in dem die Selbst-
ziindung zum Tragen kommt. Somit ist ein Verléschen durch turbulenten Ein-
fluss nicht méglich. Dafiir besteht im Uberschall aber die Méglichkeit, dass
aufgrund der Gasdynamik eine Flamme erlischt: Befindet sich die Flamme in
einer expandierenden Stromung, kann sie durch die damit verbundene Ab-
senkung der statischen Temperatur verloschen.

Neben der Abgrenzung hin zur stark geriihrten Flammenfront bedarf die Ab-
grenzung zur schwach gestorten Flammenfront ebenfalls einer Anderung.
Wie in Abbildung B.1] zu sehen ist, erstreckt sich der vorgeschlagene Bereich
weit unterhalb der Linie Ka = 1 und sogar noch bis zum Bereich laminar ge-
winkelter Flammenfronten. Mit folgender Uberlegung wird deutlich, dass die-

IDie relativ hohe Flammengeschwindigkeit ergibt sich nach [Pef94] aus der Annahme einer Vorheiztempera-
tur von 800K.
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5.1 Uberschallverbrennung im Borghi-Diagramm

se Grenze unwahrscheinlich ist. Mit der Beziehung [Hir05]

-

2% x Re}’? (5.5)
T

fiir das Verhiltnis der turbulenten Zeitskalen ergibt sich mit den Gleichungen

und folgender Ausdruck fiir die Karlovitz-Zahl:

1/2
Re;

Ka= .
Da

(5.6)

Mit den oben erwdhnten hohen turbulenten Reynolds-Zahlen und der Ab-
schdtzung fiir die Damkohler-Zahl fithrt dieser Ausdruck zu einer Karlovitz-
Zahl von Ka = 1. Die Lingenverhiltnisse der turbulenten Skalen kénnen mit

l
2 = Re¥* (5.7)
U

angegeben werden [Hir05]. Mit einem integralen Lingenmald einer
Uberschall-Brennkammer von 3mm <1y <7mm [CWP*94] ergeben sich
Kolmogorov-Wirbel, die deutlich kleiner sind als die Dicke der laminaren
Flamme. Diese Abschdtzung wird wiederum durch die Angaben von Cheng
(n = 0,01lmm) bestétigt, was bedeutet, dass die Grof3e der Kolmogorov-Wirbel
deutlich geringer ist als die laminare Flammendicke. Damit wird ersichtlich,
dass die Flammenfront keinen pseudo-laminaren Charakter mehr besitzen
kann. Der modifizierte Bereich fiir Uberschallflammen ist in Abbildung
eingezeichnet.

Durch diese Modifikation entféllt der fiir die Flamelets giiltige Bereich un-
terhalb der Linie Ka =1. Flamelet-Modelle eignen sich somit nicht fiir die
Beschreibung der Uberschallverbrennung. Diese Erkenntnis deckt sich mit
den Erfahrungen von Oevermann [Oev00] und Berglund et al. [BWF05]. In
diesen Arbeiten wurde dieselbe Scramjet-Konfiguration untersucht. Wahrend
Oevermann RANS-Gleichungen und ein laminares Flamelet-Modell benutz-
te, wurde bei Berglund et al. eine Large Eddy Simulation mit einem da-
fiir angepassten Flamelet-Modell durchgefiihrt. Beide Autoren kommen zu
dem Schluss, dass die Berechnung der Uberschallverbrennung mittels eines
Flamelet-Ansatzes nicht funktioniert.
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Abbildung 5.3: Schematischer Aufbau des Uberschall-Brenners von Cheng.

5.2 Simulation der Diffusionsflamme von Cheng et al.

Anfang der 90er Jahre, nach Jahrzehnten der Scramjet-Forschung [Sma07],
gab es noch einen Mangel an aussagekriftigen experimentellen Daten zum
Thema Uberschallverbrennung, da solche Experimente eine sehr anspruchs-
volle Messtechnik benétigen. Es bestand aber ein groer Bedarf an einem bes-
seren physikalischen Verstindnis der Uberschallverbrennung, da trotz lang-
jahriger Scramjet-Forschung einige der wesentlichen Fragen noch nicht zu-
verldssig beantwortet werden konnten. Dies lag u.a. an der Erkenntnis, dass
die Brennkammer einen wesentlichen Anteil des gesamten Reibungswider-
standes@ verursacht und deshalb eine kurze Brennkammer eine wichtige
Zielgrofle darstellt. Daraus folgt eine effektive Mischung und Verbrennung
von Luft und Brennstoff auf moglichst kurzer Distanz. Zusitzlich ergab sich
die Frage zur Ziindung und Flammenstabilisierung bei moglichst geringen
Druckverlusten. Aufwendig Experimente mit detaillierten Messungen zur tur-
bulenten Uberschallverbrennung waren notwendig, um die physikalischen
Vorgdnge besser verstehen zu kénnen. Auerdem wurden diese Experimente
fiir einen damals noch jungen Zweig der Wissenschaft interessant: der nume-
rischen Stromungsmechanik. Dort wurden diese Daten zur Validierung von
Verbrennungsmodellen benotigt.

Im Experiment von Cheng et al. [CWP"94] wurden die Mischung und Reaktion

2Die Geschwindigkeit in der Brennkammer ist nur wenige Prozent geringer als die Anstromgeschwindigkeit
[Oda04], allerdings ist die Dichte in der Brennkammer wesentlich hoher als in der Aulenstrémung.
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5.2 Simulation der Diffusionsflamme von Cheng et al.

Austrittsbedingungen Innere Diise AuRere Diise

Mach-Zahl 1 2

Temperatur [K] 545 1250
Druck [kPa] 112 107
Geschwindigkeit [m/s] 1780 1420
Yo, 0,0 0,245

Y, 0,0 0,58
Yi,0 0,0 0,175

Yh, 1,0 0,0

Tabelle 5.1: Zustinde am Austritt des Brenners nach [CWP™94].

in einer axialsymmetrischen H,-Luft Diffusionsflamme im Uberschall unter-
sucht. Es ist das erste Experiment in dem mit einem bertihrungslosen Ver-
fahren Temperatur und Spezieskonzentrationen in einer Uberschallflamme
simultan gemessen wurden. Aufgrund der sehr guten Messergebnisse wurde
dieser Versuch zur Validierung von Verbrennungsmodellen und Reaktionsme-
chanismen in mehreren Arbeiten herangezogen [BG03,/GNAO05,Di 07,/Ger08].
Der Versuchsaufbau ist in Abbildung (.3l skizziert. In der Brennkammer wird
durch Wasserstoffverbrennung ein Heillgasgemisch aus Luft und Wasser-
dampf erzeugt, welches in der angeschlossenen Laval-Diise auf Ma =2 be-
schleunigt wird. In diesem Jet aus heillen Verbrennungsabgasen befindet
sich ein koaxialer Wasserstoff-Jet mit einem Innendurchmesser der Diise von
D =2,36mm und den Austrittsbedingungen Ma = 1 und Re = 15600. Die che-
mischen Zusammensetzungen sowie die Stromungsparameter beider Frei-
strahlen sind in Tabelle .1l beschrieben. Durch die Kombination von Ram-
anstreuung und laserinduzierter Pradissoziations-Fluoreszenz wurden in der
Diffusionsflamme simultan die Temperatur, die Konzentrationen der hdufigs-
ten Spezies (H,, O,, N3, H,0) und die Konzentration des Radikals OH quantita-
tiv bestimmt. Die Messungen wurden in mehreren radialen Profilen stromab
der Diisen vorgenommen. An jedem einzelnen Profilpunkt wurden 500 Laser-
messungen durchgefiihrt, aus welchen die Profile zeitlicher Mittelwerte, als
auch die Profile der Standardabweichung der o.g. skalaren Gro8en, berechnet
werden konnten. Somit ist ein sehr guter Einblick in den thermo-chemischen
Zustand im Stromungsfeld moglich. So existieren nicht nur detaillierte Daten
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Abbildung 5.4: Gitter der Simulation mit den Messebenen des Experiments
(blaue Linien).

tiber Temperatur, Produkte und Edukte, sondern mit dem OH-Radikal eine
wichtige Spezies, welche in der Verbrennungszone entsteht. Das Geschwin-
digkeitsfeld dieser Konfiguration wurde nicht im selben Experiment unter-
sucht, sondern es wurden die Daten aus fritheren Experimenten herangezo-
gen [Dan96]. Dies war moglich, da bei beiden Messungen dieselben Randbe-
dingungen verwendet wurden. Allerdings sind die Ergebnisse der Geschwin-
digkeitsmessung mit gewissen Unsicherheiten behaftet [CWP¥94, [Dan96].
Grund hierfiir sind die Partikel, welche fiir das laseroptische Messverfahren
der Stromung zugesetzt wurden. Diese konnten den hohen Beschleunigun-
genﬁ in der Stromung nicht folgen. Dadurch ist das Stromungsfeld nur ndhe-
rungsweise bekannt.

Das zweidimensionale, rotationssymmetrische Gitter in der Ndhe der Diisen

3von 0 m/s auf 1300 m/s innerhalb von 5 cm (siehe [Dan98])
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5.2 Simulation der Diffusionsflamme von Cheng et al.

Randbedingungen  Innere Diise Aufere Diise

Totaltemperatur [K] 654 1980
Totaldruck [kPa] 212 708
turb. Intensitét [%)] 3 10

int. Lingenmafl [mm] 0,5 4

Yo, 0,0 0,245

YN, 0,0 0,58

Yh,0 0,0 0,175
Y, 1,0 0,0

Tabelle 5.2: Randbedingungen der Simulation.

ist in Abbildungb.4l dargestellt. Das gesamte Rechengebiet besteht aus einem
strukturierten Gitter mit 175500 Zellen. Die Auflosung des Gitters basiert ei-
nerseits auf einer Studie (siehe [Fra08]), in welcher die Parameter Temperatur-
und Speziesvarianz auf Gitterabhdngigkeit untersucht wurden. Andererseits
spielt die Darstellbarkeit von Verdichtungssttllen eine wichtige Rolle, sowie
eine moglichst genaue Berechnung der Wandgrenzschicht in den Diisen. Fiir
das verwendete low-Reynolds-number Turbulenzmodell wurde deshalb die
Diisenkontur mit einem entdimensionierten Wandabstand von y* = 1 ver-
netzt [Flu05}, Wil06]. Ein weiterer Beitrag des Turbulenzmodells ist die Mo-
dellierung der turbulenten Viskositdt, die zur Abschédtzung von turbulenten
Impuls- und Stofftransport benétigt wird. Zusétzlich wird in den Transport-
gleichungen der Varianzen ein turbulentes Zeitmal3 bendotigt. Es hat sich ge-
zeigt, dass ein Reynolds-Spannungs-Modell, trotz des grolleren Aufwandes
fiir dessen Modellierung, keine wesentlich besseren Ergebnisse liefert. Neben
dem Nachteil der sieben zu l6senden Transportgleichungen hat sich dieses
Modell auch als instabil erwiesen. Deshalb wurde mit dem k-w Modell ein
Zweigleichungsmodell verwendet. Durch dieses Modell ergibt sich nach Wil-
cox [Wil06] fiir das inverse turbulente Zeitmald die Beziehung:

E
—=0,09w, 5.8
k (5.8)

welche in die Transportgleichungen fiir oy (iiber Gleichung in Glei-
chung B.14) und o1 (Gleichung B7) einzusetzen ist. Die in der Simulati-
on verwendeten Randbedingungen sind in Tabelle aufgelistet. Als Be-
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dingungen am Austritt des Rechengebietes wurden Standardbedingungen
(po = 1bar, Ty = 300K) angegeben. Die Randbedingungen fiir die GréRen oy
und ot sind an den Diiseneintritten Null und werden erst kurz vor Dii-
senaustritt durch einen lokalen und iiber den Diisenquerschnitt konstanten
Quellterm auf den gewiinschten Wert gesetzt. Das Kriterium fiir korrekt einge-
stellte Varianzen war eine Ubereinstimmung der rms-WerteH von Temperatur
und H,0 mit den experimentellen Daten in Ebene x/D=0,85. Dieses Vorge-
hen ist notwendig, da andernfalls beideﬁ Variablen entlang den Diisen stark
dissipieren wiirden. Ein wesentlicher Punkt bei der Berechnung dieses Expe-
rimentes ist die Berticksichtigung der Radikale im heien Abgasstrahl, weil
diese Radikale einen stark nichtlinearen Einfluss auf die Ziindverzugszeit ha-
ben [LSS02,/Ger08]]. Diese Radikale werden aber nicht am Eintritt der dule-
ren Diise festgelegt (die Randbedingung dieser Spezies ist Null), denn es stellt
sich automatisch, durch den detaillierten Reaktionsmechanismus, ein Gleich-
gewicht aller Spezies entlang der Laval-Diise ein.

Die folgenden Abbildungen zeigen einen Vergleich aller relevanten gemesse-
nen Profile mit den Werten der Simulation. Es werden die Mittel- und rms-
Werte der Temperatur und der Massenbriiche von H,, OH und H,0O darge-
stellt. Um die rms-Werte der Spezies von Experiment und Simulation verglei-
chen zu konnen, wurden alle Messergebnisse in Massenbriiche umgerech-
net [Che08].

Die in Abbildung b.5hl dargestellte Ebene x/D=0,85 liegt stromab in der Ndhe
der Diise und zeigt primér, dass alle verfiigbaren Stromungsvariablen korrekt
vorgegeben wurden. Wichtig ist hier sowohl ein genaues Temperatur-Profil,
als auch eine genaue Vorgabe der Radikale, welche durch den Massenbruch
von OH abgeschitzt werden. Obwohl hier nur das OH-Profil verglichen wird,
enthdlt der Abgasstrahl aufgrund der detaillierten Berechnung der Chemie al-
le weiteren Radikale (H, O, HO;) sowie das Zwischenprodukt H,0O,. Im Dia-
gramm fiir den mittleren OH-Wert ist eine starke Unsymmetrie der experi-
mentellen Daten erkennbar. Diese Unsymmetrie ist in fast allen Diagrammen
vorhanden und wird von den Experimentatoren mit Schwierigkeiten am Ver-

*auBerhalb der Scherschicht
5In der inneren Diise treten nur Temperaturfluktuationen auf, da in reinem Wasserstoff keine Speziesfluktua-
tionen vorkommen kénnen.
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5.2 Simulation der Diffusionsflamme von Cheng et al.

suchsaufbau begriindet. Wahrend die Temperaturfluktuationen in sehr guter
Ubereinstimmung sind, besitzen die Speziesfluktuationen einen lokalen Ma-
ximalwert, der bei H;, etwas und bei H,O deutlich iiber dem experimentell ge-
messenen rms-Werten liegt. Die Ursache ist in der rdumlichen Verteilung der
Variablen oy zu finden, welche nahe dem Punkt maximal wird, wo der Pro-
duktionsterm 22Y (aus Gleichung B14) seinen héchsten Wert erreicht. Die-
ser Term hat seinen maximalen Wert am Ort des hochsten Speziesgradienten,
also in der Scherschicht des Wasserstoffstrahls kurz nach Diisenaustritt (sie-
he Abbildung[.15). Die oben erwdhnte Unsymmetrie in den experimentellen
Daten wirkt sich am deutlichsten im OH-Profil aus, weshalb ein Unterschied
zwischen Experiment und Simulation unvermeidbar ist.

Abbildung b.6 zeigt die Ebene x/D=10,8, welche sich ca. 25 mm stromab der
Diise befindet. Am Temperaturprofil ist zu erkennen, dass dort weder im Ex-
periment noch in der Simulation eine Verbrennung stattfindet. Wahrend die
Temperaturfluktuationen weniger stark anwachsen als die gemessenen Wer-
te, sind die Maximalwerte der Speziesfluktuationen immer noch hoher als im
Experiment. Zwischen den Temperatur-, H,- und H,O-Profilen des assumed-
PDF Modells und dem Arrhenius-Ansatz besteht praktisch kein Unterschied,
nur im OH-Profil ist erkennbar, dass mit dem assumed-PDF Modell etwas
mehr Radikale erzeugt werden.

Die erste Messebene bei welcher im Experiment ein deutlicher Temperatur-
anstieg gemessen wurde liegt bei x/D=21,5 (siehe Abbildung £.7). In dieser
Ebene zeigt auch das assumed-pdf Modell eine maximale Temperatur von
ca. 2000 K. Der Temperaturanstieg ist in der Simulation auf eine schmale re-
aktive Schicht beschrdankt, wohingegen im Experiment ein breiterer Bereich
zu reagieren scheint. Dieses Phinomen wurde auch in anderen Arbeiten be-
obachtet [BG03,/Ger08] und scheint auf das Turbulenzmodell zuriickzufiih-
ren zu sein, da eine hohere turbulente Viskositét eine stdrkere Verteilung der
Verbrennungsgase bewirken wiirde. Die einsetzende Verbrennung ist auch
im H,-Profil zu erkennen. Das H,-Profil des assumed-PDF Modells besitzt
zwar den gleichen Maximalwert wie das Profil des Arrhenius-Ansatzes, es ist
aber schmaler, da die Verbrennung im st6chiometrischen Bereich (Yy; = 0,02)
stattfindet. Die Produktion von Wasser stimmt gut mit den experimentellen
Daten liberein. Dagegen ist die Produktion von OH stdrker ausgeprégt als im
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Experiment, was sich direkt auf die rms-Werte von OH auswirklﬁ.

In den Ebenen x/D=32,3 und x/D=43,1 (siehe Abbildungen und zei-
gen der Arrhenius-Ansatz als auch das assumed-PDF Modell eine ausgepragte
Verbrennung. Der Unterschied zwischen beiden Verfahren ist deutlich gerin-
ger als in den vorherigen Ebenen. Eine gute Ubereinstimmung mit dem Expe-
riment ist in den Temperatur- und H,O-Pofilen erkennbar, aullerdem besitzen
die OH-Profile ein dhnliches Niveau wie im Experiment. Der Wasserstoff ist in
beiden Simulationen in der letzten Ebene praktisch komplett verbrannt, wih-
rend im Experiment noch eine geringe Menge nachgewiesen werden konnte.
Dadurch fallen die rms-Werte des Wasserstoffs auch in dieser Ebene zu ge-
ring aus. Die Temperaturfluktuationen stimmen relativ gut mit den Messun-
gen liberein.

Die Fluktuationen aller Spezies werden maligeblich durch die turbulente Ska-
larenergie oy bestimmt. In Abbildung ist die Entwicklung von realer
und modellierter turbulenter Skalarenergie dargestellt. Die experimentell ge-
messenen Werte besitzen in den Ebenen ohne Verbrennung (x/D = 0,85 und
x/D =10,8) bei oy = 0,023 einen fast identischen Maximalwert, was bedeu-
tet, dass die Speziesfluktuationen relativ konstant sind. Dagegen existiert in
der Simulation bei Ebene x/D = 0, 85 ein sehr hoher Maximalwert (oy = 0,08),
welcher, wie oben schon erldutert, auf den starken Speziesgradienten zuriick-
zufiihren ist. Dieser Maximalwert ist die Ursache fiir die lokalen Spitzen in
den rms-Profilen aller Spezies in Abbildung Anders als im Experiment
verdndert sich in der Simulation die turbulente Skalarenergie entlang der
Strémungsrichtung, denn in Ebene x/D = 10,8 betrdgt der Maximalwert nur
noch oy = 0,015. Dieser Abbau wird durch flachere Speziesgradienten im Stro-
mungsfeld verursacht, wodurch der Produktionsterm 22¥ kleiner wird und
der Dissipationsterm ¥ einen stirkeren Einfluss gewinnt (Gleichung B.14).
Ein konstanter Maximalwert in den ovy-Profilen wurde auch in den Ebenen
x/D =21,5 — x/D =43,1 experimentell ermittelt, also innerhalb der Flamme.
Die in diesen Ebenen berechnete Stirke der turbulenten Skalarenergie ent-
spricht in sehr guter Ndherung den experimentellen Werten, wobei auch hier
eine leichte Abnahme der Maximalwerte entlang der Stromungsrichtung zu

®Die rms-Werte wachsen mit den Mittelwerten bis Y = 0,5, siehe dazu Gleichung[E:20]
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Abbildung 5.5: Mittelwerte und rms-Werte an der Position x/D=0,85.
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Abbildung 5.7: Mittelwerte und rms-Werte an der Position x/D=21,5.
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Abbildung 5.8: Mittelwerte und rms-Werte an der Position x/D=32,3.

116




5.2 Simulation der Diffusionsflamme von Cheng et al.

Temperatur [K]

on 7]

>

2500

2000

1500

-
o
o
o

500
-5

0.025

0.02

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

Mittelwert

y/D

y/D

-5 0 5

y/D

—6— Experiment
assumed-PDH1
Arrhenius

-5 0 5

y/D

rms
500
400
300
200
100
0
-5 0 5
y/D
0.02
0.015
0.01
0.005
0 =
-5 0 5
y/D

0.1
0.08
0.06
0.04 1
0.02 /\/\
0 .
-5 0 5
y/D
0.02
0.015
0.01
0.005
0 .
-5 0 5
y/D

Abbildung 5.9: Mittelwerte und rms-Werte an der Position x/D=43,1.
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Abbildung 5.10: Entwicklung der turbulenten Skalarenergie oy in Stro-
mungsrichtung im Experiment (links) und in der Simulation
(rechts).

erkennen ist. Diese insgesamt gute Ubereinstimmung von simulierten und
gemessenen oy-Profilen wurde mit einer Modellkonstanten Cy = 1,0 im Dis-
sipationsterm Gleichung[3.18 erzielt.

In Abschnitt B.4Tlwurde der Einfluss der Parameter auf die Ziindverzugszeit
dargestellt. Es konnte gezeigt werden, dass je nach Stdrke der Temperatur-
oder Speziesfluktuationen die chemische Reaktion beschleunigt oder ver-
langsamt wird. Die lokale Kombination der Werte o1 und oy bestimmt
den Einfluss des PDF-Modells. Abbildung G.17] zeigt die Auswirkungen des
assumed-PDF Verbrennungsmodells anhand der im Experiment gemessenen
Temperatur- und Speziesfluktuationen. Die durch Symbole gekennzeichne-
ten Zustdnde wurden pro Punkt aus 500 Lasershots statistisch ermittelt. Das
unterlegte Fluktuationsdiagramm liefert eine qualitative Aussageﬂ dartiber,
dass die Auswirkungen primdr eine Beschleunigung der detaillierten Chemie

"Das Fluktuationsdiagramm besitzt in jedem Punkt einen stochiometrischen Ausgangszustand mit
Ty = 1300K, im Experiment dagegen variieren die lokalen thermo-chemischen Zustdnde. Wie in AbschnittBZT]
aber gezeigt wurde, sind die Fluktuationsdiagramme fiir verschiedene Ausgangszustdnde dhnlich.
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Abbildung 5.11: Lokale Temperatur- und Speziesfluktuationen im Experi-
ment von Cheng et al. und deren Auswirkungen auf die
Zindverzugszeit.

bedeuten wiirde. Den stdrksten Einfluss haben die relativ hohen Temperatur-
fluktuationen im Profil x/D = 10, 8. Genau hier zeigt das assumed-PDF Modell
in der Simulation den deutlichsten Unterschied, da die Verbrennung eher ein-
setzt als beim Arrhenius-Ansatz.

Dies wird auch noch einmal im Vergleich der Temperaturfelder beider Simula-
tionen in Abbildungb.T2 deutlich: Durch das assumed-PDF Modell findet die
Ziindung wesentlich friiher statt. Beide Verbrennungsmodelle erzeugen aber
eine abgehobene Flamme. Das Druckfeld ist in beiden Simulationen nahezu
identisch. Eine durch die Uberschallstromung bedingte Stostruktur zeichnet
sich nicht nur im Druckfeld ab, sondern ist auch fiir die im Temperaturfeld
erkennbaren Regionen mit abwechselnd héherer und niedriger Temperatur
verantwortlich. In Abbildung .3 werden das Edukt O, und das Produkt H,O

119



Ergebnisse und Diskussion

50+ >

40+ K] [bar]
2500 l 2.0
1,8

30l 2200
1,6

1900
- 1.4

1600
20+ ‘. 1,2
1200 1,0
10t 0,8
600 Py I 0,6
ol 400 \ﬂ( 04

\ f

Abbildung 5.12: Vergleich der Temperatur- und Druckfelder zwischen
assumed-PDF Modell (jeweils links) und Arrhenius-Ansatz
(jeweils rechts).

x/D

verglichen. Die komplette chemische Umsetzung der Edukte in das Produkt
findet beim Arrhenius-Ansatz auf einem kiirzeren Weg statt, die Flamme beim
assumed-PDF Modell (und auch im Experiment) ist deutlich ldnger. Die Ver-
teilung des Radikals OH und des Zwischenprodukts H,0O, ist in Abbildunghb.T4l
dargestellt. Abgesehen von der rdumlichen Verteilung der Spezies (hervorge-
rufen durch die verschiedenen Ziindpunkte) besteht kein wesentlicher Unter-
schied im Auftreten und im Niveau dieser Speziesmassenbriiche. Schlie8lich
zeigt Abbildungb. Tl die Verteilungen der Variablen oy und o im Stromungs-
feld. Die turbulente Skalarenergie oy besitzt ihren Maximalwert am Austritt
des Wasserstoffstrahls, welcher in Stromungsrichtung stark dissipiert wird. Im
Zindbereich ist eine leichte Zunahme der turbulenten Skalarenergie zu be-
obachten, mit einer anschlieRenden leichten Abnahme von oy stromab. Die
raumliche Verteilung der Temperaturvarianz besitzt einen anderen Charakter:
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Abbildung 5.13: Vergleich der O,- und H,O-Felder zwischen assumed-PDF
Modell (jeweils links) und Arrhenius-Ansatz (jeweils rechts).

An den Diisenaustritten bildet sich in beiden Scherschichten Temperaturfluk-
tuationen aus, die in Stromungsrichtung leicht anwachsen. Im Ziindbereich
und auch innerhalb der Flamme, also an den Stellen mit hohen Temperatur-
gradienten, nehmen die Temperaturfluktuationen zu und werden im oberen
Bereich der Flamme maximal.

In der in diesem Abschnitt durchgefiihrten Simulation einer Uberschallflam-
me wurden die Auswirkungen der Temperatur- und Speziesfluktuationen ei-
nes assumed-PDF Modells untersucht. Als Vergleichsmodell wurde ein ein-
facher Arrhenius-Ansatz ohne Fluktuationen herangezogen. Dieser Ansatz ist
in einer Uberschallstromung insofern denkbar, wenn von einem lokal geriihr-
ten Zustand ausgegangen wird. In diesem Zustand existieren idealerweise kei-
ne rdumlichen Spezies- oder Temperaturgradienten. Somit findet die Reak-
tion gleichmdllig verteilt im Kontrollvolumen statt. Der Vergleich zwischen
den Verbrennungsmodellen (in beiden Fillen wurde mit dem selben Reak-
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Abbildung 5.14: Vergleich des Radikals OH und H,0, zwischen assumed-PDF
Modell (jeweils links) und Arrhenius-Ansatz (jeweils rechts).

tionsmechanismus von Jachimowski [Jac88|] gerechnet) hat ergeben, dass in
der wichtigen Frage des Ziindzeitpunktes das assumed-PDF Modell deutlich
besser abgeschnitten hat. Ziindzeitpunkt und auch die Stédrke aller Fluktua-
tionen sind allerdings abhingig von mehreren zusétzlichen Freiheitsgraden,
welches das assumed-PDF Verbrennungsmodell mit sich bringt. Daher ist ei-
ne Ubertragbarkeit der guten Ergebnisse auf andere Konfigurationen, zu wel-
chen keine extrem detaillierten Messungen wie im Experiment von Cheng et
al. vorhanden sind, eher nicht zu erwarten. Als einer dieser Freiheitsgrade
kann auch der in der Simulation verwendete Reaktionsmechanismus angese-
hen werden. Eine Untersuchung am oben beschriebenen Experiment hat ge-
zeigt [Ger08], dass die Losung stark von der Qualitidt (Anzahl der Spezies und
Reaktionsgleichungen) des Mechanismus abhéngt. Selbst vergleichbar detail-
lierte Mechanismen ergeben leicht unterschiedliche Lésungen. Dennoch bil-
det ein detaillierter Reaktionsmechanismus die Grundlage fiir die Modellie-
rung der Uberschallverbrennung. Die Reaktionskinetik muss betrachtet wer-
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Abbildung 5.15: Riumliche Verteilung der Parameter oy (links) und o7y
(rechts) des assumed-PDF Verbrennungsmodells.

den, weil die Ziindverzugszeit, welche stark nichtlinear von den Variablen
Druck, Temperatur und Gemischzusammensetzung abhdngt, dariiber ent-
scheidet, ob und wie eine Flamme im Reaktionsgebiet brennt.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein Modell erstellt, welches eine effiziente Berech-
nung der Turbulenz-Chemie Interaktion in einem detaillierten Reaktionsme-
chanismus erlaubt. Dieses Modell basiert auf einer hochdimensionalen Ta-
belle, mit welcher effizient die thermo-chemischen Zustande in einer CFD-
Simulation ein- und ausgelesen werden kénnen. Weiterhin wurde die Model-
lierung der Uberschallverbrennung untersucht, indem ein fiir die Anwendung
einsatzbereites assumed-PDF Verbrennungsmodell bewertet wurde. Dieses
Verbrennungsmodell besitzt die Fdhigkeit, die detaillierten chemischen Vor-
giange nicht nur aus den Mittelwerten von Temperatur und Gaszusammenset-
zung zu bestimmen, sondern auch deren Schwankungswerte in die Berech-
nung mit einzubeziehen. Zur Beurteilung dieses Verfahrens wurde das zu Va-
lidierungszwecken durchgefiihrte Experiment von Cheng et al. [CWP™94] her-
angezogen, in welchem exakte Messungen von Mittel- und rms-Wert der reak-
tiven Variablen in einer Uberschall-Jetflamme vorgenommen worden waren.

Der Mechanismus der Flammenstabilisierung in einer Uberschallstromung
ist die Selbstziindung. Die Ziindverzugszeit bzw. die Ziindldnge héngen da-
bei stark von der Temperatur, dem Druck sowie der Gemischzusammenset-
zung ab, weshalb die detaillierte Betrachtung der Chemie unerlésslich ist.
Kleine Verdnderungen der reaktiven Variablen haben einen starken Einfluss
und verdndern spiirbar die Ziindlange. Weil Schwankungen von Temperatur
und Speziesmassenbriichen sich in nichtlinearer Weise auf die Reaktion aus-
wirken, muss eine Berechnung, die nur auf zeitlichen Mittelwerten dieser Va-
riablen basiert, zu Fehlern fiihren. Somit ist die Turbulenz-Chemie Interakti-
on ein wichtiger Mechanismus bei schwach stabilisierten Flammen im Uber-
schall. Fiir die genaue Berechnung der Ziindldnge ist die alleinige Betrach-
tung der zeitgemittelten Temperatur ungeniigend, weil dadurch die meisten
Geschwindigkeitskoeffizienten im Reaktionsmechanismus einen deutlich zu
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kleinen Wert besitzen. Die Verwendung von mittleren Speziesmassenbriichen
geht von einem lokal geriihrtem Zustand aus und vernachlédssigt den Effekt,
dass Brennstoff und Oxidator lokal in ungemischtem Zustand vorliegen kon-
nen. Der verwendete assumed-PDF Ansatz kann diese beiden Unzuldnglich-
keiten eines Ansatzes ohne thermo-chemischer Fluktuationen umgehen, da
eben diese Temperatur- und Speziesfluktuationen modelliert werden. Dieser
Ansatz besitzt daher ein Potential fiir die Verbesserung der Simulation der
Selbstziindung in turbulenten Strémungen.

Das Potential des Verbrennungsmodells wird durch die Berechnung der de-
taillierten Chemie in Kombination mit je einer Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktion fiir die Temperatur und die Gaszusammensetzung erreicht, was nu-
merisch sehr aufwendig ist. Aus diesem Grund wurde eine bestehende Tabel-
lierungsmethode fiir hoch-dimensionale Tabellen weiterentwickelt und auf
die Bediirfnisse des assumed-PDF Modells angepasst. Dafiir wurde ein neu-
er Such-Algorithmus entwickelt und eine alternative Methode fiir einen we-
sentlich schnelleren Datenzugriff implementiert. Das Programm verfiigt iber
eine Schnittstelle zum CFD-Loser FLUENT, konnte aber erfolgreich auch auf
weitere CFD-Lo6ser portiert werden.

Die Untersuchung des Einflusses der Turbulenz-Chemie Interaktion dieses
assumed-PDF Ansatzes ergab eindeutige Auswirkungen der Fluktuationen
von Temperatur und Spezies. Mit steigenden Temperaturfluktuationen wird
die Ziindverzugszeit verkiirzt und mit steigenden Speziesfluktuationen wird
diese verldngert. Beide Variablen haben demnach einen entgegengesetzten
Effekt und schwéchen sich gegenseitig in ihrer Wirkung ab. Zur korrekten
Beschreibung des lokalen thermo-chemischen Zustands gehéren die exakten
Werte von Temperatur- und Speziesvarianz, da sie sich sensitiv auf die lokale
Produktion von Wiarme und Spezies auswirken. Diese Varianzen, deren ge-
nauer Betrag essentiell fiir die korrekte Berechnung der Verbrennung ist, wer-
den durch jeweils eine Transportgleichung bestimmt. Bei der Simulation des
Experiments von Cheng et al. musste eine Modellkonstante innerhalb einer
Transportgleichung leicht angepasst werden, um eine bestmdogliche Uberein-
stimmung mit den experimentellen Daten der turbulenten Skalarenergie oy
zu erzielen. Mit Hilfe dieser Variablen oy konnen alle lokalen Speziesvarian-
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zen und -kovarianzen bestimmt werden. Die Richtigkeit dieser multivariaten
Verteilung wurde bereits in fritheren Arbeiten untersucht [BAH94) I(GNAO5].
Anhand der Entmischung der Luft konnte in dieser Arbeit aber auch gezeigt
werden, dass die Speziesfluktuationen nicht immer einen physikalisch kor-
rekten Hintergrund besitzen.

Fiir die nicht-vorgemischte Uberschallverbrennung, die praktisch nur in
Scramjet-Antrieben relevant ist, wurde ein Bereich im Flammenregime-
Diagramm vorgeschlagen. Dieser Vorschlag ist eine Modifikation des Uber-
schallbereiches im Diagramm von Balakrishnan [Bal92], dessen Arbeit als eine
der ganz wenigen zum Thema Flammenregime von Scramjets gilt. Im modifi-
zierten Flammenregime-Diagramm ist der fiir die Anwendung von Flamelets
giiltige Bereich nicht mehr enthalten, was sich mit den Erfahrungen aus Si-
mulationen anderer Uberschall-Konfigurationen deckt [Oev00, BWF05].

Durch die zahlreichen Koeffizienten in den Transportgleichungen der Varian-
zen ist eine universelle Giiltigkeit nicht zu erwarten. Da dies den Schwach-
punkt dieses assumed-PDF Verfahrens darstellt, ist hier eine Weiterentwick-
lung notwendig. Einen Quantensprung in der Vorhersage von zeitlichen Fluk-
tuationen aller Variablen des Stromungsfeldes liefert die Large Eddy Simulati-
on. Durch die rasante Verbesserung der Hardware riickt dieses Verfahren zu-
nehmend in den Fokus. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung muss nur noch,
wenn tiberhaupt, auf der Subgrid-Ebene bereitgestellt werden, da die groen
turbulenten Strukturen viele wichtige Effekte, wie zum Beispiel die Intermit-
tenz, beschreiben. Von Vorteil wire auch in diesem Fall die in-situ Tabellie-
rung, da sie besonders gut fiir instationdre Verfahren wie die LES geeignet ist.
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A Reaktionsmechanismus

Der in dieser Arbeit verwendete Mechanismus mit seinen acht Spezies
und 19 Reaktionen (siehe Tabelle (A.2)) basiert auf dem Wasserstoff-Luft-
Mechanismus von Jachimowski [Jac88] mit 13 Spezies und 32 Reaktionen und
wurde dem Buch von Gerlinger entnommen [Ger05]. Da auf die Berechnung
von Stickoxiden verzichtet wurde, gentigten die ersten 19 Reaktionsgleichun-
gen der urspriinglich 32 Reaktionen fiir die Simulation der Verbrennung. Die
passive Spezies N, tritt in den ersten 19 Reaktionen nicht explizit auf, son-
dern ist Teil des inerten Dreiersto$-Partners M. Die Effektivitdten bestimmter
StoBpartner zeigt Tabelle (A.1), alle anderen Effektivitdten sind eins. Die Effek-
tivitdten der einzelnen Spezies treten als Parameter £ in Gleichung 3.24 auf.

Reaktionsgleichungen
Dreierstof3-Partner (5) 6) (7) (8) (18)

M=H, 1,0 20 1,0 20 1,0
M=H,0 6,0 6,0 50 16,0 15,0

Tabelle A.1: Effektivitdit der inerten StoBpartner in den betreffenden
Dreierstof3-Reaktionen.
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Reaktion A, [mol,cm;s] n; [-] E; [J/mol]

1) H+0, = OH+O0 2,60-10 0 16800
2 O+H, = OH+H 1,80-10' 1,00 8900
(3) OH+H, = H,0+H 2,20-10"3 0 5150
(4) OH+OH = H,0+0 6,30-10'? 0 1090
) H+OH+M = H,0+M 2,20-10% -2,00 0
6) H+H+M < Hy+M 6,40-10'7 -1,00 0
(77 H+O0+M = OH+M 6,00-10'6 -0,60 0
@8 H+0,+M = HO,+M 2,10-10 0 -1000
9 Hy+0, = HO,+H 1,00-10% 0 56000
(100 HO, +H = OH+OH 1,40-10% 0 1080
(11) HO, +H = H,0+0 1,00-10'3 0 1080
(12) HO,+0O = 0,+0H 1,50-10'3 0 950
(13) HO,+OH = H,0+0, 8,00-10'? 0 0
(14) HO, +HO, = H,0,+0, 2,00-10'? 0 0
(15) H+H,0, = H,+HO, 1,40-10"2 0 3600
(16) O +H,0, = OH+HO, 1,40-10%3 0 6400
(17) OH+H,0, = H,0+HO, 6,10-102 0 1430
(18) H»,0,+M = OH+OH+M 1,20-10% 0 45500
199 0+0+M = 0,+M 6,00-10'3 0 -1800

Tabelle A.2: Gekiirzter Reaktionsmechanismus von Jachimowski.
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