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Einleitung

Liegt die komplexe Ubertragungsfunktion g(s) eines linearen EingréRensystems vor,
so kann ein zugehdriges Zustandsraummodell sofort angegeben werden,
beispielsweise in Regelungsnormalform oder (nach Partialbruchzerlegung der
Ubertragungsfunktion) in Diagonalform. Etwas schwieriger gestaltet sich die Aufgabe
bei linearen Mehrgréliensystemen: Zwar kann man zunachst die einzelnen Elemente
gi(s) der gegebenen komplexen Ubertragungsmatrix G(s) einzeln und unabhangig
voneinander in den Zustandsraum transformieren und dann leicht ein Gesamtmodell
zusammensetzen, jedoch entstehen dabei typischerweise Modelle unnétig hoher
Ordnung’. Abhilfe kann entweder die anschlieRende Durchfiihrung einer
Ordnungsreduktion (siehe z.B. MATLAB: Balancing and Truncation oder Minimal

Realization) schaffen, oder der folgende Vorschlag:

Zustandsraummodell durch Partialbruchzerlegung von G(s)

Angestrebt wird hier die Gewinnung eines Zustandsraummodells in Diagonalform
(Modalform), d.h.
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x=Ax+Bu, y=Cx mit A= : (1)
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Die Ubertragungsmatrix zu diesem Modell kann man anschreiben als

! Unnétig hohe Ordnung bedeutet: Das System besitzt nicht steuer- und/oder nicht beobachtbare
Anteile (oder zumindest sehr schwach steuer- und/oder beobachtbare Anteile). Ein vollstandig steuer-
und beobachtbares Modell heil’t auch Minimalrealisierung des zugehoérigen dynamischen Systems.



n bT
Gls)=2 (@)
i=1 9 Y

worin die Vektoren ¢; die Spalten von C und bl.T die Zeilen von B bezeichnen. Die

dyadischen Produkte cl.bl.T stellen dabei Matrizen vom Range eins dar, die man auch

als Residuenmatrizen bezeichnet. Gleichung (2) stellt eine Partialbruchzerlegung der

Ubertragungsmatrix dar.

Wenn man annimmt, dass die gegebene Ubertragungsmatrix G(s) keine mehrfachen
Pole in ihren Elementen aufweist, so lasst sich eine Partialbruchzerlegung leicht

durchfiihren und lautet

+..+ R ! , (3)
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G(s)=R,

worin die Residuenmatrizen R; bekannt sind.
Ein Vergleich mit (2) zeigt: Genau dann, wenn eine solche Residuenmatrix R; den

Rang eins besitzt, kann sie als dyadisches Produkt cl.biT dargestellt werden.

Besitzen alle Residuenmatrizen R; den Rang eins, so gelangt man von (3) durch
Vergleich mit (2) direkt zu einem Modell (1). Besitzt eine Residuenmatrix aber einen
Rang grofer als eins, so kann sie als Summe mehrerer Rang-eins-Matrizen
dargestellt werden, und mit entsprechender Vielfachheit ist der zugehdrige Pol als

Eigenwert von A vorzusehen.

Hierin liegt also der Grund fur die haufig zu hohe Ordnung von so gewonnenen
Zustandsraummodellen: Bei der Gewinnung von Ubertragungsmatrizen durch
Identifikation wird man in der Regel fur alle Elemente das gleiche Nennerpolynom
ansetzen und identifizieren. Dann werden aber die Residuenmatrizen schon
aufgrund von Messfehlern in der Regel einen Rang > 1 aufweisen, obwohl der
zugehorige Eigenwert im zugrundeliegenden physikalischen System nur in der

Vielfachheit eins auftritt.

Abhilfe kann dadurch geschaffen werden, dass alle Residuenmatrizen, gleich
welchen Ranges, durch Rang-eins-Matrizen angenahert werden: Dazu fihre man

zunachst eine Partialbruchzerlegung der durch Identifikation gewonnenen



Ubertragungsmatrix durch, wie oben angegeben. Nun wird eine Singuléarwert-

zerlegung jeder Residuenmatrix durchgefihrt (Index i weggelassen),
R=TXP", (4)
worin T und P orthogonale Matrizen sind und

> =a’iag{0'1,...,6q} (5)

die absteigend sortierten Singularwerte umfasst. Nun kann die Residuenmatrix R
durch eine Rang-1-Matrix R optimal angenahert werden im Sinne

!
J = spur{(R - R)Y(R - R)" }=min (6)

indem man in (4) die Singularwerte 2 bis g durch Nullen ersetzt (Literatur: Problem

von Eckart-Young). Damit wird
D T
R=tp o, (7)

worin £, die erste Spalte von T und pIT die erste Zeile von P” bezeichnet. (Der
dabei gemachte Approximationsfehler? ist ibrigens

J =spur{R-RYR-R) |=c2 +..+ ol )

Mit den Residuenmatrizen (7) anstelle der urspringlichen resultiert dann ein

Zustandsraummodell der gegebenen Ubertragungsmatrix G sofort zu
x=Ax+Bu, y=0Cx,
mit

T
4 P10,

T
/1 plpo-lp

Dieses Modell ist eine Minimalrealisierung.

2 |st der Approximationsfehler gro, d.h. ist o, nicht wesentlich gréfer als die anderen Singularwerte,
so ist dies ein Hinweis auf einen tatsachlich mehrfachen Eigenwert, und man appriximiert R durch eine

Matrix mit Rang > 1, indem man R in (7) aus mehreren Rang-eins-Matrizen aufbaut, die dann im
Zustandsraummodell zu mehrfachen Eigenwerten fuhren.
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