Zur Storgrolenaufschaltung im Zustandsraum

On Disturbance Feedforward Control by State Space Methods
Boris Lohmann

Zur Unterdrickung des Einflusses aul3erer St6rungen auf die Ausgangs-
groRen eines dynamischen Systemsist der Einsatz einer konstanten Stor-
gr6Renaufschaltung dann die adaquate Maf3nahme, wenn die St6rungen
mel3bar oder beobachtbar sind und tber die Gestalt der St6rgrol3enver -
laufe Vorkenntnisse bestehen. In diesem Falle kann das System so gesteu-
ert werden, daf die S6rungen unbeobachtbar werden und nach Abklin-
gen der Einschwingvorgéange keine Wirkung auf die Ausgange haben.

Ausgehend von Strecken- und St6érmodell wird die Storgr63enaufschal -
tung auf zwei Wegen hergeleitet, zum einen direkt aus der Zustandsdar -
stellung und zum anderen mittels Vollstandiger Modaler Synthese.

Einleitung

Es liege ein lineares zeitinvariantes System mit gleich vielen Stell- wie
Ausgangsgrofien in der gangigen Zustandsdarstellung vor,

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ez(t), (1)
y(t) = Cx(t) (2)

worin x(t) den (n,1)-Zustandsvektor, u(t) den (p,1)-StellgroRenvektor, z(t)
den (r,1)-Storgrofdenvektor und y(t) den (p,1)-Ausgangsgrofenvektor be-
zeichnen und A, B, C, E konstante Matrizen passender Dimension sind.

Ziel ist es, den Einflul® der Storgrofden z(t) auf die Ausgangsgrofien mog-
lichst zu unterdricken. Hierzu bestehen verschiedene Moglichkeiten:

1. In seltenen Fallen wirken die Storungen z schon ohne zusétzliche
Mal3nahmen nicht auf y, und zwar genau dann, wenn alle Spalten von
E als Linearkombination derjenigen Eigenvektoren v von A darstellbar
sind, fir die Cv =0 qilt, [6], - eine sehr restriktive Bedingung.

2. Liegt eine derartige Unstorbarkeit (=Storentkopplung) von y nicht vor,
so kann man versuchen, durch eine konstante Zustandsr tickftinrung
u(t) = - Rx(t) entweder Unstorbarkeit herbeizufiihren (was allerdings
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ebenfalls an restriktive Bedingungen geknipft ist, [6]) oder sogenannte
stationare Unstorbarkeit zu erzielen [8, 9] (was lediglich
rang[B;E] = p+r erfordert). Im Allgemeinen ist die Messung aller

Zustandsgrof3en erforderlich.

. Weitere Mdglichkeiten der Storminderung ergeben sich durch klassi-
sche Regelungsstrukturen, bei denen ein Modell der Stérung(en) in den
Regler integriert wird (Inneres-Modéell-Prinzip, [4]). So sorgt der |-
Anteil eines Reglers im Standard-Regelkreis dafir, dal3 konstante Sto-
rungen z stationdr von y ferngehalten werden. Allerdings beeinfluf3t der
|-Anteil Dynamik und Stabilitatsverhalten tendenziell ungtinstig.

. Da Stérungen bei der letztgenannten Struktur zunéchst bis zu den Sy-
stemausgangen vordringen missen, um im Regler gegensteuernde
Mal3nahmen auszul@sen, ergeben sich dynamische Verbesserungen,
wenn die Storungen z unmittelbar gemessen werden konnen und auf
die Eingange des Systems ruckgefiihrt werden. Eine solche Struktur
heil3t Sorgrofdenaufschaltung [1, 2, 4]. Sie hat sich unter anderem in
einer industriellen Anwendung des Autors hervorragend bewahrt [7].
Neben der verbesserten Schnelligkeit hat die StorgréfRenaufschaltung
den Vorteil, das Stabilitéatsverhalten der Strecke nicht zu verandern, da
keine geschlossenen Wirkungslinien entstehen (Bild 1).
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Bild 1: dynamisches System mit Storgrof3enaufschaltung
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Eine mogliche Ausprégung der StoérgrofRenaufschaltung erhdt man
wie folgt: Man wendet auf (1), (2) die Laplace-Transformation an,
eliminiert X(s) und erhdlt so fir das Ein-Ausgangsverhalten

y(s) =C(dl - A)'1I5:u(s)+g:(sl - A)'lEJz(s). (3)

Gu(9) G, (s)

Mit der Forderung nach Unstorbarkeit, Y(s)=0, erhdt man hieraus
durch Auflosen nach u die dynamische S6rgr6i3enaufschaltung

u(s) =- (G,(s)) "G, (s)(s). (4)

Sie ist mit verschiedenen Nachteilen hinsichtlich Realisierbarkeit und
interner Stabilitat verbunden [4], weswegen man einer statischen Sor-
groRenaufschaltung den Vorzug geben mag. Eine solche ergibt sich,
wenn der Einflul3 der Summe Bu+ Ez in Gleichung (1) minimiert
wird, durch die Wahl u=(B"B) 'B"Ez, siehe [1]. Aufgrund des N&-
herungscharakters dieser Losung kann die verbleibende Wirkung von
z(t) auf die Systemausgange allerdings nicht genau quantifiziert wer-
den, zudem ist das Ruckflihrgesetz nicht invariant gegentiber Zustand-
stransformationen der Systemdarstellung. Alternativ hierzu erhét man
eine statische Storgrofenaufschaltung aus (4),

u(s) =-(G,(0) G,(0)(s) . (5)

Sie sorgt dafiir, dal3 konstante St6rungen flr grol3e Zeiten ausgeregelt
werden, bewirkt also stationdre UnstOrbarkeit. Erst das Wissen
z(t) » const. macht (5) zu einer sinnvollen Variante.

Eine derartige, zumindest grobe Kenntnis typischer StorgrofRenverlaufe
kann oft vorausgesetzt werden. So weil3 man haufig vorab, dal3 auftreten-
de Storungen abschnittsweise konstant sind (oder sich zumindest langsa-
mer andern als die SystemgroRen) oder z.B. harmonische Dauerschwin-
gungen ausfihren, siehe Bild 2. Im ersten Falle folgt die zugehdrige Stor-
groRe der Differentialgleichung z =0, im zweiten Falle gilt T?2+z =0.
Allgemein k6nnen derartige Storungen durch ein Zustandsraummaodell der
Form
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Bild 2. Typische Stérgrol3enverlaufe

WD) = Wow(t) . wity) = w, (6)
S,S (S,l)

z(t) = Z >w(t) (7)
ry (1)

mit leicht zu bestimmenden Matrizen W und Z dargestellt werden. Bild 3
illustriert das Zusammenwirken von Strecke (1), (2) und Stérmodell (6),
(7); die Zustandsgleichungen lauten zusammengefalt

lW(‘b)
— W R
W(t) =Ww(t) >z =0
StorgroéiRe
lX(to) l
X
i | X=AX+ButEz—> C T)
Stell- Ausgangs-
groie grole
Bild 3: Dynamisches System und Stérmodell
X = Ax+EZw+ Bu
w =Ww
y = CX
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oder

ext néA EZéxu éBu

A s = A s A P s , (8)
&l 8o w Bl Sl
s T e
AZ
éxu
=|C O0Ola . 9
y [C ]E\NH 9

Auf Basis dieses Modells soll im folgenden eine konstante S6rgrofien-
aufschaltung entworfen werden, die im Unterschied zu (5) fir beliebige
Stérmodelle (6), (7) Anwendung finden kann. Dazu wird eine konstante
Ruckftihrung des Zustandsvektor w(t) des Stérmodells auf die Stellgréfzen
u(t) angesetzt, gemald

u=-R,w. (10)

Soll aulRerdem auf die Dynamik des Systems (1) eingewirkt werden, das
heil3t Eigenwerte von A verschoben werden, so kann das Ruckfiihrgesetz
(10) z.B. um eine Zustandsruckftihrung R, mit

u=-R,WwW- R X (11)

oder um eine Ausgangsrickfiihnrung erganzt werden. Da durch die Stor-
grolRenaufschaltung (10) keine geschlossene Wirkungslinie, also kein
Regelkreis entsteht, konnen durch R, keine Eigenwerte verschoben wer-

den. Dies wird auch deutlich, wenn man das Rickflhrgesetz (10) in (8)
einsetzt,

6xii _eA EZ- BR, X0
ey €0 wo et
und das charakteristische Polynom bestimmt:
p(s) = det(sl - A)>det(sl - W) ; (13)
esist von R, unabhangig.

(12)

Fir die technische Realisierung der StorgroRenaufschaltung (10) miissen
die Komponenten des Vektors w(t) entweder unmittelbar einer Messung
zuganglich sein oder durch einen Storgrol3enbeobachter [1, 3] geschétzt
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werden. Der Beobachter verwertet dabel alle mef3baren GrofRen (diese
sind nicht unbedingt identisch mit y) und kann haufig als reduzierter Be-
obachter niedriger Ordnung realisiert werden [1].

Bel den folgenden Losungswegen soll nun R, derart bestimmt werden,

dal’3 die Eigenwerte des Si6rmodells, also die Eigenwerte der Matrix W,
unbeobachtbar werden. Dies hat zur Folge, dal3 die Ausgangsgrofien y
nach Abklingen der Einschwingvorgange der restlichen Eigenwerte von
den Stérungen ganzlich unbertihrt bleiben.

L Osungsweq 1

Ausgangspunkt ist das Gesamtsystem (8), (9) mit dem RuUckfiihrgesetz
(10). Mit der Forderung nach Unbeobachtbarkeit eines einzelnen Eigen-
wertes | ist laut dem Gilbert-Kriterium [1, 4] hier die Beziehung
Cy=[C 0Jv=0 fir den zugehérigen Eigenvektor v verbunden. Diese
Forderung soll fir die Eigenwerte des Stérmodells, also fur die Eigen-
werte von W erflllt werden. Indiziert man die Eigenwerte von A mit
1,...,nund die von W mit n+1,...,n+s, so berechnen sich die Eigenvektoren

V.1 V. definitionsgemald aus der Gleichung
n+i -A -EZ+B Vx N+i U
g Rulnil_g 121 g (14)
e O I = W LR/W n+i u
%/_J

Vn+i

In der die Systemmatrix aus (12) verwendet ist. Aus der unteren Teilglei-
chung lassen sich die Tellvektoren v sofort berechnen; sie sind iden-

tisch mit den Eigenvektoren von W. Aus der oberen Teilgleichung von
(14) erhdt man zunéchst die Beziehung

(I n+| A)VX n+i - (EZ BR\N) Wn+l ! (15)

D Vx,n+| _( n+| A) (EZ BR\N) w,n+i? (16)

! Soll nicht (10) sondern (11) Verwendung finden, so ist zundchst R, durch eines der bekann-

ten Verfahren zum Entwurf von Zustandsriickfihrungen zu bestimmen, [1-4], und in den
Gleichungen (14) bis (22) ist mit A- BR, anstelle A zu rechnen.
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mit der noch unbekannten Matrix R,. Einsetzen dieser Beziehung in die
Forderung nach Unbeobachtbarkeit,

exn+|u

[C O] n+i _[C O]e\/ Cvx n+i =0, (17)
Wn+|L
ergibt
C(l puil = A'EZVyphi - C(l piil - A)'BRWV,y pei =0 (18)
) G, (1) ’ ) G,(l) ’

bZW R \Y (Gu(l n+i )) G (I n+|)

WY w,n+

I=1...,S. (19

w,n+ 1

Nebeneinander angeschrieben lassen sich diese s vektoriellen Forderun-
gen zusammenfassen zu

Rw |_an+1 an+sJ_
[G (I n+1)G (I n+1)Z wn+l Gul(l n+s)G (I n+s Wn+s

Wenn die Eigenvektoren v, .,; des Stérmodells linear unabhangig sind
(was hier angenommen werden soll), dann resultiert endgtiltig das

(20)
]

Ergebnis: Die konstante Stor gr 63enaufschaltung u = - R, w mit

=[Gu1(| n+1)G'z(I n+1)ZVW,n+1 G‘ul(I n+s)G (I n+s) Wn+s][vw,n+1 Vw,n+s]-1
(21)
macht die durch W, Z beschriebenen Stérungen unbeobachtbar.

Speziell fur abschnittsweise konstante Stérungen, d.h. W=0 und Z=lI,
folgt das schon aus (5) bekannte Ergebnis

R, =[G,(0)]'G,(0). (22)

Hinreichend fir die Existenz der Losung (21) ist, dal3 die bendtigten Ma-
trizen-Inversen existieren, also dal3 1.) die Eigenwerte | _,. ungleich den

Eigenwerten von A sind, dann namlich ist die Existenz von G, sicherge-
stellt, und dai3 2.) die Eigenwerte | .. ungleich den invarianten Nullstel-

len des Systems (A,B,C) sind, dann namlich existiert sicher auch G_*, [5].
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Halt die gewonnene StorgroRenaufschaltung alle modellierten Stérungen
von y fern? Die Antwort ist: Nur solange sich die Anfangswerte des Stor-
modells nicht andern! Werden sie jedoch durch eventuelle Anregung von
auf3en neu gesetzt, so werden gleichzeitig auch von A herrthrende beob-
achtbare Eigenbewegungen des Systems mit angeregt. Das kommt daher,
dafd ein aus x(t,) =0 und w(t,)* O zusammengesetzter Anfangsvektor

Im allgemeinen nicht als Linearkombination allein der Eigenvektoren v

n+i

darstellbar ist. Folglich werden auch andere Eigenvektoren ausgelenkt,
und die Wirkung der neu gesetzten Anfangswerte klingt mit den (stabil
angenommenen) Eigenbewegungen von A ab. Demnach hdlt (22) zwar
konstante Storungen von y fern, sprunghafte Storungen jedoch bewirken
von Null verschiedene abklingende Vorgangeinyy.

L 6sunqgsweq 2

Ein entsprechendes Ergebnis erhélt man mittels der Vollstandigen Moda-
len Synthese [1, 2]. Die Roppenecker-Formel zur Bestimmung einer voll-
standigen Zustandsrtckfihrung lautet fir das System (8)

R:[pl pn+s][VR1 VR,n+s:|-1 (23)
mit (Az - | RiI)VRi =B,p (24)
bzw. vy =(A,- 1 1) 'B,p,i=1..,n+s. (25)

Hierin kann fur jeden steuerbaren Streckeneigenwert |, ein Regelungsei-
genwert | 5 frei (reell oder paarweise konjugiert komplex) vorgegeben
werden; die sogenannten Parametervektoren p sind ebenfalls frel vor-

gebbar und beinhalten die tber die Eigenwerte hinaus bestehenden Ent-
wurfsfreiheiten. Existiert die in (23) bendtigte Inverse, so verleiht der
erhaltene Regler R dem System (8) tiber das Rickflhrgesetz

éxu
u=-Rx,=-[R, RW]EWLL]:-RXX- R, W (26)

die vorgegebenen Eigenwerte. Die so berechnete Ruckfihrung ist also
vom Typ (11) und gestattet in einem Schritt die Berechnung von R, und

R,. Umdie Analogie zum LOsungsweg 1 aufrechtzuerhalten, soll auf eine
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Verschiebung von Eigenwerten hier aber verzichtet werden. Die Entwurf-
sparameter werden nun in zwei Schritten festgelegt:

a) Um die ersten n Eigenwerte unverandert zu lassen, werden sie gleich
den Eigenwerten von A vorgegeben,

| =1l =1 27)

Die zugehdrigen Parametervektoren werden zu Null gesetzt [2], und
die Regelungseigenvektoren sind dann gemal3 (24) gerade die Eigen-
vektorenvon A,:

p,=0,...,p, =0, (28)

Vg =Vi,eee, Vg, =V, . (29)

b) Die verbleibenden, nicht steuerbaren Eigenwerte | . ..,...,1 g, MUS-
sen unverandert bleiben,

| jns =1 sl miws =1 s (30)

sollen aber zusétzlich unbeobachtbar werden. Fir die zugehdrigen Re-
gelungsel genvektoren muf3 dann gelten:

CVgrn1 =0,...,C Ve =0 . (31)
Diese Forderung wird mit (24) kombiniert:
A, - | I B,uévg U U :
é&L\Zc ©ooug piT g o TENtLents (32
€ ué Bu €
P( &)
Hieraus lassen sich die v, p, i =n+1,...,n+s berechnen”.

denn | ,,,...,] .. Sind nicht-steuerbare Eigenwerte des Systems (8), und man kann leicht

zeigen, dal? die sogenannte Rosenbrock-Matrix P dann Rangabfall aufweist [4, 5]. Folglich
besitzt (32) nichttriviale Losungen vy, p.. Daesin (23) auf die Betrdge der Parametervekto-

ren nicht ankommt, [2], bleibt die Losung eindeutig. Um Weitlaufigkeiten zu vermeiden, wird
wie in Losungsweg 1 angenommen, dai’ die | | .. verschieden von den Eigenwerten von

n+17**"17% n+s

A und von den invarianten Nullstellen des Systems (A,B,C) sind. Um nicht die Einfuhrung
sogenannter Hauptvektoren erforderlich zu machen, wird hier auf3erdem Diagonal@hnlichkeit
der Matrizen A und W vorausgesetzt [1, 2].
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Im letzten Schritt ist dann der Regler R gemal? (23) zu bestimmen. Well
die Parametervektoren p,..., p, zu Null gesetzt wurden, sind auch die

ersten n Spalten von R Nullvektoren. So reduziert sich die Rickftihrung
auf die StorgrofRenaufschaltung u = - R, w, wie in Losungsweg 1.

Zahlenbeispid

Auf ein System der Ordnung 2, bestehend aus zwel hintereinanderge-
schalteten PT1-Gliedern, wirke eine Storung in Form harmonischer Dau-
erschwingungen ein. Die Systemmatrizen gemal3 (1), (2) seien

€2 1y o-
fo -3 T ap cof

Die Storung z sei durch Z+z =0 modéelliert; das Stormodell (6), (7) wird
also durch die Matrizen

é0 1y

A=g c'=[1 0],

W_g_1 ol z'=[1 0]
beschrieben. Die Matrizen des Gesamtsystems (8), (9) lauten dann
&2 1 1 Oy 0u
A, = 0 -3 0 03, bz:?ﬁ, cf=[1 0 0 0.
eO O 0 1u &ou
§o 0 -10f @l

Zu Losungsweg 1. Zunéchst werden zu den beiden Eigenwerten j und -j
des Stormodells Teileigenvektoren v, ,,v,,, bestimmt, z.B.

w,3?
_ély _élu
eu' e 0
€lC iC

Aus Gleichung (21) erhalt man sodann r, =[3 1].
Zu Losungsweg 2: Gemal3 (28) ist p, = p, = 0 zu setzen, aul3erdem z.B.
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elo ¢ 1
&u €1 u
Ve =V, =€ U v, =v, =€ U
eO gOg
U é. U
20y 0y
Aus (32) erhalt man z.B. p, = p, =10 und
é 0 | e 0 u
é U 2] U
~ 3+ ~- 3-
Vg, = € Ju ) Vg, = € _Ju
€3-j 0" " e3+ju
e . e .U
el+3j él- 3j

Gleichung (23) fiihrt sodann auf r™ =[0 0 3 1], dasheifit r, =[3 1],
wie oben.

Abschliel3ende Bemer kungen

Die Sabilitat der Entwrfe hangt allein von der Lage der Eigenwerte von
A und W ab, die ja durch die StérgroRenaufschaltung (10) nicht verscho-
ben werden. In der Praxis konnen fur das Stormodell einfache, auf der
Imaginaren Achse gelegene Eigenwerte toleriert werden, wie sie auch in
den dargestellten Beispielen der konstanten und der harmonischen Dauer-
storungen auftreten. Die Systemgro3en bleiben endlich, weil das Stérmo-
dell ausschlie3lich durch (endliche) Anfangsauslenkungen angeregt wird.

Es sa erwdhnt, dal? beide vorgestellten Losungswege auf Systeme mit
Durchgriff wie folgt erweiterbar sind: Lautet die Ausgangsgleichung

y(t) = Cx(t) + Du(t) + Fz(t) (33)
anstatt (2), so wird zunéachst (9)

y L;—ngmﬂ (34)
und Lésungsweg 1 fuhrt unverandert auf das Ergebnis (21), jedoch mit
G,(I)y=C(1 - A)'lE +F (35)
G,(I)y=C(1- A)'B+D. (36)
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In Losungsweg 2 wird die Forderung (31) nach Unbeobachtbarkeit nun
CyVg - DRv, =Cv, - Dp =0, (37)

unter Verwendung der Beziehung Rv, = p aus (23). Damit bleibt die
Bestimmungsgleichung (32) gultig, jedoch mit

éA,- 141 B0

| L) =g . (38)
& c, Dy

P(
Weitere interessante Spezialfalle ergeben sich, wenn man von den getrof-
fenen Annahmen der Nicht-Ubereinstimmung der | .. mit den Eigen-

werten von A und den invarianten Nullstellen der Strecke abriickt
und/oder andere unubersichtliche Konstellationen mit mehrfachen Eigen-
werten zulddt. Die systematische zustandsraumorientierte Untersuchung
derartiger Konstellationen erfordert die Einfuhrung sogenannter Haupt-
vektoren als Erganzung zu den Eigenvektoren und die Betrachtung von
Nullstellenrichtungen [2, 5], worauf im Rahmen dieser Arbeit aber nicht
eingegangen wird.

Weiter e er ganzende Uberlequngen®

Dieser Abschnittt bringt einige Uberlegungen zur Existenz der angegebe-
nen Losungen und zu den oben ausgeschlossenen Sonderfallen.

Zu Losungsweg 1:
Die in (21) bendtigten Inversen von G (I ) existieren (wie schon er-

wéhnt) sicher dann, wenn kein | ,. mit einer invarianten Nullstelle

des Systems (A,B,C) zusammenfdllt (Die invarianten Nullstellen sind
die Lésungen von det P(h) =0). Dies liest man sofort ab aus der fol-

genden Beziehung:

% Dieser Abschnitt wurde dem urspriinglichen Bericht von 1997 im Herbst 1999 hinzugefiigt, angeregt insbe-
sondere durch Gespréche mit Prof. P.C. Mller beim Regelungstechnischen Workshop der GMA in Thun ‘99.
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6A-11 By . & | Ou . éA-11 By
detg (= detg a1 pYete (0=
& Ou e&C(A-II)" Ig & C Og
o
SA- || B ¢
:deté.aA L= det(A- 11)detG(l )
€0 c(I-a'BY

Eine notwendige und hinreichende Existenzbedingung erhét man,
wenn v, .. nicht eliminiert wird, sondern gemeinsam mit R v,,; fol-

gendermal3en bestimmt wird: Die obere Teilgleichung von (14) ist zu-
nachst (I ..l - AV, ... - EZv,,; + BRV,,; =0. Zusammengefal3t mit

der Forderung Cv, ... =0 erhdt man die Bestimmungsgleichung

X,n+i

éA- | n+i | Buévx,nﬂ l]_ éEZVW,i u

¢ ¢ ofRrwigo § T

flr die gesuchten R v, (und die v, ,;). Sie ist genau dann |Gsbar,

wenn

ranggA_ . Bgzrang?_ ... B EZv, 3 )
g€ C O( g€ C 0 0 ¢

Hinreichend hierfir ist det P(I ;) * O, wie schon oben.

Von P.C. Mlller wurden entsprechende und weitere Ergebnisse auch
far allgemeinere Falle (mit gesonderter Mef3gleichung, unterschiedli-
cher Zahl von Stell- und RegelgroRen, Durchgriff und mehrfachen Ei-
genwerten) in [10, 11] angegeben! Alle dort genannten Varianten der
Bedingung (*) sind fur quadratische Strecken sicher erfillt, wenn kein
Storeigenwert mit einer invarianten Nullstelle der Strecke zusammen-
fallt.

Zu L 6sungsweg 2:
Fur die Existenz von R gemal3 (23) missen die n+s Vektoren v linear

unabhangig sein. Da die ersten Vektoren Vg,,...,Vg, ZU den Streckenel-
genwerten gehdren und folglich linear unabhangige Telleigenvektoren
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Vrar- Vre DEINNAlten, nimmt die interessierende Matrix die Gestalt
an:

elel’ Rxn VRx,n+1""7VR><,n+sl;J
u

[VRl VR,n+s]
e 0,...,0 Veawnstr1VRunss(

Fir Regularitat dieser Matrix ist also zu fordern, dal3 die Teilvektoren
Vawns1-1Vrenss |1N€AN unabhangig sind. Um dies weiter zu untersu-

chen, wird (32) nochmals angeschrieben,

éA- g EZ BUéVe U &6A- | Bu EZ (BVeil
e _ u_éa U [:jé_ lj:
S 0 W-lgl 05V, (= & C 0 0 &R0
e C 0 Opg pg & O 0 W-Iglggvat

Hieraus wird ersichtlich, dal3 die v, gleich den (linear unabhangigen)
Eigenvektoren von W zu wahlen sind. Die zugehdrigen Vg, und p
sind genau dann berechenbar, wenn die schon bekannte Bedingung

éA- | .1 Bu éA-1.1 B EZvyu
range c ol —range c 0 o U
C C

erfullt ist. Hinreichend ist wiederum: Eigenwerte von W verschieden
von den Invarianten Nullstellen des System (A,B,C).

Die Modale Synthese eignet sich auch zur Vorgabe mehrfacher Eigen-
werte unterschiedlicher geometrischer und algebraischer Vielfachheit,
[2, 12]. Weist W (beispielsweise zur Erzeugung rampenformiger Sto-
rungen) einen doppelten Eigenwert | o, =1 -, auf, so sind geméi [12]
in Gl. (17) Hauptvektoren erster und zweiter Stufe (hier mit den Indi-
zes 1 und 2) einzubeziehen,

(Az - | Rll )VR:L = Bz Py und (Az - | R2I )VRZ = Bz P, + Vg,
Somit wird (32) fur diesen doppelten Eigenwert
éAz'IRiI BUéV l;l é/Ri-lu

s 7, Ve =0, 1=12.

& u-—é U Vro )

e G, Ou& pu &0
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