Nullstellen und Kompensation im
Zustandsraum und
Ihre Bedeutung fur den Entwurf

Boris Lohmann

, Heben sich in einer komplexen Ubertragungsfunktion Zahler- und Nen-
nernullstellen gegeneinander heraus, so liegt Kompensation vor“. Eine
derart griffige Umschreibung des Kompensationsbegriffs [aft sich fir
Mehrgrolensysteme nicht formulieren. Gleichwohl spielen die Begriffe
der Nullstelle und der Kompensation eine zentrale Rolle sowohl bel der
Systemanalyse als auch beim Systementwurf.

Ziel dieses Beitrages ist es, eine Ubersicht Uber die theoretischen
Grundlagen des Nullstellenbegriffs zu geben und so die Voraussetzung
fir das vollstandige Verstandnis vieler Entwurfsverfahren im Zustands-
raum zu schaffen. Ausgehend von der Zustandsdarstellung fur lineare
zeitinvariante Systeme und einer Wiederholung einiger Grundlagen wer -
den die relevanten Begriffe definiert und zueinander in Beziehung gesetzt.
Shliefdlich wird die Bedeutung fir die Zustandsraumtheorie und die
Praxis aufgezeigt.

Ausgangspunkt

Obwohl die Definition der Nullstellen fir Mehrgrof3ensysteme schon vor
rund 20 Jahren in ihrer heute gangigen Form angegeben wurde, [2, 1],
und ihre Bedeutung fur das Verstandnis und den Entwurf von Systemen
unbestritten ist, findet die Darstellung der Thematik nur zogerlich Ein-
gang in moderne Lehrbiicher. Der vorliegende Beitrag mdchte hier eine
L ticke schlief3en und dem an Zustandsraummethoden interessierten Leser
eine knappe Darstellung der wesentlichen Definitionen und Zusammen-
hénge anbieten. Im letzten Abschnitt wird die Bedeutung des Themen-
komplexes diskutiert und auf weiterfilhrende Literatur verwiesen.

Betrachtet werden lineare zeitinvariante dynamische Systeme mit gleich
vielen Ein- wie Ausgangsgrolien,
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(1) = Ax(t) + Bu(t) + Ez(t), (1a)
y(t) = Cx(t), (1b)

worin x(t) den (n,1)-Zustandsvektor, u(t) den (p,1)-Eingangsgrol3envektor
und y(t) den (p,1)-Ausgangsgrofenvektor bezeichnen und A, B, C, kon-
stante Matrizen passender Dimension sind.

Durch Laplace-Transformation und anschlief3ende Elimination von X(s)
erhét man daraus die Beziehung

Y (s) = G(s)U(9) (2)
mit der komplexen Ubertragungsmatrix
G(s)=C(sl - A)'B . (3

Um die Darstellung Ubersichtlich zu halten, wollen wir annehmen, dal3
ale Eigenwerte von A paarweise verschieden sind (oder das System zu-
mindest diagonaléhnlich ist [5]). Dann lautet die kanonische Darstellung

des Systems
£ =LX+V 'Bu, (4a)

B

y=CVx, (4b)

¢

worin L die Diagonalmatrix der n Eigenwerte | . von A bezeichnet und V
aus den n zugehorigen Eigenvektoren von A aufgebaut ist. Die (durch die
Transformation nicht veranderte) komplexe Ubertragungsmatrix 143t sich
dann darstellen als

G(s)=CV(sl - L)'V ''B=

ch' )

s- 1.

=a

worin ¢ die i-te Spalte von C und B die i-te Zeile von B bezeichnen.
Die Vektoren ¢ und h' kann man dabei auch aus

¢ =Cv. und b'=w'B
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berechnen, worin v, die Spalten vonV und w' die Zeilen von W bezeich-
nen.

Folgende Kriterien der Steuer- und Beobachtbarkeit, [5], nach Gilbert und
Hautus' werden im folgenden noch benétigt:

Gilbert; Das System (1) ist genau dann steuerbar, wenn die Matrix B
keine Nullzeile enthélt, wennalso " * 07,i =1,...,n gilt.

Gilbert; Das System (1) ist genau dann beobachtbar, wenn die Matrix C
keine Nullspalte enthalt, wennalso ¢ * 0,i =1,...,n.

Hautus: Das System (1) ist genau dann steuerbar, wenn fur alle n Eigen-
werte gilt

Rang[A- I B]=n. (6)

Hautus: Das System (1) ist genau dann beobachtbar, wenn fir ale n Ei-
genwerte gilt

éA' I il l:l
Rangga c g=n. (7)
€ U

Diese Kriterien legen es nahe, Steuer- und Beobachtbarkeit nicht nur dem
System als Ganzem zuzuordnen, sondern einzelne Eigenwerte | , dann als
steuerbar zu bezeichnen, wenn b * 0" bzw. Rang[A- 1,1 B]=n gilt,
und entsprechend bel der Beobachtbarkeit einzelner Eigenwerte zu ver-
fahren. Ein Eigenwert | wird demnach als beobachtbar bezeichnet, wenn
¢ t 0.

Eigenwerte und Pole

Aus Gleichung (5) wird nunmehr ersichtlich, dafd ein Eigenwert | . genau
dann in G(s) eingeht, das heilt einen Beitrag zur Summe in (5) leistet,
wenn er steuer und beobachtbar ist, wenn also sowohl b’ 1 0" als auch
¢, * 0 gilt. Ein solcher Eigenwert heifdt Pol des Systems (oder auch

! Die beiden Kriterien nach Hautus gelten auch bei Auftreten mehrfacher Eigenwerte und bei nicht-diago-
naléhnlichen Systemen.
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Ubertragungspol), denn er ist offensichtlich Pol mindestens eines Ele-
mentes von G(s).

| nvariante Nullstellen
Definition: Verliert die sogenannte Rosenbrock-Matrix
éA- sl Bu
¢c of

P(s) = (9)

an der Stelle s=h ihren Hochstrang, so heifdt h invariante Nullstelle des
Systems.

Die invarianten Nullstellen sind also die Ldsungen von
detP(h) =0 (10)

Warum werden diese doch auf recht abstraktem Wege bestimmten Zahlen
Nullstellen genannt? Nehmen wir flr einen Moment an, eine betrachtete
invariante Nullstelle h sel verschieden von allen Eigenwerten, dann gilt

A-hl By . 6 | 00 . éA-hl B
detP(h):detgA o= detg Lo etgA 0=
€c ol TE&cma-nhyt 8T & ¢ ol
A - hi B ¢
:detgA oG = Get(A- hi)detG(h)
€ 0 ci-asl

(11)
das heil3t h ist auch Nullstelle von detG(s). Speziell beim EingroRensy-

stemist h dann also Nullstelle von g(s), womit die Begriffswahl gerecht-

fertigt ist. Wir erkennen am obigen Determinanten-Zusammenhang au-
Rerdem: Wenn eine invariante Nullstelle mit einem Eigenwert zusammen-
fallt, dann muf3 det G nicht mehr verschwinden, kann aber.

Der Zusatz ,invariant* ruhrt von der Nicht-Verschiebbarkeit der invari-
anten Nullstellen durch Zustandsrickflhrung her. Das sient man wie folgt
ein: Multipliziert man P(s) mit einer geeigneten reguldren Matrix,

éA-sl Buél Ou_éA- BR-s BFuy

1°¢ 1~ é 0 12
éc olERFITE o (12)
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so andert sich ihr Rang nicht; auf der rechten Seite steht aber gerade die
Rosenbrock-Matrix des Uber die Zustandsrtickfihrung u=- Rx +Fw ge-
regelten Systems mit regulérem Vorfilter F. Das geregelte System besitzt
folglich die gleichen invarianten Nullstellen wie das ungeregelte. Dies |1&3t
sich auch fur andere technisch sinnvolle Rickflihrgesetze zeigen, [3].

Kompensation
An der Rosenbrock-Matrix P fallt auf, dal3 ihr oberer Block der Matrix
[A- | B] des Steuerbarkeitskriteriums nach Hautus entspricht, und

dald ihr linker Block im Beobachtbarkeitskriterium nach Hautus auftaucht.
Daraus kann man unmittelbar ableiten: Bei Nicht-Steuerbarkelt eines Ei-
genwertes | gilt Rang[A- |1 B]<n und folglich (da P aus dieser
Matrix durch Anfligen von p Zeilen entsteht) gilt auch
éA-1_1 By
"<

Ranga n+p.
¢ C o

Das heildt: Jeder nicht-steuerbare Eigenwert fallt mit einer invarian-
ten Nullstelle an gleicher Stelle zusammen. Man spricht von Kompen-
sation; Eigenwert und Nullstelle kompensieren sich.

Entsprechendes gilt fur einen nicht-beobachtbaren Eigenwert | _: die Ma-

“In

H besitzt weniger as n linear unabhangige Spalten, und folg-
C

lich weist auch P Rangabfall auf.

Jeder nicht-beobachtare Eigenwert fallt mit einer invarianten Null-
stelle an gleicher Stelle zusammen; Kompensation.

trix &
€

Die nicht kompensierten Eigenwerte sind also gerade die Pole.

Ebenso wie die nicht kompensierten Eigenwerte genau diejenigen sind,
die auf das Ubertragungsverhalten wirken, so sind die nicht kompensier-
ten invarianten Nullstellen genau digjenigen, die auf das Ubertragungs-
verhalten wirken. Man nennt sie deshalb Ubertragungsnullstellen.

Invariante Nullstellen, die nicht kompensiert sind, heiRen Ubertra-
gungsnullstellen.
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Eine invariante Nullstelle h ist also genau dann Ubertragungsnull-
stelle,

a) wenn sie mit keinem Eigenwert zusammenfallt (und dann gilt auch
detG(h) = 0), oder

b) wenn der Eigenwert, mit dem sie zusammenfallt, sowohl steuer- als
auch beobachtbar ist.

Umgekehrt ist eine einfache invariante Nullstelle genau dann keine Uber-
tragungsnullstelle, wenn sie mit einem nicht steuer- oder/und nicht beob-
achtbaren Eigenwert zusammenfdllt. Derartige kompensierte Nullstellen
werden auch als Abkopplungsnullstellen bezeichnet.

Mit diesen Kriterien lassen sich invariante Nullstellen zumindest fur die
hier betrachteten Systeme mit einfachen Eigenwerten eindeutig in Uber-
tragungsnullstellen und kompensierte Nullstellen klassifizieren.

Beispiel: Gegeben selen

€ 0 0 él Oy
- ; A ; g 1 1
_ ) U - U~_°€ y
A_go 1 og,B 301qc & 2 off
@ 0 -2g el 0Og
mit der Ubertragungsmatrix gemal (3)
é2(s+) 1
G(S) — gS(S+ 2) S+ 13 .
& 0 -2
€ s+1(

Da A bereits in Diagonalform vorliegt, liest man unmittelbar die drei Ei-
genwerte 0, -1 und -2 ab. Mittels Gleichung (10) ermittelt man eine inva-
riante Nullstelle in -1. Das System ist steuer- und beobachtbar, wie man
anhand der Kriterien leicht nachpruft. Die invariante Nullstelle ist demzu-
folge Ubertragungsnullstelle obwohl ein Eigenwert an gleicher Stelle vor-
liegt! Es tritt keine Kompensation ein. Auch anhand G(s) ist erkennbar,
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daRR der Eigenwert in -1 und auch die invariante Nullstelle das Ubertra-
gungsverhalten beeinflussen®.

Die Determinante von G(s) hingegen, die man wegen Gleichung (11)
verleitet ist zur Nullstellenberechnung zu verwenden, liefert hier weder
die invarianten Nullstellen noch die Ubertragungsnullstellen:

2
gs+2)

Dieses Ergebnis unterstreicht: Nur wenn alle invarianten Nullstellen von
alen Eigenwerten verschieden sind, liefert detG =0 die Ubertragungs-
nullstellen.

det G(s) =

Nullstellenrichtungen

Gemal3 den obigen Ausfiihrungen ist zum Auffinden der Ubertragungs-
nullstellen eine Untersuchung der Eigenwerte des Systems notwendig.
Man kann sich von diesem Umweg durch Einfihrung der Nullstellen-
richtungen befreien. Hierzu bendtigen wir zundchst noch eine

Definition: Die Losungen z, p des homogenen Gleichungssystems
§A- hl Bg(azg_
£ C ofEpl

worin h eine invariante Nullstelle ist, heil3en Nullstellenrichtung im Zu-

standsraum und Nullstellenrichtung im Eingangsraum.

0, (13)

Fallt die invariante Nullstelle mit einem nicht beobachtbaren Eigenwert
zusammen, so besitzt gemald Hautus-Kriterium (7) schon die linke
Tellmatrix in (13) Rangabfall, und es existiert folglich ein Vektor z, der

7 _ hl AN
éA-hla _

Z_
e u
¢ C (

erfllt, ndmlich gerade der zugehorige Eigenvektor von A. Das bedeutet:

2 Es sei darauf hingewiesen, daR? eine Ubertragungsnullstelle nicht unbedingt auch Nullstelle eines einzelnen
Elementes von G(s) sein mul3 wie hier im Beispiel.
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Fallt die Nullstelle h mit einem nicht beobachtbaren Eigenwert zusam-

men (Kompensation!), dann ist die Nullstellenrichtung z gleichzeitig Ei-
genvektor, und esist p=0.

Es gilt auch die Umkehrung: Ist die Nullstellenrichtung p im Eingangs-
raum gleich dem Nullvektor, dann liegt Kompensation aufgrund eines
nicht beobachtbaren Eigenwertesvor.

Entsprechend wird beztglich nicht steuerbarer Eigenwerte verfahren:

Definition: Die Losungen r',q" des homogenen Gleichungssystems

[r q]eA ! B“ =0 (14)

worin h eine invariante Nullstelle ist, heif3en Linksnullstellenrichtung im
Zustandsraum und Nullstellenrichtung im Ausgangsraum.

Fallt die Nullstelle h mit einem nicht steuerbaren Eigenwert zusammen

(Kompensation!), dann ist die Nullstellenrichtung r' gleichzeitig Linksei-
genvektor (das heif’t sieerfullt r"(hl - A)=0" ),undesist q" =0".

Auch hier gilt die Umkehrung: Ist die Nullstellenrichtung g" im Aus-
gangsraum gleich dem Nullvektor, dann liegt Kompensation auf-
grund eines nicht steuer baren Eigenwertesvor.

Naturlich kann h auch mit einem Eigenwert zusammenfallen, so dal3 we-
der p=0 noch q' =0" gilt. Genau dann liegt keine Kompensation vor.
Das weiter oben vorgestellte kleine Beispiel stellt einen solchen Fall dar,
wie man leicht nachrechnet.

Eine invariante Nullstelle ist genau dann Ubertragungsnullstelle,
wenn ihre Nullstellenrichtungen im Eingangs- und Ausgangsraum
beide von den Nullvektoren ver schieden sind.

Sonderfall des Eingr 6l3ensystems

Man kann zeigen, dal3 sich speziell bei Systemen mit nur einer Eingangs-
und einer AusgangsgrofRe die Zusammenhéange vereinfachen. Hier gilt
namlich, dald3 bei Zusammenfallen einer Nullstelle mit einem Eigenwert

stets entweder p=0 oder " =0" (oder beides) eintritt (Beweis im An-
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hang). Mit anderen Worten: Bel Eingrol3ensystemen kompensieren sich
gleiche invariante Nullstellen und Eigenwerte stets. Hier ist also eine in-
variante Nullstelle genau dann Ubertragungsnullstelle, wenn sie mit kei-
nem Eigenwert zusammenfdlt. Dies stimmt mit dem Verstandnis der
Kompensation im Sinne einer Pol-Nullstellenkirzung in Nenner und
Zahler einer komplexen Ubertragungsfunktion Uberein.

Anwendungen

1. Konstantes Vorfilter
Entwirft man flr das System (1) eine konstante Zustandsrtickfiihrung
u=-Rx+Fw, (15)

so erhdlt man (durch Einsetzen und Laplace-Transformation) anstelle der
Gleichungen (2) und (3) nun den Zusammenhang

Y(s) =G, (s)W(s) (16)
zwischen dem Vektor der Fllhrungsgrofien w und den Ausgéangen, worin
G,(s)=C(sl - A+BR)'BF . (17)

Ist. Sollen die Ausgangsgrof3en den konstant angenommenen Flhrungs-
grofen flr grol3e Zeiten exakt folgen, also stationdre Genauigkeit eintre-
ten, so mul3 geméald dem Endwertsatz der Laplace-Transformation gelten

. e ) 1 _
LgQGw(S) = Isgr()]C(sl A+BR)"BF =1. (18)
Hieraus kann das konstante Vorfilter ermittelt werden:
F =[c(- A+BR) B[, (19)

sofern die beiden benttigten Matrix-Inversen existieren. Hierfur gilt fol-
gendes Kriterium:

Unter der Annahme, dal® kein Regelungseigenwert in Null plaziert
wurde, existiert das stationér genaue Vorfilter F genau dann, wenn
keineinvariante Nullstellein Null liegt.

Beweis. Wir ziehen die Umformung (11) in einer erweiterten Form heran:

Universitat Bremen Interner Bericht
Ingtitut fiir Automatisierungstechnik Lo97/02

Prof. Dr. Ing. habil. Boris Lohmann Seite 9



6A-hl By

det P(h) = detg =
(h) = ¢ c ol
_ 6 | Ou_, éA-hl By él Ou_
%¢ c(a-BR-hi)t 1099 ¢ o0 ¥E R U7 (20)
€ u e u e u
“A- BR- hl B ‘
:detgA B g:
& 0 C(hl - A+BR)'BY

=det(A- BR- hl)>detC(hl - A+BR)'B,

und kdnnen daraus ablesen: Ist h =0 eine invariante Nullstelle, aber nicht
gleichzeitig Regelungseigenwert, so ist detP(0)=0, aulRerdem
det(A- BR)! 0 und folglich detC(- A+BR)*B=0, Gleichung (19)
kann folglich nicht ausgewertet werden. Liegt hingegen keine invariante

Nullstelle in Null und auch kein Regelungseigenwert in Null, so ist
det P(0) 1 O, ebenso det(A- BR)1 O und folglich

detC(- A+ BR) 'B! 0, und diein (19) benétigten Inversen existieren.

2. Erzielbar es Ubertragungsver halten nicht-minimalphasiger Systeme

Ein dynamisches System wird als nicht-minimalphasig bezeichnet, wenn
es invariante Nullstellen in der rechten komplexen Halbebene aufweist.
Eine Kompensation derartiger rechts gelegener Nullstellen hat man beim
Reglerentwurf tunlichst zu vermeiden, um nicht Instabilitét zu bewirken.
Rechts gelegene invariante Nullstellen sind also stets Ubertragungs-
nullstellen eines stabil geregelten Systems.

Betrachten wir nun die Auswirkungen einer rechts gelegenen Nullstelle n

auf das erzielbare Ubertragungsverhalten etwas genauer: Multipliziert
man Gleichung (14) von rechts mit zwei geeigneten Matrizen,

eA hi Buel Oué - (A- BR-hI)'lBFU T
[ ] 0"e =0,
e & R F €0 I C
- BR-hl 0 ¥
= [r q]@ . 3: r
E  C C(- A+BR+hl)'BF {

so liest man hieraus die Teilgleichung
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g'C(hl - A+BR)'BF =0" (21)

Gy (h)

ab, in der die Ubertragungsmatrix G, (s) des Uber (15) zustandsgeregelten
Systems auftaucht. Damit die darin auftretende Inverse existiert, wollen
wir annehmen, dal3 die invariante Nullstelle h nicht gleichzeitig Eigen-

wert von A- BR ist; diese Annahme ist vernunftig, denn zur Sicherung
der Stabilitéat wird man die Regelungseigenwerte in der linken komplexen
Halbebene plazieren, wéhrend die zur Diskussion stehende invariante
Nullstelle rechts liegt. Somit a3t sich Gleichung (21) nun folgenderma-
Ren interpretieren: Jede durch konstante stabile Zustandsr Gckftihrung
u=-Rx+Fw erzielte Ubertragungsmatrix G,(s) erfullt die Glei-

chung
q'G,(h)=0", (22)

worin " die Nullstellenrichtung im Ausgangsraum zur betrachteten
rechts gelegenen invarianten Nullstelle h ist.

Man wird also mit einem (haufig unerwinschten) Einflul® der rechts gele-
genen Nullstelle auf das Ubertraungsverhalten in Form der Bedingung
(22) leben mussen. Es la3t sich Uberdies leicht zeigen, [3], dal3 auch dy-
namische Zustandsrickfihrungen U(s) =- R(s)X(s)+F ()W (s) oder
Ausgangsruckfihrungen an der Gleichung (22) prinzipiell nichts &ndern.

3. Entkopplung, Stabilitat und ,, Zero Dynamics"

Entkopplung des Ein-Ausgangsverhaltens eines Systems liegt vor, wenn
jede einzelne Ausgangsgrofde nur durch eine ihr fest zugeordnete Fih-
rungsgrofde beeinflul3t wird, nicht aber durch die anderen Flhrungsgro-
Ren. Die Entkopplung ist damit eines der wichtigsten Entwurfsziele der
Mehrgroflenregelung. Die Bedeutung der invarianten Nullstellen fur die-
ses Ziel wird anhand zweier Entwurfsverfahren diskutiert:

1. Der Entwurf einer Zustandsrickftihrung (15) nach Falb/Wolovich [5]
bewirkt Entkopplung. Diese kommt in einer diagonalférmigen Fih-
rungstibertragungsmatrix (17) zum Ausdruck, die d frel vorgebbare
Pole und keine Ubertragungsnullstellen aufweist. Die sogenannte Dif-
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ferenzordnung d kann dabel kleiner as die Systemordnung sein. In
diesem Falle existieren also Eigenwerte, die nicht Pole sind. Tats&ch-
lich werden diese Eigenwerte durch den Entwurf unbeobachtbar, sie
mussen folglich durch invariante Nullstellen kompensiert sein, [6].
Damit konnen wir bereits folgende wichtige Aussage machen: Der
Entkopplungsentwurf nach Falb/\Wolowich ist genau dann stabil, wenn
ale eventuellen invarianten Nullstellen in der linken komplexen Halb-
ebene liegen und die frei vorgebbaren Pole stabil gewahlt werden.
Nicht-minimalphasige Systeme kénnen nach dem genannten Verfahren
demnach nicht sinnvoll behandelt werden!

. Der Entwurf einer entsprechenden Entkopplungsregelung durch Voll-
standige Modale Synthese [6, 7] legt die Zusammenhange zwischen
Eigenwerten und Nullstellen schon in den Entwurfsschritten offen: Alle
n Eigenwerte werden gezielt vorgegeben, d von ihnen frei und die
verbleibenden n- d Stlck gleich den invarianten Nullstellen; dadurch
Ist die Stabilitétsfrage unmittelbar beantwortet. Ebenso 183t sich ein
Entkoppel barkeitskriterium unter Verwendung des Nullstellenbegriffs
angeben [6]. Wird Entkopplung unter Verwendung dynamischer Re-
gelgesetze oder unter Einbeziehung von Ubertragungsnullstellen ange-
strebt, so greifen die oben eingeftinrten Nullstellenrichtungen in den
Entwurf ein, [4, 6, 7, 8], worauf hier nicht welter eingegangen werden
soll. Es bleibt festzuhalten: Die Entkopplung nichtminimalphasiger Sy-
steme ist ohne Verstandnis des Nullstellenbegriffs kaum durchftihrbar.

Der Entkopplungsentwurf nach Falb/Wolowich kann in geradliniger Wei-
se auf nichtlineare Systeme Ubertragen werden und ist dort auch unter der
Bezeichnung ,exakte Ein-Ausgangslineariserung® bekannt. Die Ent-
wurfsschritte kénnen zum Belispiel in [9] nachgelesen werden. Ebenso
wie bel den linearen Systemen konnen Stabilitétsprobleme auftreten,
wenn die Summe der in den einzelnen Ubertragungspfaden vorgegebenen
Pole kleiner als die Systemordnung ist. Es treten dann wie im linearen Fall
unbeobachtbare (kompensierte) Systembewegungen auf, die als,, Zero dy-
namics* bezeichnet werden. Ihre Stabilitét kann jedoch nicht in einfacher
Weise beurtellt werden, well ein nichtlineares Analogon zur invarianten
Nullstelle fehlt.
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4. Storentkopplung

Betrachtet wird ein lineares zeitinvariantes System mit gleich vielen Stell-
wie Ausgangsgrofien,

X(t) = AX(t) + Bu(t) + Ez(t), (21)

y(t) = Cx(t) (22)

worin in Erweiterung der Darstellung (1) ein (r,1)-Storgrof3envektor z(t)
und eine Storeingriffsmatrix E auftritt. Das System heil3t stérentkoppelt,
wenn beliebige StorgrolRenverlaufe z(t) ohne Wirkung auf die Ausgangs-
grofen bleiben.

In seltenen Fallen liegt Stérentkopplung schon ohne regelungstechnische
Mal3nahmen vor. Und zwar genau dann, wenn alle Spalten von E als Li-
nearkombination derjenigen Eigenvektoren v von A darstellbar sind, fur
die Cv =0 qilt, [10]. Die zugehorigen Eigenwerte sind gemal3 den obigen
Ausfiihrungen gerade die unbeobachtbaren Eigenwerte des Systems. An-
schaulich gesprochen bedeutet die Forderung nach Storentkopplung also,
dal? durch Stoérungen z nur solche Eigenbewegungen des Systems anreg-
bar sein durfen, die unbeobachtbar sind. Eine sehr restriktive Bedingung,
zumal fur eine praktische Realisierung zusétzlich eine stabile Lage der
zugehorigen Eigenwerte zu fordern ist.

Liegt Stérentkopplung hingegen nicht von vornherein vor, so kann man
versuchen, durch eine konstante Zustandsr tckftihrung u(t) = - Rx(t) St6-

rentkopplung zu erreichen. Dazu miissen Eigenwerte derart verschoben
werden, dal3 sie unbeobachtbar werden. Gemal3 (13) und den zugehdrigen
Erlauterungen bedeutet dies, dal? die zugehtrigen Eigenvektoren mit den
Nullstellenrichtungen der (dadurch kompensierten) invarianten Nullstel-
len Gbereinstimmen. Damit ist plausibel: Das System (21), (22) kann ge-
nau dann stérentkoppelt werden, wenn sich jede Spalte der Storein-
griffsmatrix E als Linearkombination der Nullstellenrichtungen im
Zustandsraum dar stellen 1aR3t (Detailsin [10]).

5. Storgrofienaufschaltung

Sind die Stérungen z in (21) mef3bar oder beobachtbar, so bietet sich an,
daraus geeignete StellgrofRenverlaufe zu generieren, die den Storeinfluld
auf y mindern. Eine solche Ruckfuhrung der StérgrofRen auf die Eingange
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u heldt StorgroRRenaufschaltung. Es sind verschiedene Ansédtze und
Strukturen bekannt [5, 11, 12], die hier nicht im einzelnen diskutiert wer-
den sollen. Regelméldig wird dabel Unbeobachtbarkeit gewisser System-
teile erreicht, das heil3t Kompensation von invarianten Nullstellen, deren
L age deshalb Uber das Stabilitétsverhalten entscheidet.

Anhang

Behauptung: Fallt bei einem Eingrof3ensystem ein Eigenwert mit einer
invarianten Nullstelle zusammen, so tritt stets Kompensation ein.

Beweis: Sei | ; eine invariante Nullstelle, das heil3t

Ran ea- 1l ba
% o of

und sei | . gleichzeitig ein steuerbarer Eigenwert, folglich
Rang[A- .l b]=n.

Dann 18Rt sich [c" 0] als Linearkombination der Zeilenvektoren von
[A- 1.1 b] darstellen,

[c" O]=r"{A-I, b],
(denn die Losbarkeitsbedingung [5 Anhang] zur Ermittlung von r7,
SA- 1.1 by
RanggA . B:Rang[A- .1 b,
€ C Ot

ist erfallt). Somit gilt auch
c'=r"xA-1.1).

Da | . gleichzeitig ein Eigenwert von A ist, gilt fir den zugehdrigen Ei-
genvektor v, die Beziehung (A- I .1)v. =0, und aus der vorangegangenen
Gleichung folgt durch Multiplikation mit v.

c'v.=r" xA-1.1)v =0,

Gemal Gilbert-Kriterium ist |1, demnach wegen ¢ =c'v. =0 unbeob-

achtbar, das heil3t kompensiert.
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Die Argumentation |&3t sich unter der Annahme der Beobachtbarkeit des
Eigenwertes | . in entsprechender Weise aufbauen und fuhrt dann auf eine

Kompensation wegen Nicht-Steuerbarkeit.
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