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Ordnungsreduktion mittels
Krylov-Unterraummethoden

Order Reduction using Krylov Subspace Methods

Boris Lohmann und Behnam Salimbahrami

Bei der Modellierung dynamischer Systeme entstehen heute durch gewachsene Giiteanfor-
derungen und den Einsatz von Softwaretools regelmaBig Systeme hoher Ordnung, deren
weitere Verwendung durch eine Modellreduktion entscheidend erleichtert werden kann.
Krylov-Unterraummethoden erlauben dabei die Reduktion auch sehr groBer linearer Mo-
delle mit zehntausenden Zustandsvariablen. Der vorliegende Beitrag gibt eine Einfiihrung
in die Grundgedanken, stellt die wichtigsten Algorithmen vor und gibt einen Ausblick auf zu
|6sende Aufgaben.

In the modelling of dynamic systems, increasing accuracy requirements and the usage of
software tools lead to models of high order. These models can significantly be simplified
by model reduction. Krylov Subspace Methods allow reducing even very high order models
with several ten thousands of state variables. This paper gives an introduction into the ba-
sic concepts, presents the most important algorithms, and gives a short outlook into open
questions.

Schlagwaérter: Modellreduktion, Ordnungsreduktion, Krylov-Unterraummethoden, Arnoldi-
Algorithmus, Lanczos-Algorithmus
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1 Einleitung (Quelle: IMTEK, Univ. Freiburg [1;2]). Auch dieses Mo-
dell lasst sich mit den hier vorzustellenden Methoden
drastisch reduzieren, und zwar mit besseren Ergebnissen
als durch eine von Beginn an grob angesetzte FEM-
Modellierung.

Bei der Modellierung komplexer technischer Systeme
in der \erfahrenstechnik, der Mikrosystemtechnik und
der Mechatronik entstehen zunehmend Modelle sehr
groRer Ordnung. Inshesondere der Einsatz von Software-voraussetzung flr die erfolgreiche Verringerung der Zahl
Werkzeugen erlaubt eine sehr genaue Modellierung; diessystembeschreibender Differentialgleichungen sind geeig-
aber zum Preis einer sehr groRen Anzahl systembeschrei[‘ete Reduktionsverfahrendie sich ihrerseits auf numeri-
bender Gleichungen. Als Beispiel zeigt Bild 1 die Struktur Sche Algorithmen stiitzen, welche mit sehr groen Ma-
einer zweistufigen Destillationskolonne, die nach einer Mo- trizen operieren kénnen. Zu diesen gehoren Kliglov-
dellierung mit dem Werkzeughspen Dynamicsauf ein Unterraummethodendie seit mehreren Jahrzehnten er-
System von 400 linearen gewdhnlichen Differentialglei- folgreich unter anderem zur naherungsweisen Losung
chungen fiihrt (Quelle: BASF AG). Dieses Modell ist in der Von linearen Gleichungssystemen und von  Lyapunow-
Nahe des Arbeitspunktes sehr genau und kann, wie weiteG/€ichungen und zur Bestimmung von Eigenwerten und
unten dargestellt, ohne wesentliche GenauigkeitseinbuRefrigenvektoren genutzt werden. In einem Themenheft der
auf rund 40 Gleichungen reduziert werden. Bild 2 zeigt |EEE Computing in Science and Engineeriig Januar
den Aufbau eines mikrofluidischen Antriebssystems, des-2000 werden die Krylov-Unterraummethoden deshalb den
sen Erwarmungsvorgang nach einer FEM-Modellierung mit »»{OP ten algorithms of the 20th century” zugerechnet.
ANSYSauf 1000 bis 10000 lineare Differentialgleichun- Der vorliegende Beitrag mochte eine Ubersicht geben
gen fuhrt, je nach Feinheit des verwendeten FEM-Gitters tiber die Kerngedanken der Krylov-unterraumbasierten Ord-
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BTX-FEED

Bild 1: Aufbau einer Destillationskolonne (Quelle: BASF
AG). Der BTX-Feed ist eine Mischung aus Benzol, Toluol
und Orhto-Xylen, die in drei Stréme zu trennen ist. Eine
rechnergestiitzte Modellierung liefert n = 400 Differenti-
algleichungen erster Ordnung.

mittels y(s) = g(s)u(s) beschrieben werden. Ziel einer Ord-

Node No. 1 nungsreduktion ist es nun, ein Modell erheblich niedrigerer
. Ordnungq < n zu finden, das das Verhalten des Origi-
Nozzle wafer N Resistor 9q g
—> — (PolySi) nalmodells approximiert. In welchem Sinne soll eine solche
laniter wafer Approximation erfolgen? Folgende Aspekte spielen eine
9 —» ™ Membrane Rolle:
(SiO2/Si3Ng) _ . .
i \ — Die Systemantworty(t) auf eine gewisse Anregung
> ™ gnition fuel u() soll durch das reduzierte Modell gut nachgebildet
Chamber wafer tmm werden. ) ) ] )
L g '\ — Manchmal ist man an einer guten Nachbildung nicht nur
Propulsive fuel des Ausgangy, sondern der gesamten Trajektoxig)

interessiert.
— Alternativ zu einer Gutebewertung im Zeitbereich mag

Bild 2: Aufbau eines mikrofluidischen Antriebssystems (IMTEK, Univ.

Freiburg [1; 2]). Zur Ziindung der explosiven Fiillung wird der Wider- man fordern, dass der Frequenzgang des Originals gut
stand elektrisch erhitzt. Dieser Erwarmungsprozess kann mittels Finiter approximiert wird [3].
Elemente Modellierung durch 1000 bis 10 000 gewdhnliche Differenti- — Gelegentlich ist es wichtig, die Zustandsvariablen des

algleichungen beschrieben werden. reduzierten Modells als physikalisch sinnvolle Grofien

interpretieren zu kdnnen, wie das beim Originalmodell
nungsreduktion (Abschnitt 2) und Uber die wichtigsten  meist der Fall ist.
Algorithmen zur Berechnung der bendtigten Projektions- )
matrizen (Abschnitt 3). Nach einer kurzen Diskussion der Hinsichtlich des ersten und dritten Punktes kann man
Reduktion der oben genannten zwei Beispiele (Abschnitt 4) Mittels der Kalmanschen Steuer- und Beobachtbarkeitsbe-
wird ein Zugang zur Reduktion von Differentialgleichungs- 9riffe [4;5] leicht zeigen: nicht steuer- und nicht beobacht-
systemen zweiter Ordnung vorgestellt und ein weiteresPare Systemteile kénnen aus dem Modell (1), (2) entfernt
Anwendungsbeispiel diskutiert (Abschnitt 5). Ein kurzer Werden, ohne das Ubertragungsverhalten zu verandern, und
Ausblick beschlieRt diesen Text. man gelangt zu einer so genannten Minimalrealisierung

. - des Systems. Entfernt man dariber hinsciswachsteuer-
Im Folgenden sollen aber zunéchst einige Voraussetzun-

. und schwachbeobachtbare Anteile, so darf man hoffen,
gen und Anforderungen an redu2|erte_ Modelle Zusammen-o;, requziertes Modell mit nur geringfugig abweichendem
gestellt. werden. Betr_achtet werden lineare, Ze'tmva”ameL"Jbertragungsverhalten zu finden. Dieser Gedanke ist Kern
dynamische Modelle in Zustandsdarstellung, z.B. dermodalen Ordnungsreduktionsverfahrgh 6] und

X =Ax+bu, Q) der sehr verbreiteteReduktion ber die balancierte Dar-
y=c'x, ) stellung[7-9]: In beiden Fallen wird zun&chst eine reguléare
B Zustandstransformation= Tz auf das System (1), (2) an-
fur die der Ubersichtlichkeit halber nur je ein Eingaug gewandt, derart, dass im transformierten Modell
und ein Ausgangy vorgesehen wird. Die Dimension

des Zustandsvektors ist die Systemordnung. Das Ein- z=T AT z+T bu, 4)

Ausgangsverhalten kann bekanntlich durch die komplexe A b

Ubertragungsfunktion y=c'Tz 5)
g9 =c'(sl —A) b (3) o
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eine Unterteilung der Zustandsvariablen in domi-

nante und nicht dominante, d.h. stark und schwach

METHODEN

vorgenommene regulare Zustandstransformationen soll-
ten ohne Wirkung auf das Ergebnis sein.

steuer/beobachtbare, erfolgen kann (Einzelheiten in [4;_ Stabile Originalmodelle sollten stabile reduzierte Mo-

6-8]). Nicht dominante Zustandsvariablen We[dgn durch
Streichen entsprechender Zeilen und Spalten Aus, &'

entfernt. Dasselbe reduzierte Modell resultiert, wenn man

von Beginn an nur diejenigen Elemente vAnb, &™ be-

stimmt, die zu dominanten Zustandsvariablen gehdren:
Nimmt man an, dass die dominanten Zustandsvariablen

gerade die Indizes,1.. , g aufweisen, so lautet das redu-
zierte Modell

X = TgblerATlinks Xr + Tgble,p u, (6)
—— —
Ar br
Y = ' Tinks Xr , @)
——
o
worin T, die obererg Zeilen vonT~* umfasst undrjinks

die g linken Spalten vonT, und worinx, den Zustands-
vektor des auf Ordnung reduzierten Modells bezeichnet.
Auf der rechten Seite von (6) ist erkennbar, wie der Zu-
standsvektorx, mittels Tjinks zunachst in den Raum der
Dimensionn abgebildet wird. Das Ergebnis wird mA
multipliziert und erzeugt so eine Naherung fur den ur-
sprunglichen AusdruclAx. Sodann erfolgt eine Rickab-
bildung in den Raum der Dimensiap mittels Tk, Der
Original-Zustandsraum wird so auf einen Raum der Dimen-
sionq projiziert; man spricht voi©rdnungsreduktion durch
Projektiort [10;13].

Allgemeiner kann anstelle der (biorthogonalen) Matrizen
Tgblen und Tjinks Mit zun&chst unbestimmten,(})-Matrizen
V und W argumentiert werden, die ein (ebenfalls allgemei-

ner formuliertes) Originalmodell

EX = Ax+bu, (8)
y=c'x (9)
durch Projektion in ein reduziertes Modell
WTEV X =WTAV X +WTbu, (10)
e e’ N e’ N —
Er Ar br
y=c'Vx (11)
—
o

Uberfuhren. Gegenstand der folgenden Abschnitte ist die

Frage, wie mittels Krylov-Unterraummethoden geeignete
MatrizenV und W auch fir sehr grol3e Systemordnungen

n gefunden werden kénnen. Neben den oben schon aufge-
listeten vier Reduktionszielen sind dabei folgende weitere

Forderungen zu beachten:

— Das Verfahren sollte Hinweise auf glnstige Wegthe-
fern, alsoDominanzaussagemachen.

— Die Reduktion sollteinvariant beziglich unterschiedli-

cher Darstellungen des Originalmodells sein, d. h. vorab

1 Mathematisch genaueP = Tiins (T e Tiinks) - Tope iSt €ine Projek-

tion, daP? =P.

32

delle erzeugen.

— Es sollten Fehlerschranken existieren oder zumindest
Klarheit dariiber bestehen, in welchem Sinne die Appro-
ximation erfolgt.

— Das reduzierte Modell sollte dem Original stationar ge-
nau folgen.

— Die nétigen Berechnungen sollten einfach und numerisch
robust sein und mit nur wenigen vom Entwerfer festzu-
legenden, mdglichst transparenten Parametern versehen
sein.

— Die Methode sollte allgemeine Modelle des Typs (8), (9)
verarbeiten kénnen, mdglichst auch Modelle des Typs
M%+Dx+ Kx = bu.

Das Verfahren der Reduktion durch Balancierung [7; 8] er-
fullt diese Anforderungen, mit Einschrankungen bezuglich
der letzten drei Punkte. Die Krylov-Unterraummethoden
der folgenden Abschnitte haben ihre Starken gerade bei
diesen Punkten, erfillen aber die ersten Punkte nur mit
Einschrdnkungen (zu Invarianzeigenschaften siehe [11], zu
Passivitat/Stabilitat siehe [12]). Derzeitige Forschungsarbei-
ten, auch in der Arbeitsgruppe der Autoren, zielen daher
unter anderem auf Kombinationen von balancierten und
Krylov-unterraumbasierten Methoden [10].

2 Krylov-Unterraume zur
Modellreduktion

Gegeben seien eine konstanter()-Matrix A und ein kon-
stanter 0, 1)-Vektor b, auch Startvektor genannt, sowie
eine positive ganze Zalgl. Dann ist deiKrylov-Unterraum
definiert

Kq(A, b) =span{b, Ab, ... ,A%'b}; (12)

er ist also der durch dig Spaltenvektorerb, Ab, ...,
A9-1p aufgespannte Unterraum.

Mit dieser Definition werden die fiir die Ordnungsreduktion
bendtigten MatrizerV, W aus Spaltenvektoren aufgebaut,
die Basisvektoren folgender Krylov-Unterraume sind:

V ist eine beliebige Basis des Krylov-Unterraums
Kg (AT'E,A7MD) =
span{A*lb,... ,(A*lE)ql‘lAflb} , (13)
W ist eine beliebige Basis des Krylov-Unterraums

Ke (ATTET,A7Te) =

span{A‘Tc, e (A‘TET)qulA‘Tc} , (14)
mit E,A,b,c aus (8), mitA~T = (A‘l)T, mit voraus-
gesetzter Regularitat vor, und mit einer hinreichend
kleinen Wahl g = gz = q derart, dassv und W beide
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den Rangy aufweised. Das so beschriebene Reduktions-  ist auch mdéglich, gleichzeitig Momente zu verschiede-
verfahren heil3t einzweiseitiges Verfahrenweil sowohl nen Punktens, zur Ubereinstimmung zu bringen [31].
eingangs- wie ausgangsseitige Beziehungen des Modells in Fiir sy — oo gehen die Momente in so genanMarkov-
die Projektionsmatrizen eingehen. Wird nur eine der bei- Parameter iiber, die ebenfalls zur Ubereinstimmung
den MatrizenV, W geméanR obiger Vorschrift gewéhlt und gebracht werden kénnen [11; 13].

die andere beliebig, aber mit Hochstrang, so nennt man das- Bej Einsatz eineginseitigen Verfahrenwird typischer-
Reduktionsverfahren eieinseitiges Verfahren weiseV gemaR (13) und nichiv gemaR (14) gewahlt.

Eine wichtige Frage ist nun: In welchem Sinne sind die Man kann analog zu (16) zeigen, dass dann die ersten

vorgeschlagenen Verfahren ,,giinstig*? Tatséchlich gleichen 9 Momente fiir jeden beliebigen Ausgangund folg-
sich gewisse Parameter des Ein-Ausgangsverhaltens von lich auch fiir jeden Ausgangektory = Cx, insbesondere
Originalmodell (8), (9) und reduziertem Modell (10), (11), ~ auch fury =x, ubereinstimmen. Eine Approximation
namlich die so genannteMomente unter der wenig ein- desgesamterZustandsvektorg kann mitg Ubereinstim-

schrankenden Annahme, dass die durch (10) gefundene Menden Momenten also gemafs (11) duk¢h = Vx, ()
Matrix A, regular ist. Die Momenten; sind definiert als erfolgen. Weiterhin wird bei einseitigen Verfahren typi-

die negativen Koeffizienten der Taylor-Reihe der Ubertra-  SCherweiseW =V gewahit. Dann kann, bei Vorliegen
gungsfunktion ung = 0 gewisser passivitatsverwandter Eigenschaften des Origi-

nalmodells, Passivitat des reduzierten Modells gezeigt

g(s) = c'(SE—A)" b werden [12].
= — TA—lb_cT(A—lE)A—lbs_,,, — Zweiseitige Verfahrenliefern aufgrund der groReren
T T Zahl Ubereinstimmender Momente haufig eine bessere
T . o Approximation des Ausgangg. Man kann auf3erdem
—C (A ) bs —... (15) zeigen [11], dass das Ein-Ausgangsverhalten zweisei-
m; tig reduzierter Modelle unabhéngig von der Darstellung

des Originalmodells ist. Fur einseitige Verfahren gilt
dies nicht: hier wirken sich regulare Zustandstrans-
formationen und andere Aquivalenzumformungen am
Originalmodell auf das Ubertragungsverhalten des redu-
zierten Modells aus!

Zweiseitige Methoden bringen die ersteq dieser Mo-
mente zur Ubereinstimmung mit denen des reduzierten
Modells, bei einseitigen Methoden sind es gustiick. Um
einen Eindruck von der Beweisfiihrung flr diese wichtige
Aussage zu vermitteln, wird die Ubereinstimmung fiir das
erste Momentmo, durch folgende Zeile gezeigt: Fehlerschranken im Zeit- oder Frequenzbereich sowie all-
_ -1 gemeingultige Stabilititsaussagen fir das reduzierte Modell
Mo = G A by = CTV(WTAV) Wb fehlen bislang. So konnten fiir die Kolonne nach Bild 1 mit-
= c"V(WTAV) 'WTAvr, tels einseitiger Verfahren (m\ nach (13)) keine stabilen
=c'Vrg=c'A b =mp. (16) reduzierten Modelle gefunden werden, wahrend das zwei-
seitige Verfahren zum Erfolg fuhrte. Das mikrofluidische
Der entscheidende Schritt darin ist, d#ss'b bei Verwen-  Antriebssystem nach Bild 2 liefert bei einseitiger Reduktion
dung vonV nach (13) im UnterraunKy, (A~*E, A~'b) stets stabile Modelle (da hier die Voraussetzungen fiir Pas-
liegt und folglich durchA~'b =Vr, ausgedriickt wer- sjvitat des reduzierten Modells erfiillt sind [2; 12]), wéhrend
den kann, d.hb = AVr,. Fir die h6heren Momente ver- die zweiseitige Reduktion fiir manche Wengeinstabile
lauft der Beweis entsprechend [11], unter Nutzung von Modelle lieferte [14].
(A—'E)'Ab=Vr; und(A-TE"T)'A-Tc=Wg;. Da das Mo-
mentmp gerade dle stationare Verstarkung ausdriickt, bleibt
diese bei der Reduktion erhalten. 3 Algorithmen und Abbruchkriterien

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass die rgyjo Bestimmung einer Basi¥/ zum Krylov-Unterraum
duzierten Modelle das Originalmodell approximieren, im (A b) ist bei hoheren Systemordnungen numerisch
Sinne der Ubereinstimmung der erstenbzw. 2 Ko-  peikel. ‘Als giinstig hat es sich erwiesen, orthogonale
effizienten der Taylor-Reihen vog(s) um null. Weitere  gagjsyektoreny; iterativ zu bilden und zur Matri®/ zu-
Optionen und Eigenschaften der Krylov-unterraumbasiertengs mmenzusetzen. Der inzwischen schon klassiache!di-
Methoden sind: Algorithmus[15] tut dies (im Folgenden mit einer modifi-
_ Anstelle vons, = 0 kann die Taylor-Reihe auch um einen zierten Gram-Schmidt-Orthogonalisierung [12]) und liefert

Punktsy # 0 entwickelt werden. Mit geringfligig anders q orthonormale Vektoren:

gebildeten Krylov-Unterraumen kann dann Ubereinstim- b )
mung der Momente an diesem Punkt erreicht werden. g0 Start Setzev; = \/NTN undi =2
b™b
2Fur Systeme mit regularer MatriE lasst sich leicht zeigen, dass (der Startvektob wird hier normalisiert und wird erste
die hdchstmoglichen Dimensionen der Krylov-Unterrdume mit den Di- < iwird initialici
mensionen der steuer- bzw. beobachtbaren Unterraume [5] des Mo- S?alte vorV; i wird Imtlahflert);
dells (8), (9) identisch sind. 1 Nachster VektarBerechnel; = Av;_;.
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Orthogonalisierungfor j =1 toi —1 do

h=9v;;
\7i = \7i — hV]‘.
3 Normalisierung Abbruch, falls¥; = 0. Andernfalls setze
\7.
V= — (i-te Spalte vorV).

JoT,

Schleife Abbruch, fallsi = q, andernfalls erh6he und
gehe zu Schritt 1.

Der Arnoldi-Algorithmus kann sowohl bei ein- als auch

bei zweiseitigen Verfahren unmittelbar eingesetzt wer-
den und ist aufgrund seiner Einfachheit und seiner gu-
ten numerischen Eigenschaften héufig das Mittel der
Wabhl [14; 20; 31].

Alternativ kann fur das zweiseitige Reduktionsverfahren
der Lanczos-Algorithmugingesetzt werden ([16] und ver-
besserte Implementierung in [12]). Er liefert in einer einzi-
gen lterationsschleife sowoll als auchw in biorthogona-
ler Form, d.h. mitWTV =I. Ein Nachteil des Verfahrens
ist seine gegenuber dem Arnoldi-Algorithmus geringere
numerische Robustheit. Abhilfe kann durch Erweiterun-

gen zur verbesserten Orthogonalisierung geschaffen wer

den [17;18].

Beachtung verdient noch die in (13) und (14) auftre-
tende Inverse der Matrix A, deren explizite Berechnung
die Losung eines linearen Gleichungssystemsmhitinbe-
kannten erfordern wirde. Tatsachlich werden im Arnoldi-
Algorithmus aber nurg bzw. 23 Vektoren der Form

x = A~1Ev;_; benétigt, die einfacher durch Lésen linearer
Gleichungssystemé&x = Ev;_; ermittelt werden kénnen,
mit insgesamt nung skalaren Unbekannten. Eine weitere

METHODEN

Bild 3: Veranschaulichung des Arnoldi-Algorithmus und eines Abbruch-
kriteriums.

Unterraum der Dimension 2 als gute Approximation des
steuerbaren Unterraums erwartet werden gqiad2 gewahlt
werden. Alternativ kann auch der Winkel zwischenund

der (v, v2)-Ebene betrachtet werden: ist er klein, kann

abgebrochen werden. Endglltig resultieren also die zwei
alternativen Mal3zahlen
[9i]

|AVi,1|
Bei Verwendung einegweiseitigenverfahrens kénnen die
beiden Krylov-Unterraume in ein- und derselben Iterations-
schleife implementiert werden und dBsoduktder beiden
zugehorigen MalRzahlen fir die Abbruchentscheidung ge-
nutzt werden.

dii = [%] . da=

(17)

drastische Vereinfachung und Verringerung der Rechenzeit

lasst sich erreichen, wenn vor Eintritt in die Arnoldi-
Iteration einmalig eind.U-Faktorisierung[19] der Matrix
A bereitgestellt wird. Innerhalb der Arnoldi-lteration mis-

sen dann nur noch dreieckférmige Probleme durch Gauf3-

sche Elimination [18] gel6st werden.

Einen Hinweis auf gunstige Ordnungen des reduzier-
ten Modells kann das innerhalb des Arnoldi-Algorithmus
verwendete Abbruchkriterium liefern: Wird im dritten
Schritt (,,Normalisierung“) deri-ten Iteration ein Null-
vektor, ¥; = 0, festgestellt, so wird abgebrochen; Sodann
kann man mitg =i — 1 ein reduziertes Modell berechnen,

4 Beispiele

Bei dem mikrofluidischen Antriebssystem nach Bild 2 wird
die im Innern befindliche explosive Flussigkeit durch Be-
stromung des Widerstands erhitzt und zur Explosion ge-
bracht. Dabei wird die Membran zerstért, und das rasch
austretende Material verleiht der Anordnung einen mecha-
nischen Impuls (der in der Praxis z.B. zur Lagekorrektur
kleiner Satelliten genutzt werden kann). Die Modellierung
der dynamischen Vorgange wird derzeit am Institut fir Mi-
krosystemtechnik (IMTEK) der Universitat Freiburg [1; 2]

das das Verhalten des Originalsystems exakt widerspiegeltauf der Basis separater Modelle fir die verschiedenen auf-

Man wird nun erwarten dirfen, dass auch fur Vektoren
,,Kleiner* euklidischer Norm|V;| < ¢, eine ,,gute” Appro-
ximation eintritt. Zur Ermittlung ginstiger Ordnunggrist
also die Arnoldi-lteration (ohne Vorgabe vay) so oft zu
durchlaufen, bis in Schritt 3 eifV;| < ¢ mit vorgegebenen
¢ eintritt. Bild 3 veranschaulicht den Arnoldi-Algorithmus
und das Abbruchkriterium: In Schritt O wing;, durch Nor-
malisieren des Starvektofs gewonnen. Miti = 2 wird in
Schritt 1 sodanrb, = Av; gebildet und in den Schritten
2 und 3 orthonormalisiert zu,, usw. Ragt nun beispiels-
weise der nachste Vektohs = Av,, nur wenig aus der
(v1, Vo)-Ebene heraus, ist als{us| klein, so kann der
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einander folgenden Phasen vorangetrieben. Die erste Phase,
das Erwarmen der Anordnung durch den Widerstand, kann
Uber eine rechnergestiitzte FEM-Modellierung geschehen,
wobei ein System von 1000 bis 10000 linearen, zeitin-
varianten Differentialgleichungen entsteht, dessen &aulere
Anregungsfunktion der Einheitssprung ist (Einschalten des
Heizstromes). Reduzierte Modelle, die die Erwarmungsvor-
gange an unterschiedlichen Stellen innerhalb der Anord-
nung nachbilden, konnten erfolgreich mit ein- und zwei-
seitigen Verfahren gewonnen werden, bei Systemordnungen
zwischen 10 und 25. Detaillierte Darstellungen der Ergeb-
nisse finden sich in [2; 14].
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Fur den Prozess nach Bild 1 wurde bei der BASF AG ausgedriickt werden: der erste Markov-Parameter ist null,
rechnergestitzt ein nichtlineares Modell entwickelt, das _1

nach Linearisierung um den Arbeitspunkt 400 lineare Dif- Mg = [ET OT] [g I\ﬂ [9} -0 (23)
ferentialgleichungen umfasst (fur die 4010 Bboden der b

beiden Teilkolonnen), mit 16 EingangsgrofRen und 9 Aus- (wobei Invertierbarkeit vo und auch vorK hier und im
gangsgréf3en. Fir die geforderte Approximation des Ein- Folgenden vorausgesetzt wird). Diese wichtige Eigenschaft
Ausgangsverhaltens bietet sich ein zweiseitiges Verfah-so|| bei der Reduktion aufrecht erhalten bleiben, was mit

ren an: Zur Anwendung kam der zweiseitige Arnoldi- dem Verfahren nach Abschnitt 2 dadurch gelingt, dass (13)
Algorithmus [14;31], der im MehrgroRenfall gewisse Frei- grsetzt wird durch

heitsgrade beim Aufbau der Matrizéhund W bietet, die

in [20] vorteilhaft genutzt werden. Die mit guten Appro- Ke (AT'E,E7'D) =

ximationsguten erreichbaren Modellordnungen liegen bei span{E*lb,,,, ,(AflE)ql_l Eflb] ) (24)

40 bis 50. Modellreduktionen durch Balancieren ist mit

den vorhandenen MATLAB-Routinen bis zu Ordnungen Der geanderte Startvektor hat zur Folge, dass nurmehk

um 1000 durchfiihrbar, sodass sich hier ein Vergleich an-Momente, aber zuséatzlich der erste Markov-Parameter zur

bietet: Wie nicht anders zu erwarten erreicht das balancierteUbereinstimmung gebracht werden, wevirzur Projektion

Verfahren die besten Ergebnisse, namlich vergleichbaregenutzt wird (und wenrk, und A, nach (10) invertierbar

Approximationsgute bei Ordnungen um 30. sind, was hier angenommen wird) [11;13]. Wird zusétzlich
W nach Gleichung (14) gewahlt, kommen weiteréiber-
einstimmende Momente hinzu. In jedem Falle resultiert ein

5 Systeme zweiter Ordnung reduziertes Modell der Form (10), (11),
oo N
Insbesondere bei der Modellierung mechanischer Systeme Ex=Axtbu, y=cx, (25)
entstehen regelmafig grole Systeme linearer Differential-qas durch Linksmultiplikation miE; ! Ubergeht in
gleichungen zweiter Ordnung,
Xx=Ax+bu, y=c'x. (26)

Mz+Dz+Kz=bhu, (18) . _
Weist ein solches Zustandsraummodell geradzahlige Ord-

y=¢C'z. (19) nung g = 2 und einen verschwindenden ersten Markov-
Parameter Mg = c"b =0, auf, so kann es wie folgt in

Bei der Redu'ktion solcher quellg ist es haufi'g wun- - gin System (18), (19) von Differentialgleichungen zweiter
schenswert, wiederum Differentialgleichungen zweiter Ord- Ordnung gewandelt werden: Zunéchst wird &idimensi-

nung zu erhalten, um die damit verbundenen strukturellen . 4ier Vektorz definiert

Eigenschaften aufrecht zu erhalten. Zur Erreichung dieses T

Ziels mittel Krylov-Unterraummethoden kénnen Projektio- z=C,x mit C,= [C } , (27)
nen des oben eingefilhrten Typs entweder direkt auf das R

Modell (18), (19) angewandt werden [21;32], oder aber auf worin die (i — 1, 2f)-Matrix R frei gewahlt wird, aber so,

eine aquivalente Zustandsdarstellung dassC; vollen Rang aufweist un&b = 0 gilt [21; 22]. Die
, Ableitung dieses Vektors ist
L ol[z] _[O I z| 0 y (20)
OM||z] |-K —-DJ||z b| ™’ z=Cx=C,Ax+ C;bu =C,Ax, (28)
—_—— ———— —
E X A x b folglich gilt
- z
y=|[c' 0] H : (21) z] [c,
— z 2= |cA X. (29)
Cc

) ) ) o ) Hiermit definiert sich eine Zustandstransformation
die anschlieRend wieder in die Darstellung zweiter Ord-

nung, (18), (19), gewandelt werden muss. Auf dem letzt- Xx=Tx, mit T= [ Cz} l, X; = [Z} ’ (30)
genannten Wege kann nach heutigem Wissensstand eine z

groRRere Zahl Gbereinstimmender Momente erreicht werdengie das System (26) tiberfiihrt in

(n&mlich doppelt so viele wie in [21] und viermal so viele

wie in [32]), weshalb im Folgenden auf diese wirkungsvol- [' 0} [Z} _ [CZAT } [Z} [ Czb } U

lere Variante naher eingegangen wird. 01]]2 C,A%T||z] " [C/ADb|™

. s . . z
Ein wichtiges Charakteristikum des Modells (20), (21) ist, y=c'T [z} . (32)
dassu nicht direkt aufy einwirkt. Diese Tatsache kann

mittels der so genanntéviarkov-Parameter —
3Die notige Invertierbarkeit vorT ist in der Praxis fast immer gege-
ben. Hinreichende Existenzbedingungen fehlen allerdings noch; Hinweise
hierzu finden sich auch in [22].

M =c"(ET*A)E b, i=01,... (22)
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Hieraus kénnen mitc'T =[1, 0,...,0],C,AT = [01], auch auf Systeme mit Ausgangen=cjz+cyz (R um-

C;b =0 und durch Vergleich mit (20), (21) sofort die fasst dannn Zeilen und c' verschwindet au<C,), dann
MatrizenM, D, K, b, ¢’ des gesuchten Modells (18), (19) gegebenenfalls unter Verzicht auf das Verschwinden des
abgelesen werden: Markov-Parameters, siehe auch [22].

M=, [—D —K] = C,AT, Als Anwendungsbeispiel sei hier die Reduktion des Mo-
b=C,Ab, T =[1 0,...,0]. dells eines einseitig fixierten Blegebalkens.,. aus [10;39]
angesprochen: Das Modell besteht nach raumlicher Dis-

Zusammenfassend verlauft die Ordnungsreduktion eineskretisierung aus 174 gewdhnlichen Differentialgleichungen
Modells (18), (19) also in den folgenden Schritten: zweiter Ordnung, entsprechend einer Ordnung von 348

o in der Zustandsdarstellung (20), (21). Einzige Eingangs-
Aufstellen des aquivalenten Modells (20), (21); groRe des Modells ist eine auRere Kraft, die am freien
Reduktion nach Abschnitt 2 mit Gleichung (24) an- Ende des Balkens wirkt, als AusgangsgroRRe sei hier die
statt (13) und auf eine geradzahlige Ordnupng Auslenkung an derselben Stelle betrachtet. Fiir die Nach-
Wandeln des erhaltenen reduzierten Zustandsraummobildung dieses Ausgangs bietet sich das zweiseitige Re-
dells (10), (11) in ein solches der Form (31) und Ablesen duktionsverfahren nach Abschnitt 2 an. Bei Verwendung
der gesuchten MatrizeM, D, K, b,c’ des endgliltigen  des Arnoldi-Algorithmus zur Berechnung vo# und W
reduzierten Modells vom Typ (20), (21) bzw. (18), (19). gehen beide Abbruchkriterien (17) gb= 6 auf verschwin-
dend kleine Werte zuriick, sodass auf Ordnung 6 reduziert

Anzumerken bleibt, dass die obigen Schritte in geradliniger wird, letztendlich also ein reduziertes Modell bestehend
Weise auf MehrgroRensysteme ausgedehnt werden konneausfi = 3 Differentialgleichungen zweiter Ordnung resul-
(R in (27) umfasst dann entsprechend weniger Zeilen) undtiert. Die Sprungantwort des reduzierten Modells ist im

Rahmen der Zeichengenauigkeit nicht von der des Origi-

nals unterscheidbar (Bild 4). Deutliche Unterschiede treten
aber im Frequenzgang zutage (Bild 5): Das Modell der
Ordnung 6 kann Betrag und Phase nur bis hin zu Frequen-
zen oberhalb der zweiten Resonanzstelle gut nachbilden.
700 - 7 Zum Vergleich ist in Bild 5 auferdem der Frequenzgang
eines reduzierten Modells der Ordnugg= 20 wiederge-
geben, mit deutlich besserer Approximation bei héheren
Frequenzen.

Step Response
900 T

500 H
500

400

Amplitude

300

6 Ausblick

200

Zur Reduktion grol3er linearer Modelle, bei denen her-
kdmmliche Verfahren aus numerischen Griinden scheitern,
% 200 400 500 300 1000 7200 etablieren sich Krylov-unterraumbasierte Verfahren auf-

Time grund ihrer Einfachheit und numerischer Robustheit. Hin-

100 4

Bild 4: Sprungantwort des Biegebalkens.

sichtlich der Approximationsgtite bleiben sie jedoch hinter
dem bewdahrten Verfahren Uber die Balancierung [7;8]
zurick — sofern dieses anwendbar ist. Aktuelle For-

schungsarbeiten zielen daher unter anderem darauf ab,

Bode Diagram = Qriginal
10 ; ; ; ; T Qe 20 die zur Balancierung notigen Schritte mittels Krylov-
T . Unterraummethoden anzundhern [10]. Die resultierenden
% or R Beziehungen lassen sich interessanterweise teilweise wie-
% 122 T derum als Krylov-Unterraumverfahren des in Abschnitt 2
S 1 vorgestellten Verfahrens interpretieren. Die Hoffnung, all-

o | gemeine Stabilitdtsbeweise und Fehlerschranken fir derart

reduzierte Modelle gewinnen zu kénnen, hat sich bis heute
nicht erfullt.

200 PP ETETY E S P UTTY B S TET T RS T eTTY BRI eIy B W e

451
In der Anwendung erweist sich, dass nur ungeféahr die
Halfte der systemcharakteristischen Singularwerte eines
mittels Krylov-Unterraumverfahren reduzierten Modells

sehr genau mit den grof3ten Singulérwerten des Original-
modells Ubereinstimmt. Diese empirische Erkenntnis kann

ol

Phase (deg)

135

-180

Frequency

folgendermal3en genutzt werden: Im ersten Schritt wird

Bild 5: Frequenzgang des Biegebalkens. mittels Krylov-Unterraumverfahren eine Reduktion von
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Ordnungn auf z.B. 3y durchgefuhrt, im zweiten Schritt [8] D. Hinrichsen, H.-W. PhilippserModellreduktion mit Hilfe
eine erneute Reduktion mittels Balancierung von Ordnung balancierter Realisierungen. Automatisierungstechnik 38
3q auf g. Die so gefundenen Ergebnisse sind denen einer (1990) S. 416-422.

Krylov-basierten direkten Reduktion vom auf q in der [9] K. Glover. All optimal Hankel-norm approximations of li-
near multivariable systems and théino-error bounds. Int.

Regel deutlich Uberlegen. J. Contr. 39 (1984) S. 1115-1193,

[10] A.C. Antoulas, D. Sorensem\pproximation of Large-Scale

Eine groRRe Herausforderung stellt die Reduktimnhtli- Dynamical Systems: an Overview. Int. J. Appl. Math. and

nearer Modelle dar. Ein mdglicher Ansatz ist es, Pro- Computer Science, 11 (2001) S. 1093-1121.

jektionen, wie in Abschnitt 1 eingefiihrt, auf nichtlineare [11] B. Salimbahrami, B. LohmaniKrylov Subspace Methods in
Modelle des Typsk =f(x,u) anzuwenden, was auf re- Linear Model Order Reduction: Introduction and Invariance
duzierte Modellex, = VTf (Vx,, u) filhrt. Die Projektions- Properties. Sci. Report, IAT, Univ. Bremen, 2003. URL:
matrix V kann dabei entweder aus einem linearisierten http://www.iat.uni-bremen.de/lohmann/papers.

Modell oder durch Analyse von Simulationsergebnissen [12] lR-W-SFVte)U”d Palfﬂs“t/ﬁ O?edt'ilced—o_rdr]:zrAMolde_Iinngia Kr}/'t

des Originalmodells gewonnen werden [23;24]. Andere ov. subspace Methods. Numerical Analysis Manuscript,
. . e T 00-3-02), March 2000, also available at URL http://cm.bell-

Maoglichkeiten entstehen durch ,,Identifikation* nichtlinea- I(abs.com)/cs/docloo. P

rer Modelle _er\tlang (simu_latprisch gewopnener) Tra_jekt(_)- [13] C. Villemagne, R.E. SkeltoModel Reductions using a pro-
rien des Originals, wobei die charakteristischen Nichtli- jection formulation. Int. J. Contr. 46 (1987) S. 2141-2169
nearitaten des Originals vorzugsweise ins reduzierte Mo-[14] B. Salimbahrami, B. Lohmann, T. Bechtold, J. Korvifiko-
dell Gbernommen werden [25;26], oder durch Abspal- sided Arnoldi Algorithm and Its Application in Order
tung nichtlinearer Systemanteile und Reduktion der linea- 5@?#12“02”06)3‘: MEMS. Proc. 4th Mathmod, S. 1021-1028,
ren [29]. Den genannten Zugangen ist gemein, dass sie T . N L

. N . . L [15] W.E. Arnoldi The Principle of Minimized Iterations in Solu-
im Kern auf Ansatzen delinearen Theorie beruhen; in

. " : o tion of the Matrix Eigenvalue Problem. Quarrt. Appl. Math.
der praktischen Anwendung kdnnen sie aber fallabhéngig 9 (1951) S.17-29.

zu sehr guten Ergebnissen flhren. Jiingere bemerkenswerig@g] . Lanczos An Iteration Method for the Solution of the
Ergebnisse zur nichtlinearen Balancierung [27;28] blei- Eigenvalue Problem of Linear Differential and Integral
ben aus rechentechnischen Griinden auf kleinere Systeme %Ozefators- J. Res. Nat. Bureau Stan. 45 (1950) S.255-

beschrankt.
[17] D.L. Boley Krylov Space methods on state-space control

models. Circuits Syst. Signal Process 13 (1994) S. 733-758.
[18] B. Lohmann, B. Salimbahrami Introdution to Krylov-

Danksagung Subspacg Methods in Model Order Reduction. In: Loh-

mann/Gréser (Hrsg.): Methoden und Anwendungen der
Die Autoren danken den DFG-Projektpartnern des Instituts fir Mikro- Automatisierungstechnik. Shaker Verlag, Aachen, 2003.
systemtechnik der Universitat Freiburg (Prof. Dr. J. Korvink) und den [19] G.H. Golub Matrix Computations. The Johns Hopkins Uni-
Mitarbeitern der Prozessleittechnik-Fachstelle der BASF AG (Dr. J. Birk versity Press, 3rd edition, 1996.

und Dr. J. Bausa) fur die freundliche und konstruktive Zusammenarbeit . . .
und fiir die Bereitstellung von Modellen und der Bilder 1 und 2. Dank [20] B. Salimbahrami, B. Lohmann, T. Bechtol@wo-Sided Ar-

gilt ebenfalls den Autoren von [30] fiir ihr Modell und der DFG fir die noldi in Order Reduction of Large Scale MIMO Sys-

Forderung. tems. Sci. Report, IAT, Univ. Bremen, 2002. URL:
http://www.iat.uni-bremen.de/lohmann/papers.

[21] B. Salimbahrami, B.LohmannOrder reduction of Large
Scale Second Order Systems Using Krylov Subspace Meth-
dods. Submitted to Linear Algebra and its Applications.
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