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Ordnungsreduktion und
Dominanzanalyse nichtlinearer Systeme
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'

Es wird ein Verfahren zur Verringerung der Glei-
chungsanzahl nichtlinearer Systemmodelle vorgestellt.
Der Grundgedanke ist dabei, die Nichtlinearitdiiten des
Originalsystemsihrem Charakter nach ins reduzierte Sy-
stem zu iibernehmen, jedoch alle Kopplungen von Zu-
standsgrofien untereinander und mit nichtlinearen Funk-
tionen neu festzulegen. Forderungen nach stationdrer
Genauigkeit des reduzierten Systems konnen beriicksich-
tigt werden. Erginzend werden anschauliche Dominanz-
mapzahlen eingefiihrt, die Hinweise auf giinstige Sy-
stemordnungen geben und den Entwerfer bei der Vorgabe
wesentlicher Zustandsgrofien unterstiitzen. Als Anwen-
dungsbeispiel wird das Modell einer aktiven hydropneu-
matischen Kraftfahrzeugfederung behandelt.

Order reduction and dominance analysis of
nonlinear systems

A method is presented which reduces the number of

equations of nonlinear system models. The main idea is
to take over the nonlinearities from the original system

into the reduced system but to renew all couplings of

state variables and nonlinear functions. Steady state er-
ror can be avoided by additional measures. Furthermore
dominance numbers are introduced which help chosing
a favourable system order and dominant state variables.
As a technical example the model of an active hydro-
pneumatic vehicle suspension is considered.

1 Einfithrende Ubersicht

Grundlage fiir Simulationen, Analysen und Rege-
lungs- und Steuerungsentwiirfe sind in aller Regel ma-
thematische Modelle der betreffenden dynamischen
Systeme. Nicht selten steht dabei die Komplexitit de-
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taillierter Systemmodelle einer weiteren Verarbeitung
im Wege, und es sind Verfahren gefragt, die Vereinfa-
chungen der Systembeschreibungen erlauben. Im fol-
genden wird ein derartiges Verfahren vorgestellt, das
speziell eine Reduktion der Systemordnung bewirkt, al-
so die Zahl der systembeschreibenden Zustandsdiffe-
rentialgleichungen verringert. Ausgangspunkt ist die
gangige Zustandsdarstellung eines zeitinvarianten Sy-
stems

xX(1) = f(x, u) (1

(mit dem n-dimensionalen Zustandsvektor x und dem
p-dimensionalen StellgroBenvektor u), die ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit auch in der Form

X(t)=Ax(t) + Bu(t) + Fg(x, u) (2)

angegeben werden kann. Der Vektor g (x, ) enthilt
darin ausschlieBlich nichtlineare Terme in den Kompo-
nenten von x und u, und zwar jeden solchen Term nur
einmal und von eventuellen konstanten Faktoren be-
freit. Ziel der Ordnungsreduktion ist die Gewinnung
eines Systems niedrigerer Ordnung 7,

() =f(%u), (3)

welches das Verhalten des Originals (1) approximiert,
das heil3t eine Nachbildung zumindest der wesentlichen
ZustandsgrofBen gestattet.

Dartber, welche die wesentlichen oder dominanten
ZustandsgrofBen sind, bestehen hdufig klare Vorstellun-
gen: Es werden dies die MeB- und RickfihrgroBen,
die RegelgroBen und sonstige fiir tibergeordnete Syste-
me wichtige GroBlen sein, aber auch innere, fir das
dynamische Verhalten besonders wichtige GroBen. Sie
lassen sich zum Vektor x,, zusammenfassen und hin-
gen mit dem Originalzustandsvektor tiber

X;, = Rx “4)

zusammen, worin die Reduktionsmatrix R in jeder Zeile
eine Eins und sonst Nullen aufweist.

Der Spezialfall eines /inearen Systems liegt vor, wenn
der Vektor f(x, u) in (1) ausschlieBlich Linearkombina-
tionen der Elemente von x enthdlt und folglich der Sum-
mand Fg (x, u) in der Darstellung (2) entfillt. Zur Ord-
nungsreduktion solcher Systeme stehen zahlreiche be-
wihrte Verfahren verschiedenen Typs zur Verfiigung
([1 bis 47, Ubersichten in [5 bis 7]). Fiir nichtlineare
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Systeme hingegen ist ihre Anzahl heute noch gering!.
Zu nennen ist ein Ansatz von Hasenjdger [8], der spe-
ziell ein Originalsystem der Gestalt

f u)] 5

x(1) = [jd"‘ :I = Ax(t) + Bu(r) + |:0

voraussetzt, dann eine Ordnungsreduktion des linearen
Systems x*(t) = Ax*(r) + Bu(r) durch ein beliebiges
Verfahren vorsieht, mit dem Ergebnis x*(f) =
Ax* (1) + Bu(1), das schlieBlich zum endgultlgen Re-
duktionsergebnis

X(t) = AZ(t) + Bu(t) + f (%, u) (6)

ergidnzt wird. Beim Vorgang der Reduktion bleiben al-
so nichtlineare Systemeigenschaften unberticksichtigt.
Dem weiteren Nachteil der eingeschridnkten System-
klasse (5) steht als Vorteil die kaum zu tiberbietende
Ubersichtlichkeit des Vorgehens gegeniiber.

Von Pallaske wurde ein Verfahren vorgestellt
[9; 101, das auf einer orthogonalen Projektion z = Wx
des Zustandsvektors des Systems (1) aufbaut. Die kon-
stante (77, n)-Matrix W wird dabei anhand von Zeitver-
liufen des Originalzustandsvektors x ermittelt. Ent-
steht durch die ndherungsweise Riicktransformation

()= WTz(t) = WTWx(1) (7)

kein zu grofler Fehler, so darf man hoffen, die Trans-
formation auch fehlerarm auf die zeitlichen Ableitungen
von x(f) anwenden zu kénnen. Es folgt zunichst also

(1) = Wx(t) = Wf(x,u), ®

und durch Einsetzen der Nidherung £(¢) = W7z(¢) an-
stelle von x resultiert endgiiltig das System der Ord-
nung 7

i(t)y= WF(W'z, u), ©)]

aus dessen Zustandsvektor die Zeitverldufe des Origi-
nals durch £() = W'z approximiert werden konnen.
Das Verfahren besitzt gegeniiber dem zuerst beschrie-
benen den Vorteil, auf Systeme des allgemeinen Typs
(1), (2) anwendbar zu sein. Allerdings reagiert es emp-
findlich, wenn die Approximation (7) nicht mit hoher
Giite gelingt, da die Anwendung auf die Ableitung ge-
maB (8) den Fehler in unkontrollierter Weise ins redu-
zierte System weitertrigt. Fragen zum stationéren Ver-
halten des reduzierten Systems bleiben — anders als
beim Hasenjigerschen Ansatz — ginzlich offen.
Verfahren der singuldren Perturbation [11; 12] kon-
nen in ihrer Grundidee als Verallgemeinerung einer
physikalischen Ordnungsreduktion durch Vernachlis-
sigung schneller Systemteile verstanden werden. Aus-
gangspunkt ist eine spezielle Zustandsdarstellung

X, () =f,(xy,x,,u),

ex, (1) = f5(xy, x5, u)

(10)
(11)
' Hingegen sind einige hilfreiche Verfahren bekannt, die nicht pri-
madr eine Reduktion der Systemordnung sondern Vereinfachungen

der rechten Seite der Zustandsdifferentialgleichung zum Ziel haben
[17 bis 19].
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mit kleinem Wert ¢, so daB der Teilzustandsvektor X,
einen langsamen, x , einen schnellen Systemanteil kenn-
zeichnen. Der dominante Anteil ist der langsamere, so
daB es nahe liegt, ¢ gegen Null gehen zu lassen, und
(11) dann nach dem Teilvektor x, in der Form x, =
h(x,, u) aufzulosen. Dieses Ergebnis wird in die erste
Zustandsdifferentialgleichung (10) eingesetzt, mit dem
Endergebnis

X (1) =f(xy, h(x,u), u). (12)

Beispielsweise bei mechanischen Systemen treten
Teilsysteme der Form (11) mit kleinem ¢ in natiirlicher
Weise auf, wenn kleine Massen oder groBe Federkon-
stanten beteiligt sind. Mit ¢ — 0 werden diese aus dem
System entfernt, mit dem gleichen Resultat, das eine
Modellerstellung unter génzlichem Verzicht auf diese
Elemente erbracht hitte. Nicht immer gelingt aber eine
Aufspaltung in schnelle und langsame Systemteile aus
derartigen technischen Erwigungen. Weitere Schwie-
rigkeiten konnen bei der Auflésung von (11) nach x,
auftreten.

Aufbauend auf diesem knapp skizzierten Stand der
nichtlinearen Ordnungsreduktion und unter Einbezie-
hung verschiedener Zusammenhinge aus der /inearen
Ordnungsreduktion wird in den folgenden Abschnitten
ein Reduktionsverfahren entwickelt, das das Spektrum
der behandelbaren Systeme erweitert und die erzielba-
ren Ergebnisse verbessern kann. Im Abschnitt 2 wird
der eigentliche Reduktionsformalismus hergeleitet (sie-
he auch [14; 15; 20]), im Abschnitt 3 werden sodann
Malnahmen zur Erzielung stationdrer Genauigkeit er-
ortert. Gegenstand des vierten Abschnittes ist die Do-
minanzanalyse nichtlinearer Systeme. Abschnitt 5
bringt als technisches Anwendungsbeispiel das Modell
einer aktiven hydropneumatischen Krafitfahrzeugfede-
rung, dessen Ordnung von 10 auf 7 bzw. 5 bei abneh-
mender Approximationsgiite reduziert wird.

2 Ordnungsreduktion durch Gleichungs-
fehlerminimierung

Ausgehend von der allgemeinen Systemdarstellung
(2) ist der Grundgedanke der folgenden Ausfiihrungen,
die in g (x, u) zusammengefaBten nichtlinearen Funk-
tionen ins reduzierte System zu tibernehmen, keine zu-
satzlichen Nichtlinearitdten vorzusehen und alle wei-
teren Kopplungen von ZustandsgroBen untereinander,
mit StellgréBen und mit den nichtlinearen Funktionen
neu festzulegen. Das reduzierte System der Ordnung
A wird daher in der Form

() = A% (1) + Bu(t) + Fg(WZ, u) (13)

angesetzt. Die Matrizen 4, B, F, W sind im folgenden
derart zu bestimmen, daB x(7) die Verliufe der domi-
nanten Zustandsgriofien nachbildet, die vom Entwerfer
vorab auszuwdhlen sind und in x,, gemiB (4) zusam-
mengefalt sind. Denkt man sich die Ordnungsreduk-
tion in idealer Weise gelungen, so werden Originalsy-
stem (2) und reduziertes System (13) auf jede Anregung
u(t) aus jeder Anfangsauslenkung x(z,) = x, bzw.

467



at 10/94

X(ty) = x,4,(t,) heraus mit den gleichen Verldufen
x,,(1) = X(t,) reagieren, und es wird auch x, (1) =
#(1,) gelten. Aus (13) wird durch Einsetzen dieser Be-
ziehungen

X4(0) = Axy (1) + Bu(t) + Fg(Wx,pom).  (14)

Tatsachlich wird sich dieses Ideal nicht erreichen las-
sen. In Anlehnung an einen Ansatz zur Ordnungsre-
duktion /inearer Systeme nach Eitelberg [13] kann man
sich aber damit begniigen, (14) ndherungsweise zu er-
fiillen und den Gleichungsfehler

dy (1) = 3, (1) — Axyy (1) — Bu(t) — Fg (W, u)  (15)

klein zu halten. Aus dieser Forderung lassen sich die
Matrizen 4, B, F, wie sich zeigen wird, geradlinig be-
stimmen. Von der Matrix W wird dagegen gefordert,
daB sie ihre direkte Aufgabe, namlich im Argument
von g den gesamten Zustandsvektor x aus x,, nihe-
rungsweise zu rekonstruieren, gut erfiillt, also den Glei-
chungsfehler

d (1) = x(1) — W, (1) (16)

klein hélt. Fir welche Zeitverliaufe aber sollen diese
beiden Aufgaben gelost werden? Geeignet sind sicher-
lich solche Verldufe, die durch das Originalsystem er-
zeugt werden konnen und durch Simulation desselben
zu gewinnen sind. Um moglichst groBe Bereiche des
Zustandsraumes abzudecken, wird es dabei notwendig
sein, nicht nur eine, sondern mehrere Simulationen mit
verschiedenen Anfangswerten und Anregungsfunktio-
nen durchzufiihren. Als Ergebnis stehen dann zu jeder
der insgesamt r durchgefithrten Simulationen Vektoren
X(to:) x(tyy), ..., x(t,),i=1,...,r zur Verfligung. Die
Fehlergleichung (16) kann nun zu den diskreten Zeit-
punkten tgy, ..., tyy, ..oy ..., Loy - - -, L, Detrachtet wer-
den: Umd, , klein* zu halten, wird die gewichtete Sum-
me der Betragsquadrate von d,(¢) zu den genannten
diskreten Zeitpunkten minimiert

J, = qz(tm)ldz(lm)lz + ...+

+ 47 (1,)|dy (1,2 £ min. (17)

Die darin frei vorgebbaren positiv-reellen Gewich-
tungsfaktoren ¢(t,), ..., ¢(t,,) konnen zum einen zur
Zeitgewichtung innerhalb einzelner Simulationen, zum
anderen zur Gewichtung einzelner Simulationen ge-
geneinander verwendet werden. Faft man die Fehler-
vektoren d, nebeneinander angeordnet zur Matrix D,
zusammen und auBerdem die Gewichtungsfaktoren ¢
in der Diagonalmatrix @, so 1dBt sich das GiitemaB J,
in Matrixschreibweise

J, = spur{DzQQTDg}

angeben. Um hierin leicht einsetzen zu kOnnen, werden
nun ebenfalls die Vektoren x (¢;) und x,, (¢;) zu Matrizen
X und X,, zusammengesetzt, so dal D, = X — WX,
gilt. Durch Auswerten der notwendigen Bedingung 6.J/
OW = 0 fiir ein Minimum von J, 1dBt sich dann W
bestimmen zu
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(18)

W=X00"X,,(X,,00"X;)"". (19)

Um die zweite Teilaufgabe zu 16sen, wird ganz ent-
sprechend das Giitemal

Ji = (1) d, (1) 1? + ... +
+¢*(t,)|d, (1,)|* = spur {D,Q Q" D} (20)
betrachtet. Die Vektoren d, (¢,) sind zur Matrix D, zu-
sammengefaft, ebenso werden nun die Vektoren x,, (7,)
(gewonnen aus (2)) zu X,, und die Vektoren u(t,) zu
U zusammengefal3t. AuBlerdem werden die Nichtline-
arititenvektoren g(Wx,,(¢;), u(t;)) zur Matrix I zu-
sammengesetzt. Fur D, kann dann geschrieben werden
D, =X, —AX, —BU—FI =
Xdo
=X,,—[4,BF]|U
r

=X, —EM, (21)

mit den Abkiirzungen E=[A4, B F] und M" =
[X], U™, ™). Hiermit kann wie oben durch Auswer-
ten der notwendigen Bedingung fiir ein Minimum von
J nach der gesuchten Matrix E aufgelost werden:

E=[A BF]1=X,00"M"(MQQ"™M")"". (22

Das reduzierte System (13) ist damit vollstidndig be-
stimmt?, bemerkenswerterweise iiber iterationsfreie
Formeln. Uber die Approximation von x,,(#) durch
X (7) hinaus kann mit Hilfe der Matrix W der gesamte
Zustandsvektor des Originalsystems durch die Bezie-
hung £ (¢) = WZx (1) nachgebildet werden, also auch die
nicht dominanten ZustandsgroBen.

3 Stationiire Genauigkeit

Mit den Ergebnissen (19) und (22) ist das Reduk-
tionsverfahren bereits einsatzfihig. Abhingig von der
vorgesehenen Verwendung wird man aber gelegentlich
vom reduzierten System verlangen, daB es fiir bestimm-
te Anregungen exakt auf die gleichen Stationarwerte
einschwingt wie das Original, daB also
(23)

xstal = xdo, stat

gilt. Diese Forderung kann berticksichtigt werden, in-
dem bei der Minimierung von J, eine Nebenbedingung
der Form

L=EH (24)

einbezogen wird, die sich im Endergebnis

E=X,,00"M"(MQQ"™M")"" +
+@L—X,00"M"(MQQ"™M")"'H)-
- (H'(MQQ™")" 1) 'H"(MQQ™M")"!
(25)
% Die bendtigten Inversen in den Gleichungen (19), (22) existieren

in der Regel, wenn die Anregungsfunktionen u(z) derart gewihlt
sind, daB die Matrix U Hochstrang besitzt [14].
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anstelle von (22) niederschlagt [14]. In H ordnet man
dabei Ruhelagen des Originalsystems gemil

xdo,stal, 1 ; xdo,stat,m
H = ustat,l : ustal,m
g ( deo,slat, 1s ustat, 1) - g ( deo,stal,m’ ustat,m)

(26)
an und wahlt L = 0. Durch die Nebenbedingung wird
so erzwungen, dall der Gleichungsfehlervektor 4, in
den Ruhelagen exakt verschwindet. Dadurch werden
auch dem reduzierten System diese Ruhelagen aufge-
pragt. Sind die Ruhelagen gerade die stationdiren End-
werte des Originals zu besonders interessierenden An-
regungen, so wird in der Regel auch das reduzierte Sy-
stem bei entsprechender Anregung auf diese Endwerte
einschwingen und es gilt (23), wie gewlinscht. Gelingt
es, die Ruhelagen des Originalsystems fir beliebige An-
regungen zu bestimmen, so kann stationire Genauig-
keit hdaufig sogar fiir beliebige Anregungen erzielt wer-
den. Dazu miissen in H nur ausreichend viele Ruhe-
lagen angeordnet werden, so daB der Rang von H auf
diesem Wege nicht mehr steigerbar ist.

Der beschriebene Formalismus erlaubt erstmals eine
gezielte EinfluBnahme auf das stationire Verhalten
ordnungsreduzierter nichtlinearer Systeme. Es sei je-
doch darauf hingewiesen, daB Forderungen nach sta-
tiondrer Genauigkeit mit Verschlechterungen des dyna-
mischen Verhaltens einhergehen. Bei der Reduktion
der Kraftfahrzeugfederung im fiinften Abschnitt wird
deshalb darauf verzichtet.

4 Festlegung dominanter Zustandsgrofien

Ein wesentliches Kennzeichen des beschriebenen
Vorgehens ist die Vorgabe dominanter Zustandsgro-
Ben, die in der Praxis aber gelegentlich Schwierigkeiten
machen kann. Es stellt sich die Frage, ob nicht gewisse
Linearkombinationen von ZustandsgroBen die geeigne-
teren dominanten GroBen sind, oder noch weiter ge-
faBt: LaBt sich nicht eine lineare Transformation der
ZustandsgroBen finden, mit deren Hilfe aussagekrifti-
ge Dominanzmafizahlen angegeben werden konnen,
dhnlich wie das die Modaltransformation [1; 5] oder
die Transformation auf balancierte Darstellung [2] fiir
lineare Systeme ermoglichen? Tatsichlich gelingt die
Berechnung einer solchen Transformation, und zwar
auf der Basis einer Zeitverlaufsanalyse, wie sie in Form
von Steuerbarkeitsmatrizen auch Ausgangspunkt der
Moore’schen Dominanzanalyse [2] fiir /ineare Systeme
war. Zunachst wird die Aufgabenstellung prizisiert:
Gesucht ist eine regulire, lineare Zustandstransformation

z() =V x(1) (27)
(n, 1) (n,n) (n,1)

mit der Eigenschaft, dal die Verlaufe aller n Original-
zustandsgroBen x,, ..., x, aus den ersten 7 transfor-
mierten Groflen z, ..., z;, zusammengefaBt in

Zoben (l) = Vobenx(t) s
71, 1) (A, (n,1)

(28)
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naherungsweise riickgewonnen werden konnen durch
'f([) T Wzoben(t) s (29)

und zwar optimal im Sinne minimaler gewichteter qua-
dratischer Fehlerflichen

J= tZ (x (1) — £(1,)" STS(x (1) — 2 (1)) =

—spur{S(X—X) (X = X)"S" L min.  (30)

Die Komponenten von z,,, sind dann dominant ge-
genuber den restlichen Komponenten von z. In (30)
bezeichnet S eine reguldre Diagonalmatrix positiv-re-
eller Gewichtungsfaktoren s, ..., s,, tiber die der Ent-
werfer Einflul} auf die Approximationsgiite der einzel-
nen ZustandsgroBen erhilt. Die Faktoren konnen zum
Beispiel gleich den reziproken Maximalausschliigen der
zugehorigen ZustandsgroBenverldufe gewihlt werden.

Die Losung der geschilderten Aufgabe kann iiber
eine Singuldrwertzerlegung [16] der Matrix ¥ = SX
geschehen. Diese numerisch wenig problematische Zer-
legung liefert die orthogonalen Matrizen T und P sowie
die Diagonalmatrix X der n reellen nichtnegativen und
nach fallenden Betrigen sortierten Singulirwerte o,
mit der Eigenschaft

Y =TXPT. (31)
Durch die Wahl
V=T'S, Vpu=T'S, W=8'T, (32

(worin die Matrix T, die ersten 7 Spalten von T um-
falt) wird dann das Gilitemall J minimal [16]. Anwen-
dung der nun festliegenden Transformation (27) auf
das Originalsystem (2) liefert die Darstellung

()= VAV " z() + VBu() +VFg(V ~'z,u), (33)

in welcher wunschgeméB die ersten i Komponenten
des Zustandsvektors dominant sind. Das transformier-
te System (33) kann deshalb sofort gemaB Abschnitt 2
in der Ordnung reduziert werden. Aus den Verldufen
Z(t) des erhaltenen Systems

Z(1y=Az(t) + Bu(t) + Fg(Wz, u) (34)
werden Approximationen der Originalverlidufe durch
£(t) = W2(1) gewonnen®.

Zur Einfiihrung von Dominanzmapzahlen wird der
Fehler der Approximation (29) betrachtet, also der
Wert des GiitemaBes J in seinem Minimum. Er kann
mit Hilfe der oben errechneten Singuldrwerte o; ange-
geben werden:

o) =03, +...+0} = Y o} (35)

n
i=n+1

* Durch eine weitere Transformation kann den ZustandsgréBen des
reduzierten Systems (34) auch wieder eine physikalisch anschauliche
Bedeutung verliehen werden [14], falls die weitere Verwendung des
reduzierten Modells dies erfordert.
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Durch o/ ist demzufolge gerade der Wert gegeben,
um den sich die quadratische Fehlerfliche J,,, vergré-
Bert, wenn die ZustandsgroBe z, fiir nicht-dominant er-
klart wird. Dieser i-ten Zustandsgroe kann deshalb
der Singuldrwert ¢, als DominanzmaBzahl zugewiesen
werden. Wie bei den Ordnungsreduktionsverfahren fir
lineare Systeme gestatten die DominanzmaBzahlen
eine Empfehlung zur Wahl der Systemordnung 7i: Sie
sollte so gewidhlt werden, dall die Singulirwerte
Ty+1,----0, Klein gegentiber den restlichen sind.

5 Hydropneumatische Kraftfahrzeug-
federung

Eine aktive hydropneumatische Federung kann ent-
scheidend zur Verbesserung von Fahrkomfort und
-sicherheit beitragen, indem sie die Hub-, Wank- und
Nickbewegungen des Fahrzeugaufbaus sowie die dyna-
mischen Radlastschwankungen deutlicher reduziert,
als das mit einem herkommlichen passiven Feder-
Didmpfer-System moglich ist. Aufgabe des beteiligten
Reglers ist es, die zu- und abflieBenden Olvolumen-
strome des hydropneumatischen Federungssystems ge-
eignet einzustellen. Durch eine Ordnungsreduktion des
Streckenmodells kénnen Simulationsstudien deutlich
beschleunigt werden, dartiber hinaus vereinfachen sich
all diejenigen Regelalgorithmen, welche direkt das
Streckenmodell nutzen, wie Beobachter-Zustandsreg-
ler-Anordnungen oder modellgestiitzte Vorsteuerun-
gen.

Bild 1 zeigt den mechanischen Aufbau des Fede-
rungssystems fir ein einzelnes Rad und die zugehorige
Teilmasse des Fahrzeugaufbaus. Die Aufbaumasse m1
wird zum einen tiber eine Stahlfeder, zum anderen iiber
einen hydraulischen Stellzylinder mit Déimpferlager auf
das Rad abgestiitzt. Die notige Dédmpfung erhilt das
System durch eine speziell gedrosselte Verbindung zu
einem Federspeicher, der in seinem oberen Teil mit
Stickstoff und in seinem unteren Teil mit Hydraulikol
befullt ist. Aktiv kann auf das System durch Zu- und
Abfuhr Q(7) von Hydraulikol tiber ein Servoventil ein-
gewirkt werden. Aquivalent zu Bild 1 kann das mecha-

Bild 1: Aufbau des hydropneumatischen Federungssystems.
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Bild 2: Aquivalente
Darstellung des
mechanischen
Teilsystems mit
konventionellen
Feder-Didmpfer-
Elementen.

iST=a/c

nische Teilsystem durch Bild 2 beschrieben werden. Die
Federkraft F} (z,) folgt darin einer noch herzuleitenden
nichtlinearen Beziehung, weiterhin ist eine trockene
Reibung Fy beriicksichtigt.

Bezeichnen x, die Auslenkung des Rades aus dem
Nominalzustand sowie x; und x5 die entsprechenden
Auslenkungen des Fahrzeugaufbaus und der Stellzylin-
dermasse, so gilt fiir das Rad die Bewegungsgleichung

. Cyr 1 <
mp Xy (1) = % (x5 = X)) + cgluy —xy) — —F. (36)
Ist Iyp

Die Kraft F setzt sich darin gemil
F=Fp+Fy+ Fg (37)

aus der Federkraft, der Ddmpferkraft und der trocke-
nen Reibung zusammen. Entsprechende Betrachtun-
gen fiir den Fahrzeugaufbau und die Stellzylindermas-
se fithren auf

.. Cst
m,Xy(1) = iz (xy —x3) +cpp(xs — x3) —

ST
e — 1~
ST (38)
lnp
My X5 (1) = cpp (X3 — x5) + F. (39)

Um aus den Differentialgleichungen (36), (38) und
(39) Zustandsgleichungen zu erhalten, werden die Ge-
schwindigkeiten x,, x,, und x, von Rad, Aufbau und
Zylinder eingefiihrt und deren Ableitungen eingesetzt.
Es ergeben sich sechs Differentialgleichungen erster
Ordnung, die im Anhang angegeben sind.

Die trockene Reibung Fpist lediglich vom Vorzeichen
der Geschwindigkeitsdifferenz zwischen Kolbenstange
und Zylinder abhingig

X, — X, }
- — Xg ¢ -
Igp

Die Déimpferkennlinie zeigt niherungsweise propor-
tionales Verhalten zwischen Dampferkraft £, und der
Geschwindigkeit Z,. der ,,Federeindriickung*, bei aller-
dings richtungsabhingigem Proportionalititsfaktor

Fp = Fyosign{dv} =

= Fyosign {x4 + (40)
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fir z,>0

Fp= .
£ Zp <0

dDr kjF
s 41
{d 7 1)

i fir

Als maBgebliche Geschwindigkeit ist in (41) die
..Eindriickgeschwindigkeit der hydropneumatischen
Feder heranzuziehen, die aus

X, — X V
Zp=x,+ 3y 4= (42)
Igp Ags
X, — X
U P =X, 4 4—,r6+2— (43)
Igp Ags

bestimmt wird. V,, bezeichnet dabei das zugefiihrte Ol-
volumen und Q den zugehérigen Volumenstrom; A g
ist die Kolbenstangenfliche, wie im Bild 2 angedeutet.

Die Federkraft F, wird lber eine polytrope Zu-
standsgleichung zu

A -n
FF=F9<1—ZLV~"J) - F, (44)

N

bestimmt, worin F, = Ay p, die Federkraft in der no-
minalen Ruhelage bezeichnet. Uber z, geht in (44) das
Volumen ¥, in das Modell ein. Als weitere Zustands-
groBe wird deshalb x, = V,, /A4, mit der zugehdrigen
Differentialgleichung x, = Q /A4 eingefiihrt.

Durch das Servoventil kénnen positive wie negative
Volumenstrome Q(7) erzeugt werden, sofern der Wert
des Oldrucks p, im Federungssystem zahlenmaBig zwi-
schen den Driicken p, der Olpumpe und p, im Oltank
liegt. Abhiingig von der Position x, eines Steuerschie-
bers wird eine der beiden Leitungen zur Pumpe und
zum Tank freigelegt und so mit der Leitung zum Fe-
derungssystem verbunden. Der zugehorige Ol-Be-
schleunigungsvorgang wird durch die stark nichtline-
are achte Differentialgleichung beschrieben, die im An-
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hang angegeben ist. Bild 3 zeigt ein Strukturbild des
Gesamtsystems. Darin ist noch ein lineares Stellglied
zweiter Ordnung fiir den Steuerschieber des Ventils be-
riicksichtigt, die Systemordnung betrigt insgesamt also
zehn.

Zur Durchfithrung der Ordnungsreduktion sind
vorbereitend Simulationen des Originalsystems durch-
zufithren. Als Anregungsfunktionen werden fiir u,
(= Fahrbahnhohenverlauf) positive und negative
Springe der Hohe 0,1 m vorgesehen, wie sie kriiftigen
Fahrbahnunebenheiten entsprechen. Fiir die Stellgro-
Be u, des Servoventils werden positive und negative
Rechtecks- und Dreiecksfunktionen vorgesehen. Ins-
gesamt werden so 10 StellgroBenverldufe aufgebaut:

0 0

ul (l) B 7”Rechteck (t):| ’ u2 (l) B [uDreieck ([):l |
uy(1) = —uy (1), uy () = —uy(1),
us(1) = 8’16(1)]» ug (1) = —us(1),

B [ 0,16(2) | —0,1a(0)
" ([) B _uRech!eck(t)} ’ u8 ([) B l: uRechleck([):I )
uy (1) = — ug(1), uyo(t) = —u (0,
mit uReghtcck = O'(f) - J(t - 0,2) und Uprejeck =

max {0, min{57,2 — 5¢}}, worin o(f) die Einheits-
sprungfunktion bezeichnet. Fiir alle Anregungen ist
das System nach ungefihr einer Sekunde eingeschwun-
gen.

Fir eine Reduktion nach Abschnitt 2 sind als nich-
stes dominante ZustandsgroBen festzulegen. Sicherlich
sind die technisch besonders interessierenden GrofBen
Xy, Xy, X3, X4 von Rad und Fahrzeugaufbau als domi-

u® ; o; %, 0 109 A0
s +2Dmos+u€
Q) QA4 k20
XaO=x, (1) 1 3
i N
Qf) =
: (1) = x40 .
1 A
A8
i Fodor
‘ oo GF S B WG /|
L R ¢ + z.(t) 1
Démpfer| .
+
> s A% P p
+
Reibung} ¥
Bild 3: Strukturbild | "m.m“sm_ e i‘: F—)KB
der aktiven R
hydropneumatischen =)

Federung.

471



at 10/94

Bild 4: Zeitverldufe der zehn ZustandsgroBen des Originalsystems
bei Anregung mit ug(f) und Approximationen durch die Systeme
siebter Ordnung ohne Dominanzanalyse (= Reduktion 1, strich-
punktiert gezeichnet) und mit Dominanzanalyse (= Reduktion 2,
strichliert gezeichnet).

X () X(t)

1 " [, Reduktionen 1 und 2 ]
—0.04 1 [ d
© Original

8

-0.06 {1 -1t 1
Reduktionen 1 und 2
-o0.08H -} 4
On'/ginal
-0.12}V 1 - 1
Y/sec tsec
-0.14 -5
[ 02 04 08 08 1 1.2 [ 0z 04 06 08 1 1.2

X4(t)

t/sec
02 04 06 08 1 1.2

0 — T T T 0.5

X5 (1)

T T T

-0.02

-0.06

tsec t/sec

= -1.5
o 20 0.2 0.4 08 08 1 1.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

t/sec t/sec
04 06 08 1 12 1.2
1.2
- Xg(t)
o
e — —=
B t/sec t/sec
-0.2 N 50
[} 02 04 08 08 1 1.2 [ 02 04 06 08 1 12

nant einzustufen. Das gleiche gilt fiir den Olvolumen-
strom xg und das bezogene Volumen x,. SchlieBlich
ist die Steuerschieberstellung x, aufgrund ihrer nicht-
linearen Verquickung mit dem Servoventil als domi-
nant anzusehen. Damit sind sieben GroBen festgelegt,
es wird also ein reduziertes System der Ordnung sieben
entstehen. Letzter Schritt der Reduktion ist die Berech-
nung der Matrizen 4, B, F, W durch (1 9) und (22). Weil
die Ausschlige der einzelnen ZustandsgroBen fiir jede
der zehn Anregungen in dhnlichen GroBenordnungen
liegen, wird die Gewichtungsmatrix Q gleich der Ein-
heitsmatrix gewéhlt. Die Ergebnisse fiir A, B, F, W sind
zahlenmaBig im Anhang angegeben. Im Bild 4 sind die
Verldufe der ZustandsgroBen des reduzierten Systems
denen des Originals und denen einer weiteren noch
durchzufithrenden Reduktion beispielhaft fiir die An-
regung ug(t) gegeniibergestellt. Sie zeigen gute Uber-
einstimmung mit den Originalverldufen. Die Simula-
tionszeiten (mit einem Runge-Kutta-Verfahren mit
Schrittweitensteuerung) sinken gegeniiber dem Origi-
nal um den Faktor 10.

Zum Vergleich wurde eine Reduktion auf Ordnung
sieben unter Einbeziehung der Dominanzanalyse nach
Abschnitt 4 durchgefiihrt [14]. Die erhaltenen Zeitver-
ldufe sind in Bild 4 zusitzlich eingetragen und zeigen
merkliche Verbesserungen in allen ZustandsgroBen.
Weiterhin wurde auf Ordnung fiinf reduziert, bei aller-
dings deutlich schlechterer Approximationsgiite. Die
erhaltenen Zeitverldufe sind im Bild 5 dargestellt; die
Simulationszeiten verringern sich gegeniiber dem Ori-
ginal um den Faktor 12. Bei Verzicht auf die Domi-
nanzanalyse konnten iibrigens keine akzeptablen Er-
gebnisse der Ordnung fiinf erzielt werden.

Bild S: Zeitverldufe x, (1), x5(¢), x; (1), xg(¢) des Originals, der Re-
duktion auf Ordnung fiinf mit Dominanzanalyse und der Reduktion
durch singulire Perturbation (diese bildet x4 nicht direkt nach) bei
Anregung mit u5 (7).

x10-3
s 0.02

s~

(
i~ singulare Perturbation X1 (" x3()

Original

‘| _Reduktion Ordnung 5 d

1

t/sec t/sec]
8 -0.1
[ 02 04 06 08 1 1.2 0 02 04 06 08 1 1.2
0.05
xg(t)
[ — -
/
|
/
-0.05 ! 4
/
/
-0 H ! 1
|
|
i
-0.15
b
\
== -e2p|\ 1
—— \
o \
\
-0.25F | \
SRV— N
t/sec t/sec
—p.08 -0.3
0% 02 04 068 08 1 1.2 [ 02 04 068 08 1 12
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Unter erheblichem Aufwand gelingt eine Reduktion
auf Ordnung fiinf auch durch das eingangs skizzierte
Verfahren der singuldren Perturbation. Das erhaltene
System verringert die Simulationszeiten aufgrund sei-
ner Komplexitidt nur um den Faktor 8 gegeniiber dem
Original, bei allerdings sehr gutem dynamischem Ver-
halten und méBigem stationdrem Verhalten, siche
Bild 5. Andere nichtlineare Reduktionsverfahren
konnten nicht angewandt werden oder lieferten génz-
lich unbrauchbare Ergebnisse.

6 Ausblick

Es wurde ein iibersichtliches und numerisch unpro-
blematisches Verfahren zur Ordnungsreduktion allge-
meiner nichtlinearer Systeme vorgestellt. Mit ebenso
wie ohne Dominanzanalyse konnte eine zufriedenstel-
lende Reduktion des betrachteten nichtlinearen (und
nicht vernunftig linearisierbaren) Systems durchgefihrt
werden. Weitere Anwendungsbeispiele — auch unter
Einbeziehung von Forderungen nach stationdrer Ge-
nauigkeit — konnen in [14] nachgelesen werden. Zahl-
reiche Fragen zur nichtlinearen Modellvereinfachung
sind heute aber noch offen:
® Zunichst ist zu fragen, durch welche MaBnahmen

speziell das Verhalten von Ausgangsgrifien

y; = ¢;(x, u) verbessert werden kann.

@ Sicherlich wire wunschenswert, auf Simulationen
des Originals ganz oder teilweise verzichten zu kon-
nen.

o Die Beurteilung des Reduktionsergebnisses ge-
schieht bei allen heute bekannten Verfahren durch
subjektive Beurteilung der erhaltenen Zeitverldufe.
Auch im Hinblick auf Untersuchungen des Stabili-
titsverhaltens wire hier eine Systematik hilfreich.

e Ahnlich wie in der Theorie linearer Systeme ist nach
Zusammenhingen zwischen der Ordnungsreduktion
und den Begriffen der Minimalrealisierung und der
Steuer- und Beobachtbarkeit zu fragen.

Diese Punkte bieten fiir die Zukunft attraktive Be-
tatigungsfelder, nicht zuletzt, da die Modellvereinfa-
chung nichtlinearer Systeme in der Praxis hdufig dring-
licher ist, als die linearer Modelle.

Der Autor bedankt sich herzlich bei Herrn Dr.-Ing.
H. Keller, Mercedes-Benz, fur die Unterstiitzung bei
der Behandlung des Anwendungsbeispiels.

Anhang
Die ersten sechs Zustandsdifferentialgleichungen des Gesamtsy-
stems lauten [14]:

X, =x,,

. 1 2 Cst [
Xy = — (*Cs1'/’s7'—"R)X1+_.2‘ Xy +eguy —— F,
Ist Iyp
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1 (¢ igp—1

‘ ST :2 . , HP ~

Xgy—=— Tx1*(CST/IST‘F‘DL)X:;‘*’(DLxs* : Fl,
my \ Ist lgp

X5 = Xg.,
1

X6, = (eppx3 —cppxs+F).
Zyl

Die Kraft £ setzt sich gemiB (37), (40), (41) und (44) zusammen.
Die ZustandsgroBe x, = V,,/Axs hingt mit dem Volumenstrom
QO = x4 zusammen Uber

Xq = xg/Ags-
Die Ableitung O = x4 des Volumenstromes ist abhéingig von der

Steuerschieberstellung x4 zu bestimmen, und zwar durch die achte
Differentialgleichung

[ 4
p Pp—Ps—A4p . dg 25 s ..
— — sign fur xq >
A Pp Qo A Q7 sign{Q} Xg > Ul
Ay pr—ps—A4p o 2 .. .
)'c=<— Qo — Q7sign{Q} fir x4 < —ii
* Amax pP ¢ A'I‘/Amax { } ’
_ o Q%sign{Q} fir —ii<x,<ii
\ AO/Amax

mit sehr kleinem A4,. p, bezeichnet den stationdren Lastdruck bei
ruhendem Fahrzeug, 4p die Abweichung hiervon, also p; = p, + 4p.
d, kann als Reibungskonstante des Hydraulikéls verstanden wer-
den. Fir die Fliachen 4, und A, zu Pumpe und Tank gilt

d? {d—2(x9—i4')}
Ap = — arccos{ ————— p —
4 d

—(d]2 = xo + i) |/ (xo — ii) (d — xo + i) ,

d? d+2(xy + i)
Ap=—arccos{ ———» —
4 d

— (d]2 + xg + i) |/ (= xo — i) (d + X + il) .

Darin bezeichnet d den Leitungsdurchmesser im Ventil, i ist eine
konstante ventilinterne Linge. Weiterhin ist dp = (Fy + F}) /Ags.
Die beiden letzten Differentialgleichungen

Xg =—2DwyXg+ Xyg,

- 2 2
X9 = — WXy + 05U,

beschreiben das Stellsystem des Steuerschiebers. Das Gesamtsystem
1iBt sich in der Form (1) darstellen, mit x" =[x, ..., x,,],
u” = [u,, u,] und mit

Fp(x)
Fr(x)
Fp(x)
i=PTO0.

9w =\ A p—p—4p |

max Pp

N

A

max

4,

2.
xg sign {xg}

Die Konstanten lauten: m, = 500 kg, my = 50 kg, m,,, = 1,5kg,
cg = 200000 N/m, cgy = 25500 N/m, ¢p, = 800000 N/m, ig; = 2,0,
igp =135,  Fpo=200N,  Aps=2804-10"*m? d
2500 N sec/m,  dg,, = 6000 N'sec/m,  F,=46352N, p =
5,765-10°N/m?, V,=2992-10"*m?® 5 =13, d=25mm,
A = 1,591 mm?, i=01mm, p,=1,153-10"N/m? p,=
ON/m?, dy =71,431"1, Qnu =0,351/sec, O, = 17,51/sec?,
w, =90sec™ !, D = 0,9. Die Lastaufteilung zwischen Stahlfeder und
hydropneumatischer Feder ist im nominalen stationdren Zustand
30% zu 70%.

ruck
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Die Ordnungsreduktion nach Abschnitt 2 fiihrt auf die Systemmatrizen

1.9176e + 001

2.2121e+001

3.9416e —010 1.9421e—010 4.7942e—012 —4.4977¢—007 —4.3581e—006
2.7885e—002 —1.9110e—002 —1.0514e—002 4.0793e+001 2.6445e +001
—1.7866e—009 —8.6109¢—010 2.8872e—-011 2.1816e — 006 1.8624e—005
F= | —2.7162¢—003 1.8891e —003 1.0618e—003 —4.1768¢+000 —2.6448¢+ 000
3.7068¢ —010 2.8086e—010 —1.0042¢—011 —4.1613¢—007 —5.6407e—006
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4.6798¢ — 003 3.8763e—003 —1.6067¢ —004 5.5026e—001 —8.9541e+001
1.0000e +000 —1.3386e—018 2.3451e—017 3.4656e—019 8.1791e—-018 6.0444¢ —019 —4.2012e—019 ]
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